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" Till Allménheten.

Med detta hifte afslutas denna tidskrifts fjerde arging.

Liksom under de tre foregéende &ren vilja vi &fven detia
ar kasta en blick pa tidskriftens verksamhet under det nu for-
flutna &ret.

P4 den elementira afdelningen m#rka vi Phragméns och
Malmstens uppsatser om bortskaffande af rotmirken ur eqva-
tioner samt Nordlunds om maxima och minima.

P4 den lirda afdelningen fértjenar framhéllas Dillners upp-
sats om definita integraler af synektiska funktioner. Anmérk-
ningsviard &r hér bland annat en formel, som till den Mac-
Laurinska serien. utgér ett supplement och férmedelst hvilken
man med latthet i forr e framstilda serier utvecklar vissa slag
af funktioner. I samma uppsats finner man den vanliga teorien
for maxima och minima generaliserad sd, att hon behandlar
synektiska funktioner hvilka som helst.

Malmsten har lemnat ett enkelt bevis for egenskapen hos
homogena funktioner och Falk har framstalt en teori for par-
tiela differentialeqvationer af andra ordningen.

Inom den analytiska geometriens omride hafva Falk, Hall-
strom, Bogje af Gennds och FLundberg frambringat littlasta
och intressanta uppsatser. — Léran om kedjebrék har af Falk
och Broman blifvit bearbetad.

I eqvationsteorien mdter oss en nitt losning af kubiska
eqvationer af D—g. Samme forf. har angifvit en enkel mé-
tod for approximativ rotutdragning och genom sin uppsats om

_ ben#mningarna pa olika logaritmsystem visat, att naturliga och

neperska logaritmer dro helt olika saker.

Inom den tredje afdelningen lir oss Lundguist bland annat,
att man medelst spektralanalysen lyckats finna, att pd solen
rasa hvirfvelstormar, der vitgasmassorna réra sig med en hastig-
het af 20 svenska mil i sekunden, samt att fixstjernan Sirius




i TILL ALLMANHETEN.

afligsnar sig frin vért solsystem med en hastighet af fyra och
en half mil i sekunden.

Sju arbeten hafva blifvit granskade. De i mogenhetsexa-
mina utgifna satserna hafva blifvit meddelade &fvensom négra
skolynglingars losuingar af dtskilliga bland dem.

) Arets prisuppgifter ha blifvit besvarade af sju svenskar, en
norrman och tvd danskar.

Med detta hifte afslutas den nuvarande foljden af tidskrif-
ten. . Redaktionen har dock for afsigt, s vida omstédndigheterna
sédant medgifva, att i host under en ndgot forindrad titel och
plan borja utgifva en ny féljd af tidskriften, hvarvid akad.
adjunkten Z%halén kommer alt intrida sisom hufvudredaktor i
stillet for akad. adjunkten Dillner, hvilken senare jimte akad.
adjunkten Rubenson och undertecknad komma att verka som
medredaktdrer. I afseende pd den nya tidskriftens plan skall
vid utgifvandet af dess forsta héfte narmare underrittelse lemnas,

Tacksam for den vilvilja, redaktionen af allménheten under
dessa fyra &r ront, tager hon nu afsked for att snart dter fram-
trida under en nfgot olika sammansittning och med en i néd-
gon mon fordndrad plan for sin verksamhet. Denna sistnimnda
blifver i samma mon angenim som den uppmuntras och under-
littas genom inséindande af for tidskriften limpliga bidrag.

Stockholm, den 6 april 1872.
F. W. HULTMAN.
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AFDELNING L

- Om bortskaffande af rotmérken ur eqvationer.
Af F. W. HULTMAN.

Sjelf har jag trott och har #fven i ndgra lirobscker
sett det pastdendet uttryckt, att en likhet, hvars ena led
ar fritt fran rotmirken och hvars andra led innehéller fyra
eller flere med rotmirken forsedda termer ej kan befrias
fran de i likheten ingdende rotmérkena.

Tag t. ex. likheten

Ne+yssu+ne=1 . . . . (1

Genom omedelbar upphdjning i qvadrat och derpa fol-
Jjande ofverflyttning erhalles:

2(+ Nay + Naw = Nz £ Syutu)* = 1—g—y—z—u.
Men denna likhet innehéller flere rotmirken #n den
ursprungliga, och det synes derfére vara forenadt med
dnnu storre svarigheter att bortskaffa rotmérkena ur denna
likhet.
Ville man pd forsok skrifva likheten (1) under nagon
af formerna
Na+ Ny+Nu=1-nz
eller ' l

Jaing = 1=nfz =/

* Vi sitta + framfor rotmirkena, emedan vi ej veta, om storhe-
terna @, y, w och z #ro imagindira eller reela, och i hiindelse af det
senare, om de #ro positiva eller negativa.

1




2° aFp. 1. oM ‘;BORTSKAFE_ANDE 'AF. ROTMARKEN ETC.

och derefter qvadrera, skulle man finna en likhet, som
innehdlle fyra radikaler och séledes lika ménga som den
ursprungliga.

Satte man slutligen likheten (1) under formen

Na=1-Ny—~Nu—~z,

skulle man fa en likhet med sex radikaler, hvilkas antal

dock pé& grund af (1) kan inskrénkas till fyra.

I alla héndelser har man genom qvadrering fatt likhe-
‘ter, som innehallit minst lika manga med rotmirken for-
sedda termer som den ursprungliga likheten (1). Héraf
forklaras orsaken till ofvan antydda formodan om omdjlig~
heten att ur en likhet med manga radikaltermer bortskaffa
rotmérkena. )

Emedlertid erhdll jag i slutet af forlidet ar af lektor
Phragmén ett bref, hvari han visade mig, huru man utan
svarighet kunde bortskaffa qvadratrotmirkena ur en likhet
med huru manga radikaltermer som helst. Som exempel
valde han likheten

Ne+Ny+nz+t—Nu—-No=0 . . .(2)

Kort efter emottagandet af lektor Phragméns bref sam-

mantriffade jag med statsradet Malmsten och omtalade da
for honom, att Phragmén lost uppgiften att bortskaffa qva-
drat-rotmérkena ur en eqvation. Lifvad hédraf angrep stats-
radet Malmsten genast samma problem och loste det gene-
relt for rotmirken af hvad grad som helst. — Vi meddela
hér begges metoder.

1. Phragméns metod att ur en likhet af formen
(2) bortskaffa quadratrotmdrkena.

Forst behandlas likheten si, att tvenne radikaler t. ex.
~u och /v befrias fran sina rotmirken. Derefter be-

frias 2 andra, t. ex. ~/z och «/¢t frén sina rotmirken,
och sa fortfares tills man kommer till de tva (eller till den
ena) sista.
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Vi skola hir visa de niirmare detaljerna utforda pd
likheten (2).

A. Bortskaffande af rotmirkena i radikalena Nu
och . -

For detta &ndamal skrifves (2) under formen
Nz + Ny + Nz +nt = Su+ .

Hiraf erhalles genom qvadrering
Nany oz ot SyNe + Nyt Neni—a = Nunlv,
hvarest 2a betecknar de termer, som ej innehalla rot-
mérken.

Qvadreras nu pa nytt, far man
B® = 3NanyNent + yNany + INanz + eaNt + ENyN s

NN NN

hvarest g*, y, 0, ¢, {, 5, 9 beteckna storheter, som

ej innehalla rotmarken. Héir forekomma ej wu och » be-
hiaftade med nagra rotmérken.

B. Bortskaffande af rotmdirkena i ‘radikalerna Nz
och 1. '

For detta #@ndamal ordnas termerna i foregdende lik-
het silunda:

B2~ yNanly — i3 any + 9) = Ne(@n/m + E5)
+ Nt(eNz + ay).

Efter qvadrering och nagra enkla reduktioner fir denna
likhet foljande form:

P — BNy = NaNEA + pi o),

der 4%, 4%, k*, u® beteckna storheter, som ej ‘innehalla
radikaler. :

Genom ytterligare qvadrering fir man en likhet af
formen

£ = y"Nany,
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hvarest - £ och »7 beteckna storhéter, som ej innehalla
rotmiirken. Nu dro z och ¢ befriade fran sina rotméirken.

- C. Bortskaffande of rotmdrkena i radikalerna Nz
och  y. '
Foregaende likhet gifver omedelbart
1% = pVpy, | .
hvarmed saledes likheten (2) ar fullkomligt befriad fran
rotméirken.

2. Malmstens* metod att ur enlikhet af formen

:‘/w_,+:/5;+~qf.i;+ TUIY /- S 3
bortskaffa rotmdrkena.
S#tter man hir de pa hvarandra féljande termerna i
ordning lika med B
O 3 Ogy gy seve Oy,
sa far man likheterna _
@+ 0+ + v+ =1,

z = o
Zy, = 7P,
T3 = a7,
Ty, = Q.

- Genom att ur detta eqvationssystem, (der m, p, ¢, ... s
antagas vara hela tal,) enligt teorien for storsta gemen-
samma divisorn eliminera

Oy Qg sy aee Oy
erhaller man en relation mellan

&y By eee Tn,y
hvilken ej innehaller nagra rotmirken.

* Utgifvaren framstiller hir hans metod i en form, som nigot af-
viker frin den, som statsradet M. begagnade i sin muntliga framstallning.
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Svenska aritmetikens historia.

Af F. W. HULTMAN. -
(Forts. fr. sid. 249, drgingen 1870).

10. MATTH1IAS ANDREZE BIORK.*

Bidrks riknebok har foljande titel: » Arithmetica eller
Rikne-Book, vthi hvilken Blifwer férhandlat om Rékne-
bokens naturlighe Ordning och gemeene Rakningar, bahde
vthi heele och brutne Thal (med nyttighe Underrittelser
forbittrade), sdsom ock om then berdmlige Algebra, samt
Logistica’ sexagenaria och Geodmtica. Hwilke s& klart
forestillas, att hwar och en, (som naghot Forstand hafwer)
kan them medh eghen Flijt fatta. Sammandraghen aff
Matthia Andrez Biork. Westeras 1643». Arbetet dr till-

* Ur Westeras Stifts Herdaminne af Joh. Fr. Muncktell hemta ‘vi
folj. biografiska underrittelser om Biork. :

Matthias A. Bjorkstadius foddes 1604, [Hans fader Andreas Georgii
Schedvimontanus, som d& sannolikt var domesticus i Stora Schedvi,
23 mil frin Falun, forekommer frin ir 1610 sisom kapellan i dom-
kyrkan i Wester8s och frin &r 1618 sisom kyrkoherde i Bjorksta
(2 mil frin Westeras); han dog vid 91 Aars alder 1652 efter att
med 2 hustrur haft 19 barn. P32 en tafla i Bjorksta kyrka #r
han afmalad med sina 2 hustrur och 19 barn]. Matthias blef stu-
dent 1627. Forordnades 1639 att undervisa i mathesis practica pa
Westerds gymnasium. Prestvigdes 1640 och blef samtidigt kollega i
skolan. Forste underkapellans vid domkyrkan 1642, ofverkapellan 1643.
En skicklig man med ringa framgang. Hade den olyckan under sin stu-
dietid i Westerds att for en fiicka blifva domd “mista rygghuden och
annan plikt®. Fralste sig med flykten. Aterkom efter en lingre tid
och fann nad. Hade ett godt mekaniskt hufvud Gjorde ett lingt och
konstigt skjutgevir, som han #mnade erbjuda komungen. Ocksé gjorde
han sig vingar och flig, men f5ll och brét ena benet. Dog 1651,

Gift 1640 med Mariana Hansdotter, enka efter skolkollega Bartholli.

‘Hans aritmetik listes i stiftets skolor. Han fick 4 tunnor sid af
kapitlets medel, derfore att han egnat sin bok &t consistoriales.
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egnadt biskopen, kyrkoherden, lissmistaren, borgméstaren
befallningsménnen, rddminnen, kopménnen, handelsménnen
och borgerskapet i Westeras, innehaller 147 ark.

Biorks riknebok #r synnerligen fortjenstfull sa vil i
vetenskapligt som pedagogiskt hénseende. Han bevisar naml.
flere af sina regler medelst definitioner, axiom och postulat.
Alla sina exempel ger han kookret form. Sa t. ex. vid
subtraktion i hela tal, da eleven skall ifran 1492 subtra-
hera 1230, skrifver han detta exempel sdlunda: Conradus
Zeltes formiler, att ar 1492 dr en gddda funnen i en sjo
vid Heylbrunn, som hafver haft ett forgyld band om, derpa
dessa ord voro skrifna: »jag dr den forsta fisk, som Fre-
drik.- den andre med sina eégne hinder hafver slippt uti
denna sjﬁ ar 1230 den 30 oktober». Nu dr fragan, huru
manga ar han hafver varit i denna sj6?

P4 regula dupli léser han vissa exempel genom att

gd till enheten. Vi anfora ett. »8 histar dta 9 spinn’

hafra uti 12 dagar; hura linge kunna 18 héstar fortira 24
spénn efter samma proportion?

Forst fragar man sdledes: 8 hiistar dta 9 spénn, huru
mycket dter en? Facit 14 spinn, det #r 18 finska kap-
par, nir man riknar 16 pa spann.

Nér man nu vet, att en hist dter uti de 12 dagar 18
kappar, s& frigar man andra gingen, huru mycket han far
ita pad en dag? Facit 1% kappe.

Efter man ock vet, att en hdst far 14 kappe om da-
gen, si frigar man, huru mycket 18 héistar dta pa en
dag efter samma proportion. Facit 27 kappar.

27 kappar #tas uti en dag, huru linge kunna de &ta
af 384 kappar eller 24 spinn eller 12 tunnor? Facit 145
daga,r»'.

"Af detta visar sig, att Biork var en pedagog of forsta
ordningen, i det han frigor sig fran de diktatoriska regler,
som forut varit de ensamt radande i aritmetiken, och later
i stillet det nyktra forstandet leda sig att losa ett uppgif-
vet problem.
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I afseende pa alligationsrikning och regula cecis eller
virginum begagnar han dock den gamla otillfredsstillande
metoden. Likvil séiger han om den senare, att den borde
kallas . ceca for den blindhet, som finnes i dividendens sén-
derdelning. * -

Under regula falsi med 2 antaganden forekomma f5l-
jande tvd exempel: '

Ex. 1. En asna och en mula buro nagra flaskor vin,
asnan begynte att tréttna under bérdan. D& sade mulan
till henne: om man toge en flaska ifran mig och lade pa
dig, s& hade vi bada lika bordor. Men det vill jag icke,
utan fa du heller mig en flaska utaf din borda, s& bir jag
dubbelt emot dig. Nu fragas hir, huru manga flaskor &s-
nan hafver burit, huru manga mulan? ,

Ex. 2. Till att fornimma helgonets namn pa den da-
gen detta exempel &r vordet tryckt, fértecknar man bok-
stifverna i en naturlig ordning salunda:
1.2.8.4.5.6.7.8.9.10.11. 12. 13, 14. 15, 16. 17. 18. 19. 20. 21. 22, 23, 24.
abcdefghik Il mnopgqrstuvzxyz
Om man nu tager 8 ifran den forsta bokstafvens tal i
namnet, s& gifver resten tillkdnna talet ofver bokstafven,:
som bor std i det tredje och sjette rummet, och om man
lagger 1 till detta talet, si hafver man den andra bok-
stafvens tal. Deraf subtraherar man 4, sa blifver den fjerde
bokstafvens tal igen. Den forstes ochefemtes tal adderade
gifva den femtes tal. Men den andres och tredjes tal ad-

_derade utvisa den sjundes och ytterstes tal. Nir man om-
sider subtraherar den ytterstes tal utaf den férstes, s blifva
3 ofver.

* Forklaringen till de gamles sitt att rikna vid desse tvinmne slag
af rikningar ha vi framstilt i denna tidskrifts forsta argang under Cla-
vius och Aurelius. Hvad namnet regula cecis betriffar betyder det san-
nolikt regeln om rikningen med zekiner. Det hette naml. forst regula
zekis, sedermera cekis, s3 cecis och i slutet af 1700-talet casis. Det
forsta exempel i detta riknesitt handlar om nigra jungfrur, som med
zekiner skulle betala hvad de fortirt pa ett virdshus.
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Pa  detta sista vex‘emjpelf.. finnes intet svar. Vi hafva
lost problemet och funnit att helgonet skulle ha det besyn-
nerliga namnet Medards.

I Biorks. lirobok patriffar man for forsta gdngen vissa
‘kapitel, som ej forut funnits tryckta i nigon svensk rikne-
bok. Dessa kapitel behandla liran om proportioner, alge-
bran, logistica astronomica (stjernekonstens riknebok) samt
_ geodetica (landtmiteri- eller decimalrikning). Vi skola med
nagra ord berdra hvart och ett af dessa riknesitt.

Lgran om proportioner.

Detta kapitel &r till stdrre delen skrifvet pa latin,
nefter sadana termini, som hir férekomma, icke sd be-
qvémligen kunpa utforas». Detta hintyder pd, att den in-
delning af proportioner, som vi hiir efter Biork framstilla,
ar hemtad fran utlindska forfattare och ej uppfunnen af
Biork sjelf. Biork tecknar ett forhillande som ett brik

utan brakstreck, t. ex. °°, ? o. 5. v.

Férhallandena #ro af 5 slag, naml.:

56

., hvilket &r en propor-

Proportio multiplezx, t. ex.
tio octupla.
superparticularis [hvars allminna typ &r
+1 . .
n——], t. ex. j, hvilket 4r en prop. su-

*n

perparticularis sesquioctava.

] . o s, NEM
superpartiens [hvars allminna typ dr -

der m=> 1], t. ex. §, hvilket #r en pro-

portio superbipartientes septimas; ¢, hvil-
ket &r en proportio supertripartientes
quintas.

multiplex superparticularis [hvars allménna

typ 4r 7%’-—1", t. ex. 2, hvilket dr

en proportio tripla sesquiquarta.
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5. Proportio multiplex superpartiens [hvars allménna typ"

nm + r I .
ir ___], t. ex. ', hvilket 4r en pro-
n

portio dupla superbipartientes septimas.

Hittills har endast talats om en storre storhets for-
hallande till en mindre. Vill man tala om en mindre stor-
hets forhallande till en storre, begagnas samma termer med
den skilsad, att man sitter ordet sub emellan ordet pro-
portio och efterfoljande adjektivum. S4& t. ex. utgor

> en proportio superbipartientes tertias,

3
® en proportio sub superbipartientes tertias.

men 3

Hirefter foljer en redogdrelse huru forhallanden adde-
ras, subtraheras, multipliceras och divideras.

Addition. 2 3 Summan blir 5. Motsvarar saledes multiplikation.
Subtraktion. 3 % . Resten n g » ,» division.
Multiplikation. 2 %3 . Produkten ,, *'. " » upphtjning till
dignitet.
Division. 2 . Qvoten » o ” . qvadratrotut-
dragning

Genom intagandet af detta kapitel i sin lirobok har
Biork ofrivilligt fororsakat stor skada i den féljande aritme-
tiska undervisningen, ty, som vi sedan skola fi se, intogs
detta kapitel i tiofaldig forstoring i flere derefter utkommande
lirobocker, och ungdomen plagades i 150 ar med skolasti-
ska spetsfundigheter inlagda i en massa exempel pa de 10
olika slagen i forhallanden. Vid redogdrelsen for Agrelii
riknebok fa vi tillfille att gdra ndrmare bekantskap med
dessa pedagogiska forvillelser.

Algebra.

Biork begagnar Viétes beteckning (se var redogorelse
harfor under Stjernhjelm, argangen 1870). Salunda teck-
nar han  642° + 162* +42+8 med

64c +16z +4+ +8,

hvilket utlidses: 64 cubiktal (cubus) + 16 qvadrater (zensus)
+ 4 saker (radix eller res) och &nda 8 derdfver.
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Vi anféra endast 2 exempel. .
-Ex. 1. Ibland nagre studenter infoll en friga om en
suiiina penningar, som hvar och en isynnerhet hade. Ar-
chias sade: »jag hafver 8 mark mer #n Sempronius». Men
Titus sade: »jag hafver s& mycket allena som i bada och
&nda 4 mark Sfver». Dertill svarade Alexander: »jag haf-
ver 100 mark, hvilket &r sa mycket, som i hafven alle
tillhopa». Nu #r fragan, huru mycket Sempronius, Ar-
chias och Titus hafva haft.

Bisrks losning f6ljer hir.
Sempronii sumima, som hafver varit minst,

kallar man en ting och skrifs sdledes 1./7 R
Archiee summa . . . . . . . .1 + 8,
Titi summa . . . . . . . . .2 +12,

Alexandri . . . . . .47 +20.

Men Alexandri summa var ock 100 mark.

Sal. 4./ lika med 80,

hvaraf 1./7 lika med 20.

Ex. 2. Man vill stka ett tal, hvilket ndr det blifver
multipliceradt i sig sjelft, och hvad deraf kommer, multi-
plicerad med dess i-del, s skall det gora 72.

Bitdrks lésning

1./ ganger 1./ gifver 1lz.
1z ganger + ./~ gir e

Detta skall géra 72, och siledes 1¢ lika med 216,
hvadan 1./ lika med 6.

Nagra fullstindiga eqvationer af andra graden fore-
komma ej. ‘ :

Hos Biérk patriffa vi for forsta gangen en tryckt al-
gebra samt tecknen + och —. Stjernhjelms algebra fanns
endast i handskrift. '

Togistica astronomica (stjernekonstens riknebok).

Innehdller de 4 rdknesitten (addition, subtraktion, mul-
tiplikation och division) med grader, minuter, sekunder,
terser, qvarter o. s. V.
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Anm. 1 grad = 60 minuter = (60)* sekunder = (60)°
terser = (60)* qvarter o. s. V. o -

Vid multiplikation och division synes Bisrk hafva gjort
sig skyldig till misstag.

Han s#ger t. ex. Man vill multiplicera 5 grader 21
minuter med 3 grader. Facit: (5.60+21) . (3. 60) eller
57780 sekunder. Forty nir minuter multipliceras med mi-
nuter, s komma deraf sekunder.

Man vill multiplicera 15 grader med 3 grader, sa blif-
ver produkten 45 grader. Dividerar man grader med gra-
der, sa far man grader; minuter med minuter, sd far man
minuter. *

Geodwtica (landtméteri- eller decimalrikning).

Vid redogoérelsen for detta slag af rikning yttrar sig
Biork salunda: ,
_ »Somliga hafva delt sin métestang uti alnar, skor,
grader 0. s. v. En part hafva sdnderdelt hvar sin aln
eller annat grundmatt i 60 delar likasom uti logistica sexa-
genaria. Dermed hafva de kommit bade uti ledsam rak-
ning, sasom ock stor villfarelse i sin rikning. Detta hafva
ndgra behjertade mathemaci latit ga sig till sinnes och
uppsokt beqvimliga medel detta besviret till att lindra.
Uti hvilken kamp *Johann Hartman Beyer (d v. s. fran
Bayern) hafver sig maunligen bevisat med sin logistica de-
cimali. Medlet till att lindra med hafver han tagit ett
beqvamligt och hogt ofver andra privilegieradt tal, nimn-
ligen 10.

Forst byta de sin métestang uti 10 skor.. Hvar sko
bytes sedan uti 10 digitos eller finger. Hvar finger bytes

* Detta ar dock, hvad multiplikation betriffar, fullkomligt rigtigt,
om man tinker sig ett talsystem med 60 till bas, i hvilken enheten
betecknas med grader. Emedlertid hafva flere af hans efterfsljare tillim-
pat denna metod pa omraden, der den icke #r berattigad, i det att de
multiplicera tunnor med tunnor o. s. v. I nira 200 ar patriffa vi hir-
efter i riknebockerna fel af sidan natur.

T afseende pa division ater borde Bitrk ha sagt, att da minuter
divideras med minuter uppkommer i gqvoten ett abstrakt tal.
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derhos uti 10 gran el]er l\orn hvart gran uti 10 skrupler,
hvar skrupel uti 10 qvinter, hvar qvint i 10 sexter. Dem
hafva de.gifvit hvar sitt mirke, saledes o

@ & ® ® ® ® ©®

Pertica eller ~ Skor - Finger. Gran. Skrupel. Qvinter. Sexter .
hela sténgen,

Hos Stjernhjelm kallas desse matt: _
 Stdng. Fot. Finger, Gran. Linier (ferule). Punkter.
: tumbar (tum).

Anm. Biorks rdkning med decimaler sammanfaller
alldeles med Stjernhjelms, hvarfore vi hdnvisa till var re-
dogérelse for Stjernhjelm. Der finna vi ock en redogérelse
for professor Hartman (1603) och for decimalernas uppfin-
nare hollindaren Stevin (1583).

Det har varit oss ett synnerligt noje att redogdra for
Biork. Hans riknebok stiar ldngt ofver ofriga samtida
riknebdcker. Vetenskapens alla framsteg hade han der in-
ryckt, t. ex. den férut okinda algebran och decimalrdknin-
gen. Bevis for en mingd regler patriffa vi hos honom,
ifvensom en pedagogisk metod. Det &r en heder for We-
steras ldroverk att inom nagra fa ar hafva haft si fram-
staende ldrare och laroboksforfattare som Stjernhjelin (lek-
tor 1625) och den 6 ar yngre genialiske men olycklige Bisrk
(lirare i Westeras fran och med ar 1639). (Forts.)

Problem, lést af LARS PHRAGMEN.

I denna tidskrifts forsta argang (1868) sidan 11 fore-
kommer 13st foljande problem:

»En fader forordnar i sitt testamente, att det dldsta
af hans barn skall af hans efterlemnade egendom hafva en

af resten; det andra 2a rdr

B

summa « rdr och dertill

och dertill % af det, som d& &r qvar, och det tredje 3a
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rdr och dertill . af det, som da #r gqvar o. s. v. Vid

verkstillandet af testamentet befanns, att alla barnen fatt
lika mycket. Huru stor var egendomen, huru stor hvarje
barns del, och huru stort var barnens antal?«

Detta problem l5ses ytterst enkelt genom att anvinda
beviset fran m till m+1. T

Sittes ndmnligen egendomens viérde = x, erhaller
man pa grund af likheten mellan det férsta och andra bar-

nets delar likheten

1 1 1
a+£(a:—a)— 2a+-y;[x—3a—7—z(w—a)],

hvaraf

x—a=an +x—3a-%(a:-—a),
och saledes det vfﬁrsta och andra barnets del
| a+;2(x—a)=a(n—l),

hvilken likhet gifver egendomens virde
z=alm-1"
. De tva forsta delarne diro saledes, hvardera, = a(n—1).
For att bevisa, att de ofriga ocksa dro det, si lat -
m+l=2n-1
och antag att de férsta m andelarne redan #dro bevisade

vara, hvar och en, =a(n ~1). Tydligen ér da den (m + 1)

andelen

(m+1a+ % Ja@w—1)}—am@m-~1)- a(m + 1)

=(m+1)a+}z.a(n”—2n—-mn)

=a(m-1).
Da satsen nu dr bevist for de tva forsta delarne, gil-
ler den saledes for den tredje, saledes ock for den fjerde
0.8 V. ' '
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Om . i ‘m+l=n-1,
dr '

n®—2n—~mn =0
och saledes aterstoden = 0, sedan det (n—1)% barnet ut-
tagit (n—1).a, hvaraf redan synes, att delarnes antal ar
=n—L

Nagra anmérkningar till Euklids III bok.
Af student K. E. BROMAN.

De satser i Euklids tredje bok, som handla om tan-
gering, synas i de vanliga lirobockerna ej alldeles s& di-
stinkt behandlade, som ske kunnat. Detta har gifvit anled-
ning till efterfoljande &ndringsforslag, som till utgangs-
punkt valt den Brakenhjelmska editionen, hvilken antages
vara till hands.

Def. 1.* Tvinne linter skéira hvarandra 7 en viss
gemensam punkt, om de nirmaste punkterna at hvardera sidan
pd den ena linien dro pa hvar sin sida om den andra.

Def. 2. En rdt linie siges tangera en cirkel i en
viss punkt, om de der rdkas, wtan att skéra hvarandra **.

Def. 3. Cirklar sigas tangera hvarandra i en wviss
punkt, om de der rikas, utan att skdira hvarandra **.

PROP. 1** Teorem. Om en i lnie gdr genom
tvdnne punkter pd en cirkelt, sd faller den delen deraf,
som lLigger mellan punkierna, itnom ecirkeln, de delar, som
ligga utanfor punkterna, wiom densamma.

* Den gamla def. I tages sasom prop., sdsom manga gjort.
** Tangering i en punkt hindrar salunda ej tangering eller skirning
i en annan.
. ** De gamla prop. I och II byta Iimpligen plats med hvarandra,
ty I &r svifvande, utan kinnedom om IL
1 Enligt bruket for cirkelperiferi.
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Beviset [nagon punkt D (se-Brakenhj. fig.) maste vara
cirkelns medelpunkt etc.] for senare delen analogt eller si-
som koroll. af det forsta.

Koroll. 1. Ingen del af cirkeln dr ritlinig.

Koroll. 2. En rit linie kan ej triffa en cirkel uti
flere dn tviinne punkter [em rit linie, som gar genom en
punkt inom cirkeln, triffar alltsd densamma uti tvinne
(sjelfklart), och blott tvinne punkter].

Koroll. 3. Tangenten rakar sin cirkel blott i tan-
geringspunkten.

PROP, 2. Problem. Lika med prop. I.

PROP. 5—6. Teorem. ZTuwinne cirkliar, som trdffa*
hvarandra, kunna e hafva samma medelpunkt, utan att sam-
manjalla. ‘

Bevis. Ty om tvinne cirklar, som ega punkten 4
gemensam, hade samma medelpunkt B, utan att samman-
falla, s& maste nagon frin den gemensamma medelpunkten
B dragen rit linie triffa cirklarne i olika punkter: den ena
i C, den andra i D o. s. v,

PROP. 10. Teorem. En cirkel kan ¢ triffa® o. s v
.. utan att sammanfalla. .

- Koroll. Om tvidnne cirklar tangera hvarandra, ma-
ste antingen den ena innesluta den andra eller bada ligga
utom hvarandra (ty, skér den ena cirkeln den andra i en
(ny: jfr III: def. 3) punkt, maste den skidra i en tredje,
derfore att cirkeln #r en sammanhingande linie). I férra
fallet sdgas cirklarne tangera hvarandra innantill, i senare
utantill, ’ ;

PrOP. 11. Teorem. Om ... innantdl ¢ en viss punkt
(1), och man ... genom denna punkt. .

- * Hvarfore <triffa® blifvit anvindt, ar klart. Obs., att i figuren
ingen eller blott en cirkel lampligen utritas. '
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Bevis. Om den riita linie, som sammanbinder me-

~ delpunkterna, ej gar genom 7, si 13t den gi sdsom nagon

annan rét linie, HK, och lat M vara den inre, S den
yttre cirkelns medelpunkt. Drag MZ7'*. Emedan nu M ej
ir medelpunkt till den yttre cirkeln (IIL. 5, 6), maste
M7 > MK (3: VII). Men, som M #r medelpunkt till den
inre cirkeln, och M7 blott riacker till periferin, skulle MK
ej ricka dit**, hvilket #r orimligt (IIT. 10. koroll.). Alltsa
maste den rita linie, som gar genom cirklarnes medelpunk-
ter, dfven ga genom 7

PROP. 11.A. Problem™**, Ait med gifven radie (= AB)
upprita en cirkel, som i en gifven punkt (C) tangerar en gif-
ven cirkel (medelpunkt D) innantill. '

Konstruktion. Afsitt pa CD inat ett stycke CE
= AB, tag E till medelpunkt for en cirkel genom C, da
skall denpa vara en ldsning. ‘ -

Bevis. Den cirkel, hvars medelpunkt ligger lingre
bort fran C, har punkten C gemensam med den andra,
men hvarje dess punkt, X, for 6frigt ligger utom densamma,
ty den fran den andra medelpunkten till X dragna linien
> den till C dragna linien (3: VII). De bada cirklarne
tangera foljaktligen hvarandra innantill i punkten C (3: def,
III). Sammanfaller £ med D, sammanfalla ock cirklarne.

Emedan vidare ingen cirkel, hvars medelpunkt ej lig-
ger pa CD, kan tangera den gifna cirkeln (3: XI), maste
den erhallna ldsningen vara den enda mdjliga.

PROP. 12. Teorem.. Om .... utantill en viss punkt,
«or genom denna punkt.

* Man kunde i stillet draga S7', d2 man har att i beviset anvénda
T 7 eller 11, 8, allt efter som S ligger inom eller utom den inre
cirkeln.

** Obs. dock, att dnnu intet hindrar, att cirklarne afven i K tan-
gera hvarandra. '

*** Den konverterade satsen till 11, hvilken val 4r lika vigtig, torde
bora framstallas i ofvanstdende form.




APD. I. NAGRA ANMARKNINGAR TILL EUKILDS IIT BOK. 17

Konstruktion och bevis (medelst III. 8) analoga
med dem for prop. 11.

PROP. 12. A. Problem. A, med gifven radie, upp-
rita en cirkel, som i en gifven punki tangerar en gifven cir-
kel wtantill. ‘

Konstruktion och bevis (medelst III. 8) analoga
med dem for prop. 11. A.

PROP. 13. Teorem*. En cirkel ete.

Bevis**, Om en cirkel kunde tangera cirkeln 4B i
tvinne punkter, 4 och B, si maste (enl. III. 11 eller III. 12)
den riita linie, som sammanbinder medelpunkterna & ena
sidan ga genom A och & andra genom B och #r foljaktli-
gen rita linien AB. Men, emedan AB silunda dr i hvar-
dera cirkeln en korda, som innehdller medelpunkten, mé-
ste dess midtpunkt vara cirklarnes gemensamma medelpunkt,
hvilket &r orimligt (IIL 5, 6). Alltsa etc.

PROP. 16 torde mahi#nda ldmpligen #ndras till direkt-
refererande pa problemet, att fran en gifven punkt pa en
cirkel draga en tangent. o )

Beviset: den genom radiens dndpunkt dragna vinkel-
rita linien 1§sning; nagon annan icke.

K. E. BROMAN. Student.

* Denna sats foljer sisom koroll. af beviset till ITI. 11A och IIL
12 A. Hvarfore vi framstillt ett oberoende bevis, behofver ej papekas.

#* Piguren limpligen blott em cirkel, med punkterna 4 och B
markerade. i
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Sats 196 (C. F. Lindman), 185t af A. P—N, K—G och W—b.
(elever i T:de klassen vid ett svenskt liroverk).

1. Kalla medelpunkten till den i A4ABC inskrifna
cirkeln for 0. Da dr '

y:oc.smg,

a SingSing7

P=—

4
Cos 3

=2RSin A4
. A . B_, C
r =4 R Sin §Sm§Sm§,
hvilket var det forsta, som skulle bevisas.

2. Kalla medelpunkten till cirkeln, som tangerar sidan
a och de begge andra sidornas forlingningar for U. Da ér

7 = UC’.COS—g,

aCos;—2
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=4 RSm Cos B Cos O

hvilket var det andra som skulle bevisas. Pa samma sitt
bevisar man for 7, och 7.

Sats 197 (C. F. Lindman), lost af P—N, K—G och W—b.

1. Enligt sats 196 &r
9a+ab+qc=4R[Sm‘ACosiBCos C+Cosi A Sint BCosiC
+ Cos + 4 Cos + B Sin £+ (],

hvilket ater genom sammanslagning af de 2 sista termerna
blir
4 R[Sin 3 A Cos 3 B Cos +C+ Cos*® + 4]

Il

= 4 R{ Cos — B Cos Cos C+ Sin? —é——J
B+0 B+C’ B
= 4R[l (Cos 5~ Cos ECOS g)]
A B .
= 4R(1 + Sm—i Sin 3 Sin g) ()

- 2R|r2 +2 Singsmg(oos gc()s g _ Sin i;‘. Singﬂ

- 2R[(Cos2§ +sin? B4 cos A sin ‘Zi)

2 2 2
B B . AL B
+28m Cos SmECos 5 ZS?n ESm —2—]
A B A. ,B ...B. .4
— g <L 2 g4 2 £ L 2 4
—2R|:Cos 2+Cos 2+Sm 2Cos 2+Sm 2Cos 3

. A4, A, B B
+ 2 S8in 3 Cos §Sm 5 Cog 5]
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—2R[Oos —4+ Cos? £+Sl A+B}
A B ., C
:2R(COS2E+COSE§+COS 5)’ ..... ®

hvilket var det forsta som skulle finnas.

2. Ur () erhalles

ra+7,+ 7. = 2R Cos? —;i-i- 2 R Cos® §~+2R0082

2 —_— 2 J— 2 —
a Cos ) b Cos 9 ¢Cos 5

Sind " SnB tsmc

A B C
=1 = = et
= 2(aCotz +bCot2+cCOt2,

hvilket var det andra, som skulle finnas.

3. Ur (o) erhélles
ra+ 75+ 7. =4R+4RSin ;iSin gSing

-

och saledes pd grund af sats 196
ratmptre-r=4R% . . . . .(p)
hvilket var det tredje som skulle bevisas.

4. Med tillhjelp af (y) och sats 196 finnes

.4, B_, C
9a+rb+1°c—-3r=4R(1-—ZSm§Sm§Sm-2—)

B . A, B
4R[1 2Sln—Sm——(Cos 0052 SmESm—f)}

=4R[(S1n g+Cos g) ZSm Cos Sln200s§+28inggSin2§]

* Lasaren behagade gifva akt pd denna eleganta sats meddelad af
lektor Lindman. : F. W. H

e S b v g T AN R e e LR
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Genom att inom parentesen tilligga

A B A B
2 B 2 — 2 - 2
Cos 7 Cos 3 Cos 5 Qos 5
erhalles sedan utan svarighet

LA ., B L., C
9~a+9~b+rc—3r=4R(Sm2§+8m2§+Sm2§),...(6)
y:| B c
=atg§+btg2—+ctg§, ...... (¢)

hvilket var det fjerde som skulle finnas.

Sats 198 (C. F. Lindman), 16st af P—n~, K—G och W—b.

Om triangelns yta = 4, sa dr som bekant

A
r=—,
p
a
Pa = ",
pP—a
4
wap_b
A
Pp = ——
b=¢

AS

pp=a)(p—8)(p—o)
=p.d=p*r. Hvilket skulle finnas.*

o Pa TP ==

~ Sats 199 (C. F. Lindman), lost af P—~, K—aG och W—p
- Enligt sats 198 ir

L Praryre = pirt = A2,
och siledes
Nrrgrare = 4 = T.
Hvilket skulle finnas. ‘

* Ett par andra (trigonometriska) bevis pa denna sats #ro ock in-
sanda. F. W. H.
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Sats 200 (C. F. Lindman), lést af K—a.

AAB,C =T = AA 1B, + 44,1C, + 4B, IC,
SinC_,*SinB  r*Sind

=Tyt Tty
A B C
— 2 i _ —
= 2¢%Cos 5 Cos 5 Cos 5"
Samma sats, lost af W—D.
44, B C =17, =821 20" b i‘“ G ,
men
A
a, = 27 Cos 5
B
b = 2p Cosf
och
0 a3 1 1
C, = 90°ﬂ§, ty A C, = hilften af A 4'IB",
saledes ‘

A B C
T 9,2 £ 198 —
T, = 29% Cos 2Cos 5 Cosz.

Sats 201 (C. F. Lindman), lost af K—a.

1. Tages en punkt, der bissektriserna rdakas till medel-
punkt, och en cirkel inskrifves i 4ABC, sa fas 44, B, C,,
genom att sammanbinda de punkter, i hvilka sidorna tan-
gera cirkeln. Vi vilja forst bevisa, att 47, ' eller
A44,B,C, 44, B, C,.

Drag

14,, IB,, IC,.
Tydligen ar
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AIA B, = ANICB, = NAA,C, =

och
AIA, C = NC,BI = AAA, B,.
AI4, B, + AIA,C, = N A4, C + NAA, B,
d. v. s. :
AAt = /\Aa-
P3 si sitt erhalles
AB, = AB,.

Saledes dro trianglarne 7). och T, likformiga.

Vi ofvergd nu till senare delen af satsen och draga
derfore fran medelpunkten O till den kring 7 omskrifna
cirkeln radierna OA4,, OB,, OC,. . Man har da

7, = AB,0A,+ 44,0C, + 4C, 0B,
R*Sin2C, R*Sin2B, R*Sin24,
R T R R

2
- Z(sin 20 +Sin 2B, +5in24))

men A A4, dr supplement till ABIC, som ater ir supple-

. B+C
ment till e

2
T, = 5; (Sin (B + C) + Sin (4 + C) + Sin (4 + B))

R2
=5 (Sin A + Sin B + Sin ()

A B C
— 2 . —_ —
= 2 R* Cos 5 Cos 3 Cos 5"
Anm. Satserna 200 och 201 visa, att
5L _r
7, R*
2. Med tillhjelp af satserna 200 och 201 finner man, att
T, T, = 47* R* Cos* $ 4 Cos® 1 B Cos® 5 C,
eller, emedan enl. sats 196
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¢
2.’
7,7, = R*Sin*4 Sin? B Sin®C
2 2
_pe @ b
; Ry Sy
(ab Sin C)Z
"\ 2

e AL B,
r=4RS1n~2—Sm—2—Sm

Sin®C

I

T*
T .

1. Emedan 7%, och ¢ hafva samma bas, sd ir

Saledes ir
ta 73 t, r P
et s = —+ — + —
T 1o T, va vs 2

TP _
=7 1.
2 a, b, o _2a 2 2%
T, T, T. rqa rd rec
__2<_1.+_1_+1)
o T Te
2,
==
3. Det dr tydligt, att
41,17, = 2Lt AL,
men

Sats 202 (C. F. Lindman), l16st af P—N och K--G.
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rt e
Ll =LA+ 1A= Cosé
2
och
Ta
AL = Sin%1
70 (1% + 7¢)

v o dlLLI =, A, A,

2 Sin 3 Cos 2
Insittas hir virdena pa 7., 7 och » enligt sats 196,
finner man

A B C
- 2 i 2 hd
A1, 1,1, = 8 R? Cos 3 Cos 5 Cos 55
men
4Cos Cos = Cosc =Sind+ SinB + SinC

AIaIbIc-—- 2 R*(Sin A + Sin B+ Sin 0)
= R*2RSin A+2 R Sin B+2RSin0)
" R(a+b+c)=2pR.
abe abc
G vris

hvilket skulle finnas.

Prisuppgiflien for ar 1870.*

A uppgiften 1 bar ingen ldsning inkommit. Denna
uppgift framstélles derfor som prisuppgift afven for ar 1871.
Deremot har a prisuppgiften 2 inkommit en siirdeles vac-
ker elementdr ** losning af en af nutidens mest framsta-

* Mellankommande hinder ha vallat, att vi innu ej varit i tillfalle
att i tryck utgifva losningarna & prisuppgiften for ar 1869.

** Bellavitis har #fven lemnat en losning grundad pa den af honom
uppfunna eqvipollens metoden, [jfr Nouvelles Annales de Mathématiques,
Paris 1869, sid. 289], hvilken losning i det viésendtliga sammanfaller
med den i arg. 1870 sid. 89 gifna.
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ende geometrer, Giusto Bellavitis, professor i matematik
vid universitetet i Padua. Pa grund af denna hans losning,
tillfaller honom det storre af de ar 1870 utsatta prisen.

Bellavitis losning * foljer hir.

»Om tod trianglar ABC och AB'C'** ha gemensam
midtellinie AM och om den enes halfva bas MC' dr bisseke-
rande ***  medelproportional tll den andres omfattande sidor
AC och AB, sd dr och dennes halfva bas MC bissekerande me-
delproportional tll den forres omfattande sidor AC och AB'.»

Sasom gifvet ha vi saledes:

1°J0 = AB . AC L
2° MC' /) bissektr. till A BACYy "~ " " )
Man uppritar A BMF »4AMB, sa att AM: MB
= MB: MF, hvaraf litteligen framgar, att dfven 4AMC
o ACMF och siledes A MOF = A MAC och foljaktigen
AAMB = A\ ACF. D3 vidare pa grund af den sist anforda
likformigheten AC:CF = AM: MC = AM: MB, sa foljer,
att ifven dACF »w AAMB, da alltsa
AC: AF = AM:AB ........ (2).
Enér vidare A CAF = A MAB, s& framgar, att
bissektr. till A BAC //7 bissektr. till A MAF...(3).
I hvarje annan A4 AB'C, der AM &r midtellinie, ha vi
efter analog konstruktion:
AC :AF = AM:AB .. ...... (4).

samt
bissektr. till A BAC" //T bissektr. till A MAF' ... (5).

Enligt (1) och (3) fas MC'//bissektr. till A MAF;
men MC' ir enligt konstr. bissektr. till A AMF", da sile-
— a2
des MF' /| AF. Vidare fas enligt (1) och (2) MC' = AF . AM;
men enligt konstr. dr MC® = MF .AM, hvaraf foljer
AF = MF', da alltsa
* Vi hafva tillatit oss en liten omredigering af Bellavitis bevis
i #indamal att gora det littare begripligh for nyborjaren.
** Piguren teckne lisaren sjelf [jfr arg. 1870, hiftet 1 fig. 10].
#% Jfr arg, 1870, sid. 23.
+ Tecknet // betyder hir: sammanfaller med.




A¥D. I PRISUPPGIFTER FOR AR 1871. 27

MF # AF :
och foljaktligen AFMF" en parallelogram. Men nu ar MC
enligt konstr. bissektr. till A AMF eller, som ir detsamma,
// med bissektr. till A MAF', d. v. s. enligt (5), // med
bissektr. till A B'AC'; vidare dr enligt konstr. och med

stod af (4) MC = AM . MF = AM . AF = AB . AC. Vi
ha alltsa funnit ‘
1°MC= AB . AC
2° MC// bissektr. till A B'AC.
Den 11 december 1870.

Vid namnsedelns dppnande stod foljande att lisa:
»Forfattaren till denna uppsats &r
GIUSTO BELLAVITIS,

uppfinnaren af equipollens-kalkylen, professor i matematik vid univer-
sitetet 1 Padua .

Prisuppgifter for ar 187 1.

1. Om de réta linier BD och EA dro lika stora, hwvilka
dela midt itw tvenne vinklar EBA och BED, som ligga pd
samma  sida om det gemensamma vinkelbenet BE, sd dro
dessa vinklar lka stora.

2. Att upprita en quadrat sd, att dess fyra vinkelspet-
sar ligga pd tre gifna obegrinsade réita linder.

Det storre priset #ir: de tre forsta &rglngarme (1868—70) af
TIDSKRIFT FOR MATEMATIK OCH FYSIK, tilleg-
nad den svenska elementarundervisningen.

Det mindre priset #r: PLAN TRIGONOMETRY BY I. TODHUNTER.

Losningarne bora vara insinda till lektor HuLTMAN i Stockholm
fore den 1 januari 1872.

* Denna lirosats var ock prisuppgift for forlidet ar.
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Anméirkningar betriffande beniimningen: Natur-

lig, Hyperbolisk och Nepersk logaritm.
Af D—a.

Naturliga logaritmer 4r en lika passande som vanlig
bendmning pa logaritmer inom - det system, hvari ¢ (eller
talet 2,718281828...) ir bas.

Hyperboliska logaritmer &r ett ganska oldmpligt, men
mycket vanligt synonym for naturliga logaritmer. Det skulle
lika gerna kunna anvidndas for logaritmer inom otaligt
ménga andra system, om icke bruket inskréinkt detsamma;
ty den omsténdighet, att arean af hyperbeln 2y =1 uttryc-
kes genom naturliga logaritmer enligt formeln

4 = nat. log %,

da koordinataxlarna bilda rit vinkel, utgér icke nigot till-
riickligt skél for att uteslutande kalla dessa logaritmer hy-
perboliska. Vid qvadratur af hyperbeln zy = 1 framstéller
sig ndmnligen otvunget logaritmer inom helt andra system,
om blott koordinataxlarna &ro snedvinkliga. Sa #r t. ex.
hyperbelytan

i
4 = loglo"&“’

da- vinkeln mellan axlarna #r 25°44 25",6. Alla dessa lo-
garitmer kunna derfore med lika rdtt, som de naturliga,
gora ansprék pa att bendmnas hyperboliska, och tydligt
ar, att da man gaf de naturliga logaritmerna ett sirskilt
namn, derfére att de framtridde vid berikning af den lik-
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sidiga hyperbelns yta, man snarare borde vid bestdimningen
af detta hafva afsett kurvans s. k. liksidighet, &n hennes
egenskap att vara en hyperbel. Nu &r emellertid bruket
stadgadt, och man anvénder om logaritmer bendmningen
hyperbolisk sdsom liktydig med naturlig. Man m& dock
akta sig for att gitva densamma #fven at de Neperska, ty
i annat fall gér man sig skyldig till det felet, att med
samma namn beteckna tvdnne betydligt olika saker.

Neperska logaritmer sigas vanligen vara samma loga-
ritmer, som de naturliga. Att detta &r oriktigt och att
olikheten mellan de verkligt neperska och de naturliga lo-
garitmerna dr ganska stor, skall hir nedan i korthet visas.

Neper later sina logaritmer uppkomma pa foljande sétt.
Tvinne punkter P och p réra sig utefter hvar sin linie,
AB och ab, af hvilka den forra &r begrinsad och af ling-
den M, den senare deremot obegrinsad.

4 ¢ B

a ! ceasd
c

Rérelsen borjar samtidigt i punkterna A och @, pa bada
stillena med samma hastighet. P ror sig med aftagande
hastighet och pa sadant sitt, att denna i hvarje punkt C
ar proportionel mot det aterstiende vigstycket CB. Der-
emot ror sig p med ofdrinderlig hastighet. Om nu p be-
finner sig i ¢, d& P dr i C, sa siiger Neper, att
ac = nep. log CB.

Sidan ar hans definition pa logaritm.

I hvilket forhallande dessa neperska logaritmer std till
de naturliga, visar sig ganska ldtt, om det rorelseproblem,
med hvilket Neper sammanlénkat sin logaritmteori, l3ses
med tillhjelp af den moderna kalkylen. Séttes némnligen

ac = &,

AC=y,

(-
dt),” \de),~ %
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s blifva rorelseeqvationerna

& = v,
dy
dt m(M—y),
ay\ _  _
(%)o—- Vg m M,
och saledes '
dy v,

hvaraf erhalles »
— nat. log(M—y) = l—;’—[t -n

och, emedan y =0, da ¢=0,

nat. Obilfny =9
eller ‘
M-y
i

& = —-M . nat. log

Poneras nu
M-y=N
och iakttages, att i detta fall

& = nep. log NV,
sa fas slutligen

nep. log NV = — M.na,t»; log %

Sadan #r relationen mellan de neperska och naturliga
logaritmerna. Att denna forindras med virdet af M &r
tydligt; men lika tydligt &r ocksd, att de bada slagen af
logaritmer under alla omstéindigheter, och saledes obero-
ende af virdet pa M, derutinnan ega diametralt motsatta
egenskaper, att de naturliga logaritmerna vixa, da de ne-
perska aftaga, och tvirtom.

Neper sjelf antog M = 10000000. Hur stor olikhe-
ten mellan en nepersk och en naturlig logaritm for ett och
samma tal i foljd af detta antagande kan blifva, derom
gifva nedanstdende exempel en forestillning:
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nep. log 1 = 161 180 956,509 5832. nat.log1 = 0.
nep. log 10000000 = 0. nat. log 10000000 = 16,1180956..
nep. log 2909 = 81425309. nat. log 2909 = 7,97556466.
Sidane exempel bevisa till 6fverflsd, att de neperska
och de naturliga logaritmerna ej #ro lika. Att de detta
oaktadt ndgonsin kunnat forvexlas, forklaras mahinda deraf,
att da John Speidell ar 1624 foretog sig att i 6G:te upp-
lagan af sitt verk »New logarithms» forindra logaritmerna
s&, att de motsvarade, icke de wneperska talen sjelfva,
utan deras reciproka virden, man vid denna fordndring
kommit att fasta for ringa vigt for att deri finna nigon
anledning till att betrakta Speidells logaritmer sasom annat
in neperska. Det &r dock tydligt, att hans nya logaritmer
vida mindre, #n de ursprungliga, till sin beskaffenhet skilde
sig fran logaritmerna inom det naturliga systemet, och att
de till och med skulle hafva blifvit alldeles identiska med
dessa, om Speidell antagit M = 1.

Solution af #® 4 pax+4¢ = 0.
Af D—ae.

Eqvationen
alz+bP-bz+a)P =0,

som efter utveckling och division med a—b blir
a®—3abz—abla+b)=0,
gores term for term lika med
2*+pr+qg=0,
om « och b bestimmas sa, att de satisfiera eqvationssy-
stemet

3

ab =

-£,
at+b = 3—(1,
p
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hvilket naturligtvis sker, om @ och & blifva rotter till an-
dre grads eqvationen

. 3¢ p _
B -0

2% -tz — -

och deras virden salunda

(a,b)—i‘h\/g‘l7

For dessa viirden pa a och b blifva foljaktllgeu rot-
terna till
a(z+bP—bleg+a)P =0, .
som &ro
&, = a%b%(a‘;‘ + b%),
@, = aibi(aie + bia?),

z, = aibs(asa? + bic),

tillika rotter till eqvationen
z*+pa+q=0.

Obs. D& a =b, har den gifna tredje grads eqvationen
lika rétter, och man kan féljaktligen undvara den nu fram-
stillda solutionsmetoden, hvars duglighet man i detta fall
kunde ha skil att betvifla. Att man emellertid kan an-
vinda den, dfven om a = b, synes deraf, att virdena pa
z, som da blifva

verkligen satisfiera eqvationen.
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Definita integraler af synektiska funktioner.
Af G. DILLNER.

(Forts. fr. sid. 277, f\rg. II0).

22, Enligt § 14 &4r en synektisk funktions integral
lings en sluten kontur = dess integral lings en omgif-
vande sluten kontur, om nédmnligen den fdrre genom kon-
tinuerlig utvidgning kan ofvergd i den senare utan att be-
rora nigon kritisk punkt, Om derfor a,, a,, a, ete. (fig. 1)
beteckna- spridda punkter, hvilka sasom medelpunkter dro
omgifna af smi fristaende, genom rita linier (sasom fig.
antyder) forenade cirklar, hvilkas allménna representant
ma vara tecknet (@, och om den prickade linien p utmir-
ker en sluten kontur, som odndligt nira omsluter dessa
cirklar jimte deras fSreningslinier, sa dr under ofvan an-
gifua vilkor integralen lings p = integralen lings den om-
gifvande slutna konturen P, begge integralerna tagna i
samma led, sdsom pilteckningen antyder. Om nu p nér-
mar sig att i alla sina punkter sammanfalla med cirklarne
@ jamte deras foreningslinier, sa inses omedelbart, att in-
tegralen lings P dr = summan af integralerna ldngs @@,
alla integralerna tagna i samma led, + summan af inte-
gralerna lings foreningslinierna, tagna i motsatta rigtnin-
gar, hvilken senare summa siledes ar 0. Om derfore F(z)
ar synektisk for hvarje punkt p& och mellan konturen P
och cirklarne (3) och om summan af integralerna lédngs de

senare utmirkes med Z/F(z)dz (der saledes summatlons-
3
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‘tecknet afser de indicerade punkterna «,, a,, a, etc.), sa
kunna vi alltsa sétta

3 @
S Pz = X [Fde. . . £ (30)",

hvilken vigtiga sats vi uttala under f6ljande form:

. Om F(z) ér synektisk for hvarje punkt pd och mellan
en sliten kontur P och de inom honom inneslutna smd cirk-
larne (@), hvilkas medelpunkter utgoras of de spridda punk-
terna a,, a,, ag etc, sd dr integralen lings den forre = sum-
man af integralerna lings de senare, alla integralerna tagna
t samma led.

23. Enligt féreg. § kunna vi nu berdkna integralen
lings en sluten kontur P hvilken som helst, sa snart vi
kédnna integralerna lings de oindligt sma cirklar, som om-
sluta de inom konturen befintliga kritiska punkter eller,
kortligen uttryckt (jfr § 15), sa spart vi kdnna alla punkt-
integralerna inom konturen P. Saledes, om f(z) och ¢(z)
dro synektiska for hvarje punkt pa och inom 2 och om
¢(a) = 0, der a &r den allminna representanten af de inom
P beligna rotterna a, a,, a, etc. till ¢(z) = 0, sa fram-
gar omedelbart af (30) foljande vigtiga formel

76 f(z)
q)(z) -Zf . . . . (3D

Anm. Denna formel ir s& generel, att hon giller
for savil enkla som mangfaldiga rotter till ¢@(2) = 0 af-
vensom for det fall, att f(z) och ¢(z) ha gemensamma rot-

ter, detta senare af det skil, att, om ‘i(i) =9 = #ndlig
o $(a) 0

* Vi begagna hir for enkelhetens skull samma bokstaf # att ut-
mérka punkter pd s& vil konturen P som cirklarne (@) (jfr § 15). Detta
behofver i allmanhet icke foranleda nigon tvetydighet, emedan variabeln
under integraltecknet alltid #r begrinsad att fixera punkter pa den kon-
tur, lings hvilken man integrerar.
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qvantitet, sa dr den motsvarande puuktintegralen = 0
(jfr § 7) och forsvinner derfér ur summan till hoger i (31).

24, Om vi i (31) antaga mod ¢(a) > 0, d. v. s. alla
rotferna. a,, a,, a, ete. till @(z) =0 enkla*, och om vi
lata ¢, med @ som medelpunkt beskrifva den o#dndligt
lilla cirkeln (), da

z=a+¢, och dz=igp,dw,

@ g -y f?}(m Do .

sa erhalles

¢ (2) g(a+9,)
1
eller for lim ¢ = 0, d3 vi iakttaga, att — 9% — =
¢ g pate.) platou)-9a)
Q0

= W’ och under antagande, att inom P finnes p stye- .

ken kritiska punkter Ay, Gy a_,, :

f(ﬂ) dz 274 5 /(@) ... (32
O Y R
25. Skulle det intriffa, att en rot b till ¢(z) =0

vore sadan, att ¢@(b) = ¢(b) =...= ¢ 1)=0, d.v.s. att

den s derivatan vore den férsta, som icke blefve 0, s

ega vi att forfara pa foljande sitt vid berikning af den

motsvarande punktintegralen. Endr ¢(z) antages synektisk

for hvarje punkt pa& och inom konturen P, inom hvilken

punkten b antages ligga, sa kunna vi sttta, enligt den Tay-
lorska serien

¢(z)=(z-—b)‘x(z) N =)

* Att @ dr en enkel rot till @(2) = 0 for mod ¢'(a) >t0 och det
for hvilken synektisk funktion ¢(2) som helst, inses omedelbart genom
att. utveckla ¢ (z) enligt Taylorska serien:

' MOEN (] +o—a) = & —a) { 9'(a) + 1_—5 ¢"'(a) + ete. f ,

der den senare parentesen i sista ledet omdjligen kan bli 0 for 2 =a.
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der

B CRREEL L) - aa

[ [‘H'l () [*290 ()retc..(),
och der saledes b under angifna vilkor dr en sfaldig rot
till @ (2) = 0, hvilken synektisk funktion ¢(2) 4n ma vara.

Med begagnande af likheterna (33) och (34) erhalles
pa grund af § 16:

® o -
f 1@ 4, (z{(?)fl;(z) - Lz-”i I;%g( ', L. (),

hv1lken likhet visar, att punktintegralen omkring den s-

faldiga rotpunkten b finnes genom att multiplicera %
med det resultat som fas, da i (s—1)* derivatan af gqvoten
9(2)
2(2)
Anm. Formeln (35) &r dfven giltig for s =1, d.v.s.

for b = enkel rot, dd vi lita |0 betyda 1 och en derivata
af ordnings nummern 0 betyda sjelfva funktionen [jfr (32)].

insittes b.

26. Genom att sammanfatta formlerna (32) och (35)
kunna vi saledes siitta foljande generela formel, da det
inom P gifves de enkla rétterna ¢, @,...a, och de mang-
faldiga rotterna b,, b,...5, till @(2) =

ff(z) =2m'§f(f)+2u,. . . (36),

der vi med g,, #,...4, uvtmirka de enhgt (35) funna
punktintegralerna omkring de mangfaldiga rotpunkterna b, ,
byo.oby.

27. Genom formeln (36) dro vi nu i tillfille att be-
rikna integralen lings en sluten kontur P af hvarje ut-
tryck, som later sitta sig under form af gvoten mellan tva
synektiska funktioner hvilka som helst. Af denna generela
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integrations metod framga foljande tvinne for integration
af reela funktioner sirdeles vigtiga specifikationer.

1°. Om vi lata konturen P utgéras af en halfcirkel
ZAzyZ (fig. 2) med medelpunkten 0 som origo och dia-
metern z,Z som grundrigtning, inneslutande de kritiska
puokterna a,, @,...a, och b, b,...b,, hvaraf de forra
dro enkla och de senare mangfaldiga rotter till ¢(2) =0

2/(2)

och om vi antaga qvoten ==~ nirma sig att bli 0, un~-

9(2)

der det mod ¢ ndrmar sig oo eller, kortligen uttryckt,

: zf(z) , '
hml o) - 0. .. .. . @37,

s& fas, da /* sittes = f/7** + /% och under iakttagande,
Zi;z,, TT

D ge =i [BD4o =0

9() / 9()

[enligt (3T)], foljande sdrdeles intressanta formel:

ff;(f))czz - 27”2f ’") —u,. .. (39

Anm. Man ligge nogsamt mirke till, att (38) giller
endast for s& vidt vilkoret (37) &r uppfyldt. I detta fall
ar nimnligen den del af integralkonturen, som svarar mot
den oiindligt stora halfcirkeln ZAz,, odndligt liten, di re-
sultatet till hoger i (38) maste vara = den del af inte-
gralkonturen, som svarar mot grundrigtningen z,0Z frin
—oo till + oo,

2°. Om vi i (36) sitta

att for z = 04 = ¢, #ir

z=E+1y
‘f—(-zl—A+zB - 39)
9(2) :

der séledes- A och B #ro reela funktioner af § och 7, sa
fas, enéir dz = d&+id7:
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f(z) dz —ffAd§~Bd )+ iffAd +BdE) . . . (40)

9% . ] U] £ ... (40).

der & och 1 &ro rdtvinkliga koordinater for punkter pa

konturen P och saledes #ro bundna vid hvarandra genom
konturens eqvation

YE, H=0 . . . . . . (4],
formedelst hvilken den ene variabeln med dess diflerential
later eliminera sig ur hogra ledet i (40), hvarvid integra-
tions grdnserna angifvas af konturen P. Sasom enklast
ega vi att anse det fall, da konturen P utgbres af en po-
lygon t. ex. en triangel eller rektangel, da vi lata (41)
successivt representera sidorna, hvarvid integreringen verk-
stalles lings hvarje sida sdrskildt mellan’ polygonens hérn- -
punkter som grénser.

Om vi ater i (36) lata z representera en cirkel med
origo i mededelpunkten och vi sitta

z =0, . dz = i9,dw
zzf(z),= X4iY e . (42),
96

der siledes X och Y #ro reela funktioner af w, si fas

ff() —fXdco+z'f2;'cZw..---(43):

hvilken formel anvisar ett ytterst enkelt sdtt att finna in-
tegralen af reela funktioner mellan grinserna 0 och 27.

28. Om vi i 6fverensstimmelse med § 9 ha att taga

integralen af en synektisk funktion J;%j mellan grdnserna
2, och z (fig. 3) utan att nirmare angifva den vig, lings
hvilken integrationen téinkes verkstild och hvilken derfor
kan vara hvilken som helst, sisom rita linien z,2z, kon-
turen z,4z etc., sa maste integralens resultat i allminhet
bli olika, allt efter den olika vdg lings hvilken man inte-
grerat, om det ndmnligen mellan de olika viigarne gifves

en eller flere kritiska punkter, Om vi derfor med w re-
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z

ﬂi)-dz,
Y 9()
tagen lings ndgon af de vigar, som leda frin z, till 2,
och om vidare u, utmérker samma integral, tagen lings en
bestamd vig t. ex. rita linien 2,2, hvilken senare integral
vi kunna anse sdsom den allminna integralens principal-
virde, sa kunna vi sitta i enlighet med (9), d& konturen
2, Pz, antages med ett eller flere hvarf omsluta de kriti-
ska punkterna @, a, etc. och da w tages lings vigen

presentera den allminna betydelsen af integralen

2, Pzyz:

u = é(f))dz =y, + 3282 . . . . (44),
der summationstecknet afser de sirskilda punktintegralerna
eller perioderna £,, R, etc., som hirflyta fran de inom
konturen z, Pz, befintliga kritiska punkter (jfr § 26), och
der x representerar ett helt positivt eller negativt tal, som
for hvarje sirskild period kan ha ett sirskildt virde. Be-
trakta vi ater z sisom en funktion af w, si kunna vi sitta

z=Fu)= Flu,+2Zx82) . . . . (4b),

da saledes z r en periodisk funktion af w, d. v. s. bibe-

haller identiskt samma virde, hvilken period grupp 3«8

vi #n behaga ligga till principalvdrdet w,. Vi kunna alltsé
uttala, fol;ande vigtiga och intressanta sats:

f(2) och @(2) dro synektiska for hvarje punkt pd

och inom en sluten komtur z, Pz,, inom hvilken rotpunkterna

ay, a, ete. till @(2) =0 lgga, ock om tillika quoten 5{%
z
dar synektisk for hvarje punkt pd vigen z,Pz,z, sd dr defi-

7@

nita integralen w af %)’ tagen fran 2z, tll 2, en kontinuer-

lig och mdngsvarig funktion af z, och z sjelf dr en periodisk
Junktion of u med ZxL som periocd, dd ndmnl. TxQ wui-
mdrker simman af punktintegralerna tnom 2z, Pe,, hvar och en
multiplicerad med ett godtyckligt helt pos. eller neg. tal x.
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Anm. Ensr konturen z, Pz, dr till sin form godtyck-
lig, sa utgéra de inom honom inneslutna kritiska punkter
ett godtyckligt antal af rotpunkterna «,, a, ete. till ¢(2)=0,
hvarfér de i periodsumman innehallna periodernas antal dr
‘godtyckligt men icke dfverstigande antalet olika rotter till
¢(2) = 0. Maximi-antalet olika perioder £2,, £, etc., som
kunna ingd i Zx 2, di de perioder, hvilkas argument icke
skilja sig p& mer an km (k=0, 1, 2 etc), betraktas sé-
som till betydelsen sammanfallande®, utgér den karakter,
efter hvilken man grupperar de periodiska funktionerna i
» enkelt periodiska», »dubbelt periodiska» och i allminhet i

dz

zZ
n-periodiska. Sa t. ex. om u = f —_—
2

T1° u,+ 322, der

20
de mot rétterna ¢ och —< svarande perioderna #ro respek-
tive # och —7, s& 4r z= Fly, + 27) [= tg (4, + x7)] en
enkelt periodisk funktion af principalvirdet u,; vidare om

Z .
edz :
u = — =% + %8, der den mot roten O svarande pe-

Zo

rioden &r 277, sa ir z = F,(u, + 2z 7w¢) likaledes en enkelt

z
fdz

periodisk funktion af w,; deremot om wu = f———
2(z—a)

. Zo
= u, + 22, der de mot rétterna 0 och a svarande perio-

. 2t 27 i e® I .
derna #ro resp. — " och . Sé ir for a = en

* Att perioder, hvilkas argument blott skilja sig pa kw, icke f&
betraktas sdsom karakteristiskb olika, framgar deraf, att, om deras resp.
u-faktorer 13 lampliga pos. eller neg. hela tals virden, sa kunna deras

multipler bringas till likhet. Saledes, em £ = %92 [» och g =hela
pos. el. neg. tal , sd #ro for # =g och x, =p periodmultiplerna
#,8, och x,92, lika; &r ater 2 = p2,, der p &r ett irrationelt tal och

o P p+l o
saledes rl <p <T [g ett mycket stort tal], sa giller for = = p

och #, == ¢ olikheten #,2, < %R, < (¢, +1)2,, da saledes » 2, ndir-
melsevis kan anses sammanfallande med =,%2,.
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komplex qvantitet z = F, ~en dub-

227 2x7mie®
Ny — + p

belt periodisk funktion af w,, o.s. v. De periodiska funk-
tionerna spela i den allménna funktions teorien en synner-
ligen vigtig rol. Vi nddgas dock lemna & sido deras nir-
mare belysning-sasom liggande utom planen for denna af-
handling.

29. En sidrdeles vacker tillimpning af féreg. formler
finna vi i foljande exempel. Enligt (32) fas, da inom 2
finnas p stycken kritiska punkter: o ‘

P

2" dz 2ni &F

= a;n-l—l,
.

4 1;\ n. 1>‘ —

1
der a, = 1, .1lg4 1y~ eller, da 1y, sittes =a, a,=1,.a"L

n n n n
Genom att sitta om™+! = y erhalles efter nagra enkla re-
duktioner:
’ d 2 1
Z"dz _ 2mi yP —
‘/.—;;_—1—;_".1%.1,..4.1%.7__1 ..... (46).

Af (46) framga foljande specifikationer, under anta-
gande att m + 1 <n.

1° Om p=mn, da y?=(e®"+t! =1, sa ar

: d
2"dz
f—zt‘—l—)\ = 0 . . . . . (47).

2°. Om n = jimnt tal och p = 1n, di 3 = (ai")"+1!

= (1,y»+1, sa dr
" d
2"dz
S -0
b) for m jimnt

a) fér m udda
P - )
fz'"dz_ _ _ 271 1 2
-1, an.L’ L;Hl',y—l'
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Om vi i.dessa likheter sitta 1= och n=2s, s
framgar enligt (38), endr for detta fall halfva antalet rot-
punkter ligga inom halfcirkeln:

[ndz mdz 1
L7 = dad h = [m jimnt].
w0 a]ch/+1 5w metl _["”a’mrf]

.-oo c® Sin

n
Om vi i (47) sdtta 2= g, [p = konst.], da enligt (42) :
izf(z) _ dleo)" 1 _ d(e)"*. e, — 12} :

9 ()1 ¢ —20"Cos(rw—A) +1 £
sa erhalles med stod af (43) :

2 ‘
fg" Sin (m—n + Do~ Sin {(m+Ho-2} . =
. 0¥ — 20" Cos (nw — 4) + 1 v =T

fg Cos(m n+1)w —Cos {(m+1)w— l;d _ 0.
02— 2¢" Cos (nw —4) + 1

0

Anm. For n = jimnt och m = udda tal repeteras
identiskt samma virden, di o gir friu = till 27, som da
o gir frdn O till 7, hvarfor de sist anforda formlerna &f-
ven gilla, d4 man 1 stillet for grinserna O och 27 sitta
granserna 0 och 7.

30. Om vi i (30) antaga F(z): alla inom konturen
P befintliga kritiska punkter utgdras af ¢, @,, a,, @, ete.,
s8 fas efter ofverflyttning af integralerna omkring a,, a,,
a, ete. foljande likhet

fﬁ’(z)(lz fF(z)dﬂ —-EfF(z)dz ... (48).

Denna likhet, sdsom tjenande till grund fér en stor
mingd sirdeles vigtiga utvecklingar, vilja vi egna en sir-
skild belysning. Om vi derfér lata de omkring q, @,, @,
etc. beskrifva cirklarne forenas med den omslutande kon-
turen P formedelst rita linier, sdsom fig. 4 antyder, sa ir
med stod af § 14 integralen lings (9, tagen i positiv led
= integralen lings den prickade linien p, tagen i samma
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led, hvilken senare integral, da p nidrmar sig att samman-
falla' med P och cirklarne (2) jimte deras foreningslinier
med P, sonderfaller i integralen ldngs P, tagen i positiv
led, + summan af integralerna lings (), tagna i negativ
led, + summan af integralerna lings féreningslinierna,
tagna i motsatt led, hvilken senare summa saledes &r 0;
men summan af integralerna lings cirklarne (), tagna i
megativ led, & = — summan af samma integraler, tagna i
posmv led, d& alltsa likheten (48) &r fu]lstandlgt belyst
sasom omedelbart hirledd ur § 14.

31. Om vi i (48) antaga
r - 39,

der sdledes F(z) 4r synektlsk for alla punkter pa och inom
P utom for de inom P befintliga punkterna a,, a,, a, etc.,
sa fas med stod af § 16:

P @ ‘
27 F () = t/-A%dz + Z‘/.?—_(%dz (49);

hvilken likhet alltsd. innebdr, att hvarje funktion F(F), som
dr synektisk for alla punkter pd och inom en sluten kontur
P wtom for de inom P befintliga punkterna a,, a,, a, ete.,

later uttrycka sig ¢ integralen af z—%(—zt) lings P + summan

8(2)

omkring a, , a,, a, etc.
— :

af punktintegralerna af

32. Sasom en sirdeles vacker tillimpning af (49)
framstdr fordelningen af ett rationelt brak i »partialbrak»:
Om vi i (49) sitta \

| =18

| 59 =30 |

der f(2) och Y(z) dro hela rationela polynom, det forra af
lagre gradtal &n det senare, och om vi lata P enligt § 27,
1° vara en o#ndligt stor cirkel med medelpunkten i origo
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~ och ‘siledes omslutande alla rétterna- till Y(z) = 0, hvilka
antagas enkle, sa fas enligt (32), da med stéd af (37)in-
tegralen lings P 4r 0, foljande vilbekanta likhet
. —n ) ar . . .
f(w) Z f( ) .. .. (50)’

Y@ Ze-a)yle) ' ,
der vi for att bringa formeln i &fverensstimmelse med det
vanliga beteckningssittet ersatt ¢ med z.

Gifves det ater utom de n enkla rétterna a,, a,...a,
tillika en s-faldig rot & till ¥(z) = 0, s& fas enligt (35),
da (o) sittes = (z —byy(z):

f@ fl)dz 2mg [’3 f(z) g("".
t—2)e=8yx@) ~ [s—1 (t—z)x(z)

Om vi sitta

f(2) _ h f(z)_g<)

= och ==
€ =2)x(2) x(= ( )
da foljaktligen
q(2) = u(t—2)
sa fas genom att r ganger derivera denna sista likhet
q"(2) + ru—b

¢(z) = uM .t —2)—rur—D eller ¥ = s

Genom att successivt gora » =1, 2,...(s—1) framgir
[ e CRN i ® , ¢®

[s=17[p=1G-8) " [s—2@-0F * @ty " (-0F

hvadan alltsa genom att infora z i stillet for ¢:

f@) 5" f@) g¢—1(b) g“—2(b)
Pa) ~ Ae—a)y(@) [s=1(@-8) " [s=2(@- by
t G Q(bb))‘ _ (jfb;)), e (BD),

der vi ha att tillfoga en analog termfdljd for hvarje mang-
faldig rot, som ytterligare tillkommer ¥ (z) =
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33. Om vii (49) antaga P vara en med a som me-
delpunkt beskrifven cirkel (fig. 5), som innesluter punk-
ten ¢ samt tillika F(z)* kritiska punkter a,, a,... %, sa
kunna vi i ofverensstimmelse med § 21 sitta, da t=a+h:

%(z)dz %(z)dz Y %{,'(3)512’ +

R(a+h) = an

z—a ] - ay (2—ay@ "
o ¥ !
§ar ), o, LT [Bds
+ I oo ¥t +R+2ni%__1 a+2¢—z"(52)’

der resttermen R har en med (26) fullt analog form.

Om vi i (52) sitta 2—a = g,, da saledes g, ar cir-
keln P: radie, sd bevisas i full enlighet med § 20, att
termerna i (52) bilda en komvergent serie och att limes -
for resttermen enligt (26) dr 0, da serien tinkes utstrickt
i odndlighet; den sista termen ater, som utgdr summan
af punktintegralerna omkring de inom P befintliga kri-
tiska punkterna a,, @,...q, r att betrakta som en fyll-
nadsterm till den konvergerande serien, som tillsammans

. med henne gor (52) till en identitet. Vi kunna alltsa ut-

tala foljande utomordentligt vigtiga sats.

Om F(2) dr synektisk for alla punkter pd och inom en
cirkel P utom for de inom P befintliga kritiska punkterna ay,
Gy +-. @y, och om a dr cirkelns medelpunkt och a + h en punkt
inom cirkeln, sd liter F(a+ k) wtveckla sig ¢ en konvergent
serie efter stigande digniteter af h med koefficienter, som ut-
tryckas i definita integraler, tagna lings cirkeln, och med en

Sfylinadsterm, som utgor —2%; x summan of punktintegraler

omkring de kritiska punkterna a,, as...ap.

* Vi nodgas hir af typografiska skil utesluta den lilla cirkel, som
borde omge det indicerade a, for att antyda punktintegralen. Vi
behofva namnligen hir och i de foljande formlerna for tydlighetens
skull vid summationstecknet. angifva, till Awilke kritiska punkter sum-
mationen af punktintegralerna stricker sig, hvarfor vi, da en indicerad
kitisk punkt befinner sig pd den tfre integrationsgrinsens plats, under-
forsta, att integralen &r tagen lings den oindligt lilla cirkel, som tin-
kes omge den kritiska punkten.
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Denna sats, sdsom utgorande en- fullt uttémmande ge-
neralisering af »Taylors teorem», torde limpligen ‘kunna
“kallas det Taylorska teoremets supplementsats. Cirkeln P
bendmna vi dfven hér konvergenscirkel, hvilken visendtligen
skiljer sig fran den Cauchyska konvergenscirkeln (jfr § 20),
ity att, da denne wuteshuter alla kritiska punkter, kan den
forre inneshita sadana till ett obegrinsadt antal.

Anm. Da man besinnar den Taylorska seriens utom-
ordentligt stora vigt och betydelse, oaktadt hon med sina
derivat-koefficienter #r inskridnkt inom ett sirdeles trangt
konvergensomrade (jfr § 20), hvarigenom alla funktioner
utom detta omrade lemnas sasom outveckelbara, sa kan man
litt gora sig en forestillning om den stora och betydelse-
fulla rol, som denna supplementseric med sina generela
koefficienter, sin fyllnadsterm och sin vidstrickta konver-
genscirkel dr egnad att spela i nya matematiska utveck-
lingar.

_ 34. Med stod af (30) kunna vi uttrycka koefﬁclen-
terna i (52) pa tolJande sitt, da vi sitta a = a,:

| 0 (ao+]2') =

srz_:p ‘Z";(z)dz hz %(z)dz 7522, ‘(‘S(z)dz

itz o—a, (= a,) C=ry:

1w [ B

2mi_ Y/ ay+h—

hvarigenom vi saledes -funnit, att derivat-koefficienterna i
den Taylorska serien éro hir ersatta af summor af punkt-
integraler omkring §(¢)? inom konvergenscirkeln beligna
kritiska punkter a,, a,...q, ifvensom omkring samma cir-
kels medelpunkt «,. '

Anm. Om vi ur koefficienterna i (53) afsondra alla
punktintegralerna omkring a@,, hvilka, dividerade med 2774,

dro af formen %(do), F_(ﬁ:_) & (a,) etc. [jfr (35)], d. v. s.

12

koefficienter i den Taylorska serien, sa visar sig den egen-

. (63),
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domliga foreteelsen, att for o, + A fixerande en punkt utom
den Cauchyska konvergenscirkeln (jfr § 20) &r den konver-
genta serien (b3) = algebraiska .summan af tvd serier,
hvilka, endir den ena (den Taylorska). med nddvéndighet
ir divergent, begge maste vara divergenta, + en fyllnads-
term, hvilken i allmiénhet bestar af ett begrinsadt antal
termer. Den Taylorska seriens divergens kompenseras da
af den andra divergenta serien (kompensationsserién), hvil-
ken ater for a, + % fixerande en punkt znom den Cauchy-
ska konvergens cirkeln maste utga mot fyllnadstermen, eme-
dan den Taylorska serien da &r ensam identiskt lika med
&(a, +2). Vi blifva snart i tillfille att med exempel nir-
mare belysa denna foreteelse.

35. Om vi i (53) sitta

der f(z) och y(s) antagas synektiska for hvarje punkt pa
och inom konvergenscirkeln och der saledes @,, a,...%, dro
rotter till w(z) = 0, s& erhalles, da vi siitta a, _0 och
% =, foljande mot den Mac Laurinska serign svarande
formel:

S _ 1 / rdz, S [fF@ds L f(ﬁ)dz
Y(@) 2772350 ) " /:1#(2) 2 Sy f

r=0

)z
i @-age O
hvilken identitet uttalas pa folJallde sitt:
Om f(z) och Y(e) dro synektiska for hvarje punkt pd
och inom en med origo som medelpunkt beskrifven cirkel P,

dnom hoilken rotterna ay, @y ...ap, Gl Y(&) = 0 ligga, och
om x representerar en punkt z'nom'derma cirkel; sd later quo-

f(2)

ten I(@) utveckla szg T en kom;ergent serie efter stigande

dzgmtetev af x med koefﬁczentea', som uttryckas © summor af

\
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punktintegraler omkring 0, ai, a,...ap, och med en Fyll-
Y | o

nadsterm, som wtgor T X Summan af punktintegraler om-

kring ay, @, ...ap .

36. Berdkningen af de sidrskilda punktintegralerna
omkring 0, @, a,...a, sker enligt formeln (32) eller (35),
allteftersom den kritiska punkten representeras af en enkel
eller mangfaldig rot till en nimnare under integralmirket
satt = 0. Om vi kalla en sddan nimnpare @(¢) och vi an-
taga b vara en s-faldig rot till ¢(z) = 0, s& kunna vi pa
folj. sdtt underlitta den annars ritt besvirliga berdknin-
gen af punktintegraler omkring mangtaldlga rotter. Vi
sitta ndmnligen enligt (33)

9 =(-0rx(e)=Cxl) « . . . (5H),
da enligt (35)

f(z)dz _ 2w [(f)eD 2w
9@ Ls;_l gx(z)g -1

der = representerar braket ‘bragt till sin enklaste

p

form.

a f(z) z(s—n (56),

¢
@(2)’

Ifall x(¢) &r en for oss bekant funktion, sa siitta vi

f(()) eller f(2)=wux(s). . . . (57)

samt derivera » ganger & Omse sidor, da vi fa féljande
symboliskt tecknade resultat

SO@) = furyg@}® . . . . . (58),

hvarar /zl;(’—’) kan beriknas genom att snccessivt gora
r=1, 2 ete '

Ar deremot () endast gifven under form af en odnd-
lig serie [jfr (34)], sa siitta vi i (56)

=Ef.gi) eller af(s) = uf . . . (59),

L e i
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da vi genom att derivera r ginger erhdlla
ferf@I0 = futBi® . . . . (60),

3
hvarur likaledes /u®—D kan beriknas genom att succes-
sivt géra ¢ =1, 2 etc.

37. Om vi enligt (30) ersitta koefficienterna till a,
z® etc. i (54) med motsvarande integraler lings konver-
genscirkeln P, hvilken enligt antagande innesluter de kri-
tiska punkterna 0, @, a,.. .ap, s& kan serien skrifvas

f@ 1% f(z)dﬁ ) as f<~>dz
) 2m3§ PrT eI s I A e ad §
7 [ i .

rEr e RERRE (61).

Genom att i koefficienten till 2* sitta z = g., da folj-
aktligen dz = 7p.dw, erhalles

e i [ fedo

#Hye) " ey Qv

hvilken identitet visar, att om

zZ==0w

lim/f(z) N

@ e ®
och det for hvilket viirde som helst pa z, sa #r for s=1,
2, 3 ete. (jfr § 7)

P

@iz _ o

Y

d. v. s, koefficienterna till &, 2® ete. forsvinnande for P =
en oindligt stor cirkel. Var serie kan siledes sittas un-
der foljande form:

lim

(a,.

S 1§ j(z)clz N 1 Tz—p flz)dz .. (63),

Y@ 2ai J y(e) (-2 y()




50 A¥D. 1L DEFINITA "INTEGRALER:-A¥. ETC.

-da vi alltsd kunna uttala foljande sats:

— z s
Om for z = co limes for quoten IQ dr 0 och det
’ 2Y(2)
for hvilket virde som helst pd z, sd forsvinna for en odndligt
stor konvergenscirkel alla termerna i serien (54) utom forsta

termen och fyllnadstermen.

Anm. Skulle det intriffa, att vilkoret (62) icke upp- |

" fylles, sa ega vi att se till, for hvilket minsta virde pa s

P

lim / /() = 0, da koefficienterna till 2%, as+1 etc. for-

EoR ot
svinna. I stdllet for (63) erhalla vi da en serie, som utom
forsta termen och fyllnadstermen innehalla termer, ordnade

efter stigande digniteter af # t. o. m. den (s—1)=.

38. Om forsta termen inom parentesen i (54) enligt
(30) sittes under formen
P b2
f@dz _ . f fle)do
2@ " i)

och vi antaga

s »udda » funktion . .. . (64),
¥ (2)
sa repeteras vid integrationen identiskt samma virden ehuru
af motsatta tecken mellan grinserna 0 och zr som mellan
grinserna 7 och 27, hvarfér denna forsta term forsvinner,
Om da tillika vilkoret (62) &r uppfyldt, s& far formeln
(63) foljande enkla utseende:

Gy

f@ _ 157 [ fle)dz (65)

Y (z) 2rni,_ V(2 -2)Y(2) ’
der siledes serien (54) dr inskrinkt till fyllnadstermen
ensani.

Anm. Sasom ritt anmirkningsvirdt framgir, att man
med Cauchys residu-kalkyl varit i tillfille att utveckla
funktioner i serie efter formler analoga med (63) och (65)
[jfr Briot et Bouquet, Fonctions doublement périodiques,

ln
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pag. 123], saledes for en konvergens cirkel, som innesluter
ett obegrdnsadé antal kritiska punkter, utan att sitta i fraga
méjligheten af funktioners utveckling i serie efter hafvud-
formeln (52), d. v. s. »efter stigande digniteter af varia-
beln» for en konvergens cirkel, som innesluter ett begrdn-
sadt antal kritiska punkter. I sjelfva verket har hufvud-
formeln legat alltfor ndra till hands for att bli forbisedd;
uraktlatenheten att framstilla och anvinda den torde finna
sin naturliga forklaring i residu-kalkylens outvecklade skick
(jfr Bertrand, Calc. Diff., pag. 447) och i svarigheten att
anvénda dess oviga beteckningssitt vid berdkning af inte-
graler omkring kritiska punkter, synnerligen omkring sa-
dana, hvilka representeras af mangfaldiga rotter.

39. Vi gi nu att med nigra exempel belysa de i
foreg. §§ utvecklade formler. Ofverallt i dessa exempel ut-
méirka vi med ¢ konvergens cirkelns radie samt med & ett
litet positivt talvirde, som kan vara det minsta mdjliga
vi nagonsin .behaga uppge. T nagra figurer utmérka vi den
for tilltdllet anvinda konvergens cirkeln med en fulldra-
gen linie, den Cauchyska konvergens cirkeln med en pric-
kad linie samt de kritiska punkterna med sma kors.

Ez. 1. flo)y=1, y)=2a*+a-2 = (z+2)(x-1),
da rotterna till (@) =0 4ro 1 och —2. Om vi antaga
konvergens cirkelns radie ¢ =2-—¢ (]fr fig. b), sa har

gvoten

*("“)

blott en enda kritisk punkt inom honom,
ndmal. ¢ = 1, d& siledes enllgt (54):

11 f ds dz / /
Pes-d 37?5‘ 9 w o) w<z)
clz / / . dz

e RIS Ry e et

Enligt (56) erhalles for berikning af punktintegra-
lerna omkring 0 (origo):
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_L/Ez__ - ——1—/0 Lgezp 1 0 s
2ri) #Y(z) [s—1] we)) [s—1 Y ?
enligt (57) och (58) framgar, enir /Zb = -2, /cjb':l |
och /{’p =2 '
° 01 : 0 .___1
Iu = /ZU— =1 och /31&“’1{! + %.u(’"l).lp'+ 7'—17‘——2— u<"'2>tp"€ =0, i
hvaraf fis foljande bestdmningar: :
[ S ST TR
Vidare &dr enligt (32) :
L fe 1,
2ni ) @Yz | Fyle)

Slutligen &r fyllnadstermen

L/ d: 1
2ni) (z—2)Y(z) 3(@-1)°

d4 alltsa var serieutveckling blir:
X 1___—(_14_ }_)+m(_l+_l_>+w2(_ _3,.1,l>
2vz-2 \ 2 3 473 4273

+x3<_.£+1)+x4(_£+1>+ + 1 ;
8373 q473) Tt se s

eller enklare utford:

b5
2rz-2 63 2 \2 2 2 3e-1)"

Anm. Detta exempel, ehuru af foga praktiskt in-
tresse, visar i enklaste matto sittet att berikna en series

koefficienter och fyllnadsterm. For 2 >z =1 .4r var kon-
vergenta serie = algebraiska summan af de tva divergentu

serierna
0

0: OH
Ay B
lu+.’cll +”clL2_+§ och

ltz+a+...],

oo m
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af hvilka fér @ < 1 den férra dr den konvergenta Mac Lau-

rinska serien och dem senare = — 3@-1) ! ) (jfr § 34 anm ).
Gores konvergens cirkelns radie ¢ > 2, sa blir formeln (50)
tillimplig och saledes serien inskrénkt till fyllnadstermen

ensam (= summan af »partialbraken»).

Ez. 2. fle)=1, y(x)=e*+1, da rotterna till
W(a) = 0 representeras af =(2x—1)zwi [x=1, 2, 3 ete.].
Vi specificera detta exempel efter konvergens cirkelns stor-
lek i féljande tva moment.

a) ¢=3mw—e¢. I detta fall har qvoten —— inom

(w)
. R . a ,
konvergens cirkeln ¢wd kritiska punkter, némnl. ‘% = * ¢

a2
[jfr fig. 6], da alltsa enligt (54):

¢ +1 /w(z 2‘:‘ Lw BN / @) /
L g ]
W) Yo 2, o)

Enligt (56) fas for berakmng af punktmtegra.lerna om-

kring 0: _
__I_fo dz _ 1 § 1 gezv 1 o(s'_n.
2zid 2Y(z)  [s—1](Y(2) - [s—1 " ’

enligt (57) och (58) fas, endir /U =2, /= /Y'=...=1

0 [}
1 -1 ,
w=[|—=1=% och 3214“‘”7 Dy DD D gl
4 2

]

:0’

hvaraf framga foljande bestdmningar:
o, 1 y Om 3 o 1 0 17
/u =-7=-4,, /“ =_:A2v /uv="?=’A3’ /uvu=ﬁ:‘4u
0" 0 0r
/u“—--=-A5 ete.®, samt /u=/u“’=/u“:...=0.

* Dessa tal 4,, 4,, 4, etc, hvilka, som vi skola se, #ro nira
besligtade med de «Bernulliska-talen, ega i likhet med dessa &tskil-
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Vidare ar enligt (32)

“r

r=—2 r—2
1 1 I
= e T S

2’” Z“l/f(z) 1 (@)Y (@) Eny ~ (—iny
hvilken summa dr 0 for s = udda tal, men — (TZ’); for s
7T
= jémnt tal.
Slutligen &r fyllnadstermen
’Z‘ 2 dz *Z=2 1 2

iV @=L a)pla) T T wteat
Var serieutveckling blir alltsa: '

1, 4, 2 4, 2 4y 2
o e = R = R e
4 2 ' 2a

A4y 20 2z

+m(l_7 nsg x4+ m?

. 1 . .
Anm. Utvecklingen af —op Len konvergent serie
e

efter stigande digniteter af & har forut varit mdjlig endast

liga intressanta egenskaper, hvilka vi icke kunna underlita att papeka.
Saledes, om vi sitta

i

+e’

p(r)=1—ez + 622 — (32 +4.., + ez = o

der 4 = 1+e@n+Dz och saledes /J =2, /J' =2n+1, /d” (@n+1)2,

/ 40 == (2n + 1y, s& fas i ofverensstimmelse med (58):
0

p(0) = /

eller, som #r detsamma:

un S +r . ouer-Dg 4+ T ?[;1 Ur-24" . ru'dr-1) 4 uzi(r)g

0

“1r g 2r-8r 4L g (@) =/32u(r)+1u(r-l) .(2n+ 1)+7 -1 gre). (2n+1)2+.,

+rw'@n + 1)yr—1+u. (20 + 1)"2 s

(4] 0
der vi ha att infora de funna virdena pd Ju, /o, /1;“ ete. Formedelst
denna formel kunna vi-saledes summera de konsekutiva talens 7t digni-
teter, forenade genom alternerande tecken.
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for @ < m; den hir gjorda utvecklingen deremot giller for
3n >z >0. Det & nu mojligt att efter behag utvidga
konvergens cirkeln, blott vi iakttaga, att for hvarje nytt
par af kritiska punkter [+ 3ms, =+ Bmi ete.], hvilka inne-
slutas imom honom, en summering af motsvarande punkt-
integraler verkstdlles savil i de successiva koefficienterna
som i fyllnadstermen.

b) o = 2km, der k &r ett mycket stort helt pos. tal.
Inom konvergens cirkeln finnas nu de kritiska punktparen’
“) - s, -“ﬂg = +3mi, “”“‘% = +(k—1mi. Enir i
a, 4 Aoy
ofverensstimmelse med (62) for en oindligt stor konvergens
cirkel

z—:()

. 1
lim /Z gz:»—l)— =0
sa fas enligt (63):

1 ‘__1_;/' =g r2lcad~
e +1  2md w(z) 2 gb(z)s 27”Z z—2)P(2)

eller efter utford beraknmg af punktmtegralerna:

T Rt P S S !
Frl ® 2 rnt | 2t (@) "'w'~’+§(21c——1)7r}2€’

hvilken identitet saledes &r sann for hvilka #ndliga virden
som helst pa z.

Anm. Den for konvergens cirkeln ¢ = 2km forsvin-

N

nande koefficienten till 2*—! [s = jamnt tal] &r af formen

b s 5 g -0,

hvaraf framgar foljande sirdeles anmérkningsvirda relation:

swdy o, 1 1 1
2(s % B TU(@k-1y
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eller for s = 2n:

7_)'_7[_2'141 =14+ .L + _l__ + .___]_ . {
R R A 7

hvarur A4, (synnerligen fér hog index) med litthet ldter
berikna sig. -

Ex. 3. fla)=1, yp(x)=e*-1, da rétterna till y(2)=
represenseras af =2x7mi [x =0, 1, 2 etc]. Vi sdrskilja
detta exempel i f5ljande tva moment.

1 .
a) ¢ =4mw—e. I detta fall har qvoten W) tre kri-

tiska punkter inom konvergens cirkeln, ndmnligen a, = 0,

22 = + 275 (jir fig. 7), da alltsi enligt (54):
1__1_f S Sl frae B [l
e-1 2mD 2*%(2) Z 5 @; @) 2‘ “/J(z)

+at f ) r—sf “w() *2:mr§3f GT(Z)W)

Enligt (56) fas fér berdkning af punktintegralerna om-
kring O :

1 4. R R
z‘ﬂfzsmzf[gl?w@g - Ls_—,ll"( ;

enligt (57) och (58) fas, enir /:,U =0, /?p=/§u= =1

[1] 1] V]

[ 35 4

och ) ;,*

1]

p.r—1 ,
/gru('—l) + T T S X T ui =0,

hvaraf framga foljande bestimningar:
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'L(;"—‘—%’ /u“ Bx,/'l‘[v:"‘aLo=—B2’ /;“Cﬁ'—B“
/,;vm = - =B, /z(:‘ &% =B, ete. * samt /(; /loz"

Vidare fas enligt (32)

I AR I N U O W
2me 2 Y(z) ‘r‘:e(ar)’gb'(ar) (2mdy  (—2m2r)’

. 2
hvilken summa #r 0 for s = udda tal, men ——= for s
(2n iy

= jamnt tal,
Slutli’gen ir fyllnadstermen

Ty
r=—=3 dz r\‘:3 1 1 2‘”

Y e e Rl e e R

Var serieutveckling blir alltsa:

i

-1 [2 (2n)’§ |4 (27)* LG (2m)%y ™
. 1 . 2z
z 2+ (2m)*
* Dessa tal, B,, B,, B, etc. kallas de Bernulliska talen och forete

foljande markvirdiga egenskaper (jfr Bertrand, Cale. Diff., pag. 849).
Om vi sitta
4 ud

eze—1 g’

plr)=1+er+e224,.. + em—DT =

0 0
der 4 == emz -1 och siledes (4 =0, /4 = m, /2" == m2 .../2(") =mr,
sa fis enligt (58) genom att (r + 1) ginger derivera likheten z¢ () = u 4
0

r r—1
pM(0) = 314,(7')4‘ + Fu(r-—l)d“ + ——[~3_ ur—=4" 4., f

eller, som #r detsamma:
0 —
Ir42ry8rt. (-1 =m / 2u(’)+ B w0 ma lg u("-z) m2+ ete. s

der vi ha att infora de funna virdena pa /3, /w‘, /u.“ etc. Formedelst
denna formel finna vi siledes summan af de konsekutiva talens 7% digni-
teter.

&*
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l 7= F(z), sa kan F(x) ut-

vecklas efter. den Mac Laurinska serien for x < 27 (jfr
Bertrand, Cale. Diff., pag. 306). Foér z= 2 har utveck-

Anm. Om vi sitta .
é

~ 1 i en konvergent serie efter stigande digni-
e —_—

teter af 2 ansetts omdjlig (jfr Bertrand, Cale. Diff., pag.
421). Vi se nu, att en sadan utveckling &r mdjlig och
utforbar for en efter behag vald konvergens cirkel, under
iakttagande att for hvarje nytt inom cirkeln intridande
kritiskt punktpar [+4m¢, +677 etc.] en summering af mot-
svarande punktintegraler verkstilles i koefficienterna och
fyllnadstermen, ‘

b) o = (2k+1)m, der k dr ett mycket stort helt pos. tal.
Inom konvergens cirkeln ha vi nu de kritiska punkterna

lingen af

o =0, 2! = +om “42 = sdmi,. o ok,
ay Qg Qo 11
Enir enligt (62) for en oiindligt stor konvergens cirkel
i [y =0

sa fas enligt (63):

0

1 1 E/dz 'i%u/‘éz
L) 3 e
e® -1  2ni(/ 2% (2) 2P (2)

r=2 *

1 "‘32"*1/ s
+ o —_—
24, v (2-2)P(2)

eller efter utford bersikning af punktiutegralefna:

1 ~-—i+1+2x2 1 + 1 +. ——l—
R B 2+ (2m)? T 2+ (dn)? T 2t 2k

hvilken identitet saledes &r sann fér hvilka #ndliga virden
som helst pa =.

Anm. Den for konvergens cirkeln ¢ =.(2k+ 1)z forsvin-
‘nande koefficienten till a#*—1 [s = jdmnt tal] har formen

1 dz r=ﬁ2k+1fardz
27:7'3 Pt E 2 1/1(z’)§ =0

=2
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hvaraf framgar foljande sirdeles anméirkningsviirda relation:

N W S i L

2" T T2 T & T 6 T (2ky
eller fér s = 2n [jfr Bertrand, Calc, Diff., pag, 421]:

2%, gan 1 1 1

@— B"“1+ﬁ+§27+"'/?27'

Genom jamforelse med det i forra ex. funna vérdet pa

A, erhalles féljande enkla relation mellan talen A4,, 4,
etc. och de Bernulliska talen B,, B, etc.:

2nAn = B, {2~ 1}.

Ez. 4. fle)=1, y(x)= Cos z, da rétterna till Y(z)=
represenseras af =(x+ )7 [x =0, 1, 2 ete.]. Vi sirskilja
foljande tvd moment.

. 1
a = 27 —¢. For detta fall har qvoten —— fyra kri-
) e=1 q ola) e kit

1

tiska punkter inom konvergens cirkeln, nimnl. Z‘ =+ 277,
2
Zﬁ = +2m (jfr fig. 8), d& alltsé enligt (54):

’ r=4
Co‘lsT%er z_zi(z‘f’?.‘;\ zwz) f ) f 2 Cf/;(z)

+ 2° f zp(z) —4f + 2nz§‘4 (;—;'Sw(?)

Enligt (56) ha vi for berikning af punktintegralerna
omkring 0:

_1;__‘/.0 dz _ 1 2 1
enligﬁ (57) och (58) fas, endr for x =0, 1, 2 etc. /:p@")
= (=1)*-och /:/;(2;:-1—1) =0:

=1 ¢

.

= 1 =
Ls -1
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o . o 0 . —_— —n s
' 1 I r.p-1 ro-1..97-3 :
u=[—=1 och zu(’)-— — D Sy E=O,
/ / 7 , [2 |4
hvaraf framga foljande bestdimningar:
/1 =1=0¢, /u“’ =b=0,, /u =59 =C,, /uv‘"-— 1329 = C,,

/u‘ = 48421 = C, etc. samt /u' = /u"' = /u" =...=0.
Vidare dr enligt (32)

“r

Z “1#(2) :i 1(ar)“'i'(ar) 3(—37)‘ (-—1”)’ <1l )‘_é- ;ﬂ))g

. . 2
hvilken summa é&r 0 for s = jimnt tal, men -3 _ 2 E

Gy (Gny

for s = udda tal.

Slutligen &r fyllnadstermen }

1 r:4/ardz = po 3
swi2 J @9 " 2 aga) " (et Gy

r=1 a7t

Var serieutveckling blir alltsa:

el LR ROt R
Cos @ =73 2 "G T Gy ;
+w“3%-——3——+~2—2+;..+ i -

4 Gn)° Gn) Gn)-2*  (3n)-a? ‘4

Anm. Denna serie med sin stora konvergens cirkel
¢ = 27— & har foretridesvis sitt intresse for den hyperbo-
liske sekanten, hvilken erhalles genom att siitta « = 7§, da

1 _ 1 — 2 _31_£+£€_E2Q_ 2 +_2
CrE™ Cosit JFipt | iIn Iy " (]2 (Enp Ga?)
563 2 2 %_ N T 3 ;
4 Gy TGRS T T G G ;

b) o =km, der k #r ett sdrdeles stort helt pos. tal.

N

Inom konvergens cirkeln finnas nu de kritiska punktparen
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&

= + Enidr 1

1.
JE—
==3 7T,

wofe

o oo @D
a, a, 17

ofverensstimmelse med (62) for en oidndligt stor konver-
gens cirkel :

z:?l
lim | - =0
l IzCo.sz
sa blir enligt (63) serien inskrinkt till endast forsta ter-
men och fyllnadstermen. Om vi inféra tmw+{= 2= g,,

da { for en o#ndligt stor konvergens cirkel P kan anses
sammanfalla med o, [jfr fig. 8], hvaraf d{=4¢{dw och

lim -,i—‘, = 1, s& kan forsta termen sittas under formen

2

P P big
f_df’._»_ _/‘_____.W e [ 8o
2Cosz Ex+gSinc %/ Sing

och foljaktligen enligt (64) anses sasom forsvinnande. Vi
kunna alltsd enligt (65) sitta

1 13:‘”‘]‘ dz WM 1
Cosz 2mi~ (#—2)Cosz o, (z—a,)Sina,

eller efter en enkel reduktion af termerna

L. 1 3 5 (-1y@k-1)
o5 = "l G G (z—l}lﬂ)xs

Anm. 1. Genom att sitta & =¢& fa vi foljande for
en oéndligt stor konvergens cirkel gillande serie:
1 1 3 b
one ™ "l G e
Anm. 2. Den for konvergens cirkeln ¢ = k7 férsvin-
nande koefficienten till 2* [s = jimnt tal] har formen

etc.g ‘

o

S e T
21 #F1Cosz = o/ FFiCoszl "'

r=1
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hvaraf framgdr féljande anmérkningsvirda relation:

et G g 11 _
234-2Lf - 3s+1 + Bs+1 e (Zk—l)“H
eller for s = 2n [jfr Bertrand, Cale. Diff., pag. 423]:
ar+l G, 1 1
_~22n+2[2_n_ =1 - 371 + SIS ete. ,

hvilken formel ar giltig dfven for » = 0, da vi lata ¢, &f-
vensom [0 betyda 1. Vi kunna nu med létthet berdkna Cy
for huru hogt virde som helst pa n.

Ez. 5. f(z)=1, Y(x)=Sin ez, di rotterna till Y(z)=0
representeras af =xmw [x =0, 1, 2 ete.]. Vi sérskilja fol-
jande tvd moment.

@) ¢ =3m—e¢, di qvoten El— har jfem kritiska

()

3 . .. a
punkter inom konvergens cirkeln, ndmnl. a;, = 0, a2$ =+,
3
a’A

a5

__l____l_[%/c%z +¢=5/:c§z +m$/ldz +'f5‘/£_
Sine 27/ 22(e) 2T 2y(2) (/' 22x(2) 2*Y(2)

= +2m, da alltsa enligt (54):

+ z*

Enligt (56) ar

[ 0 0
J_f L L
274 2x(z) [s—1 i)y [s—1 ’

enligt (57) och (58) fas, endr for x = 0, 1, 2 ete. /;’/1(2”) =0
och /uex+1 = (~ 1y

& 5 /_fiz_ RRCY A
/sz% zwz)%*"']*zm'z (@29
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hvaraf fas foljande bestdimningar:
/0 =%+=0D, /u“-————D“ /u“-?'«— etc. samt
/u = /u = /u" =...=0.— Vidare fis enligt (32):
1=

v
27:"1

‘a
5/dz _'\75_"7 11 1 L, 11
29 " 2wy yla)” T w  Cay  @ay (ay
hvilken summa #r O for s = udda tal men = — ~—+——2——
S (271‘)‘
for s = jamnt tal.
Slutligen blir fyllnadstermen

__]_1.\-:‘:5/ ” df__,u ~T§5 1 _1+ 2z __2L
P e 171 Rl Fn T R R el

r—1

Var serieutveckling blir alltsd:
___1___ = w?& — E + __2_g + 23 S& —_ _2_ + _2__
Sinz ~ "([2 = (2n)? (4 = @)
D, 2 . 2 . +1 N 2z 22
e %E LN 7 B wi-n?  (2m)—a
Anm. Denna serie med sin vidstrickta konvergens
cirkel ¢ = 37w — & har sitt fornimsta intresse for den hyper-
boliske kosekanten, hvilken fas genom att sitta @ = ¢&, da
AN R LI Y3
ShE  Sindk g 2 =* (2m)
D, 2 2 1 2§ 28
3) 2 L & R G = - P
+E EE P (27t)‘€ ote. + E onteg +(27t)’+‘g"
b) o=(k+3)m, der k dr ett mycket stort helt pos.
tal. Inom konvergens cirkeln ha vi de kritiska punkterna

a, Aoz

a, =0, % ==*27,.. 2=4=lc7t. For en

3 (428 a2k+1§
ofindligt stor konvergens cirkel dr formeln (65) tillamplig,
da alltsa :

= :!-7'[,

)

11 ’=2"+f " s
Sinz ~ 27 (@—z)8inz

2k+i 1

£l

M\

L (—.r_~a,) Cos a,
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eller efter en enkel reduktion af termerna :
11 1 1 1 (-1 %

Snz z ‘”37?5172“(2”5)2—302*(37;)2—«{2"" (krn)i—a®y’
Anm. 1. Genom att sitta x =< fa vi foljande for

en oidndligt stor konvergens cirkel gillande serie:

1 1 . 1 1 I
=-—~2§3—;—z“ o E T 3

ShE & wr+ 5 2a)+E (3m)*+§

- Anm. 2. Den for konvergens cirkeln ¢ = (k+)m for-

svinnande koefficienten till 25— [s = jimnt tal] har formen

r=2kt1 o
_Lgf_dz_ £ f_d_zg —o0,
274 2rly(z) L, 2 P{z)

hvaraf framgar féljande relation:

— etc.g .

wly 1t 1 - (1)

2[5 a 23 3¢ gs " ks
eller for s = 2n:

D, 11 1

2(2n Tom tym T gm T O

Genom jamforelse med de i ex. 2 och 3 gifna bestdm-
ningar pa A, och B, erhalles
B, + D, = 2u4,

eller
D, = B, {2 -2},

Ur denna formel aterfinna vi de ofvan beriknade vir-
dena pa D,, D,, D, samt D, = &, D, = 2%35 etc.

Ez 6. f(x)=Sinz, yY(x) = Cosz, da de kritiska
punkterna dro desamma som i ex. 4.

a) ¢ =3m—e. Ienlighet med vara foregaende exem-
pel finna vi:

tga = wgz—gi - (g;)“z% * ‘”33% —(-%—%”’2

L A AT
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Anm. Den hyperboliska tangenten fas genom att
sitta @ = ¢&, da

tgis  of-et (2F 2
Thi = £25 078 o 53__: _ __q%
i et 2 (Gn)r
4F, 2 9%
3 __2 T ) )
+ & 3 4 (%”)42 + ete. + T e

b) o =km, der k #r ett mycket stort helt pos. tal.
Formeln (65) ir nu tillimplig, da
1 1 1
(zn)z el e ve e SRSV I —;i
(-—2——7:) -z

tga =

Anm. 1. For « =& fa vi foljande uttryck for tang.

hyp.:
1 1

Gay+e " Gay+ 8
Anm. 2. 1 enlighet med foreg. ex. mom. b) anm. 2
fas for bestimmandet af E, foljande relation
E, =2", 4,,
hvaraf framgar (jfr ex. 2):
E =1, E =2, E =16, E, =272 etc.
Ez. 7. f(z) = Cos 2, Q,U(x) = Sina, da de kritiska
punkterna &ro desamma som i ex. b. ‘
a) ¢=2m—¢. Vi finna i likhet med forut:
_ (2 _Fy_ 42 _F)_ 42 R
GOtgw—.Z;;i-'l:zj%%-x 37‘_’}—4'— ES + & 3 3

ThE = 2¢ + etc.i.

©l6
‘ l _ 24
2 mi-g?

Anm. Den hyperboliske kotangenten fis genom att
sitta @' = 75, da

1 Eret (2 caf e 2
ThE =1 Cotg ¢§ = ;;T;‘ = 53‘[% - Egg — ¢ 3@ ;t—a%}etc.
+ —1—- + 2'5_
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b) ¢ =(k+%)m, der k &r ett mycket stort helt pos.
tal. Formeln (65) kan nu tillimpas, da
1 1 1 T 1 E
a-at | @nyeat T @ap-at ' (fn)at
Anm. 1. For @ =& fas foljande uttryck for Cotang.
hyp.:

1
Cotg.z:—a;—z 3

1 1 1
*JL',f:Tg'*zEgnugﬁ @n) +

Anm. 2. For bestimmandet af F, fas foljande rela-

+ etc%

tion: \
F,=2" R8B,,

hvaraf erhalles (jfr ex. 3):
Fo=%, FK=%%, F,=1, F.a:f" ete.

Ez. 8 flay=1, Y(z)=1-Cosz, da rétterna till
P(z) = 0 representeras af 2kmw [k=0, 1, 2 etc.]. Enir
2k =
/w(@) = 0, sa #dro alla rétterna till yY(2) = 0 wwdfaldiga,
hvilken omstandlghet ar af sdrskildt intresse for be]ysmn—
gen af vara formler.

-

:;1

1
a = 4 —¢&, dad qvoten —— har tre kritiska punk-
) e B
ter inom konvergens cirkeln, nimnl. ¢, = 0 och 325:‘ +27t.
3

Om vi enligt (55) sitta Y(z) = (2 —a,)’x(2), s& fas enligt
T(54):

1 1 ”‘T?:/cglz f '\Z/a(gz
1—““_008.@‘2';@-3;:1 2{/7(§)+ e =S et

L e
2mi 7 (e y(e)

';f\/ dz ;/ dz N '{{D’/M’_L
) v () #le—a)x()’

¥
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Vi fa enligt (56):
lfodz 1 ozzs“in 1
2ni Z2y(e) [s+1 Yl [s+1

Enér /Zb =0 samt /Zb@"—l) =0 och /2;1(2“) =(=1y—1
[x=1, 2 etc.], sa fas enligt (57) och (60) [» =3, 4 etc.]:

[
I”(S+1) .

(1] ——— a——
0 g — o e o —
/u =2 och I;i—l ur—2 ! L.g _‘9’u<r—4)

12 -4

\

hvaraf framga foljande bestimningar:
0" 0 0
i =1=@G, fuw=%L=@,, [ut=3 =G, ete. samt
/104' = /7‘2 = /;V =...=0.

Om vi enligt (56) sitta a=(z—a), B==2Y()

. Ay o ap . diye k

%:v, da la=/a=/g=1/8=0samt/a'=1.2,
5 @y -
/8 = &} och /8" = 3545, si foljer enligt (60) for » = 2
och » = 3: ' k

samt

1-2:/§%+v}"=/ﬁcv eller /vr-—-%

samt
@y [ ey 2S
0=/if+o}" = /igrosspv) eller [fi= -2
. 7

Vi finna saledes i ofverensstimmelse med (56):

ap 5 o
1 7‘:3/ dz r‘:wl 1 1 .
— _— e = | = — 283 + " .
27”52 He—ayae) | ST T T T @Ay T ey
_ A
» (27{);1

hvilken summa &r 0 fér s = jdmnt tal och =

for s = udda tal,
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Om vi slutligen sitta o= (z— a)?, b= (x—~)w(z)

i : a,. ar '
samt ——ab—azw, da /b:/b":O samt /b = x—a, och

' /bz' = —3, sa fas enligt (60) for » = 2 och » = 3:

1.2 = /{2 +wl" = /6w eller | = 2
, z—a,
samt _ : 3
AR . o, 2
= [ib+w}” = [(b"w + 36w} eller /u = @ ap-

Fyllnadstermen antar saledes formen

1 r=3fr de . © st 2
¥ P
Iwi=J -9 ZI sEt?

Var serieutveckling blir. alltsa:
R SN L O 4-_15 xzzg? _ ﬁ,,§+ @43% _ i?_'é
T—Cosz ~ ng_ @ U Tl T e T @ay

%3+2§ ! + !
z* (z—-2m)? (w+2n)gs'

1 ' 1
(70?2’%3”(%2@*%

Anm. Genom att sitta « = i"g“ fas
1 ’_3G’, 41) }G 4.3%
1-ChE 4  (27)

9. \2 . £2
2 4 (2n)* &

T e

2~ @Y &

b) 0 =(2k+ l)n,‘der k dr ett mycket stort helt pos. tal.

Inom konvergens cirkeln ha vi.nu de kritiska punkterna
a2

a, =0
1 "aa

[2) Qog X
= +2m, ‘i=*2.27,.., 2 = + Q% .
. ay Qo +1

Endr for en oiindligt stor konvergens' cirkel -

I /__—1 —xim/vl_-
M T=Cosz ~ (z—an)x(z)
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[atom mdjligen for @, = ett sirdeles stort tal och 7 = 0 
eller 180°, hvilket fall dock icke kan ha nagot viisevdtligt

inflytande att gora mod. for serien /w(z) / —Gos 3
till annat #n en o#ndligt liten gqvantitet], sa fas enligt (65):

.,,..,,JA_ = 2 _}_ 1 1 + 1 I 1
1= Cosae  “la* (z-2n) (z+2n)? (2—2.27)
. 1 1 1 g
(x+2.2m)? " (z— .‘Zlcyr)2 (@ + 2k m)?

Anm. 1. Genom att satta z =¢¢ fas foljande ut-
veckling: ,

1 2 (2r)* — & (2.27)—§ . % '
T 244 , o
o™ e et e

Anm. 2. Den for konvergens cirkeln ¢ = (2k+ 1) for-
svinnande koefficienten till #*—! [s = udda tal] har formen

0

f' dz r\:%”f“r dz N
G 2@'—”«7)_(‘)€"°’

|

274

r=2

hvaraf framgar f'filjahde relation:

7P+, Gyeeny 1 1 1
TR TS BT Sl B T
eller for s+ 1 = 2n: '
@G 11 1
(272 - i)M Pn =1+ I TR 7

Genom Jamforelse med det i ex. 3 erhallna virdet pa
B, framgar fsljande enkla relation:

Gn =220 -1)B,.

Ur denna formel framgi de forut beriknade vdrdena
pd Gy, G,, G, samt @G, =%, G; =17 ete

P
' . " , dz
Anm. 8. Att verkligen forsta termen le/)(z) ar 0
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for P = en oindligt stor cirkel ¢ = (2k + 1)v framgéar &f-
ven af likheten :

P .
Lfe G gl 1]
2ri zy(z) (2 2r)? " )2 T (2kA))’
der senare ledet pa grund af det i a) berdiknade virdet pa
@, dr 0 [jfr ex. 3 b) anm.].

~ Af dessa nu anforda exempel kan man sluta sig till
karakteren af de utvecklingar, som lita utfora sig enligt
(54), hvilken formel &r att betrakta som en supplement-
serie till den Mac Laurinska serien. Vi se, huruledes man
formedelst denna integralteori med ldtthet l6ser den forut
olésta fragan att utveckla funktioner i konvergenta serier
efter stigande digniteter af variabeln for konvergens cirklar,
som innesluta ett godtyckligt antal -o#dndlighetspunkter,
hvarigenom ett nytt filt af sirdeles stor utstrickning opp-
nat sig for den matematiska forskningen. Vi skola. finna,
huru detta filt i mon af var teories fortgaende utveckling
alltjimt vidgar sig att omfatta nya synpunkter, hvarifran
man med sikerhet och klarhet kan skidrskada fragor af stor
vigt och betydelse, hvilka man med forut gifna hjelpkal-
lor icke varit i tillfille att tillfridsstillande utreda.

(Forts.).

RATTELSER.

Arg. IM. 8id. 264, rad. 13 nerifrin: kontur, som omfattar origo, ete.
s s sy 272 ., 3 » : punkten O (origo) ligga etc.
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AFDELNING IV.

Granskning.

Elementerna af Algebraiska Analysen och Differentialkalkylen, forra
delen, reela quantiteter, af C. F. E. Bjorling.

Sedan omstindigheterna numera gestaltat sig sa, att detta arbete
blifvit en ganska allmént anvind ldrobok, synes det vara af behofvet
pakalladt, att densamma. underkastas en omsorgsfull och i mojligaste

 matto fullstindig granskning for att lemna dem, som studera arbetet,

upplysningar om de fel och oklarheter, det hir och der innehdller. For
att en sadan granskning skulle blifva af verklig och storsta mojliga nytta,
vore det af vigh, att den utfordes af nagon grundlig matematiker, hvil-
ket vi linge hafva hoppats skola intriffa. Men di vi numera borjat
tvifla pa uppfyllelsen af denna var ¢nskan, hafva vi efter bista formaga
vagat framligga resultatet af var undersokning af det meranimnda ar-
betet.

Vi borja genast med granskningen af de sirskilda teorierna och skola
derefter forsoka att falla et allmint omdome om arbetet i sin helhet.

Forst miste vi beklaga, att satserna om gransvirden for summor,
produkter och gvoter af funktioner samt om grinsvirdet for en funktion
upphdjd till en annan funktion alldeles blifvit forbigangna i 1:sta bokens
3:dje kapitel, der deras plats vore. Detta har vallat, att hirledningen
af vissa grinsvirden blifvit dogmatiskt framstalld, sisom & sid. 18, der

det uppvisas, att lim (1 + i)w ir densamma, oberoende af det sitt pa
[}

hvilket » gar mot positiva oindligheten; & sid. 19, der det visas, att
samma fanktion har samma grinsvirde, &fven di w gar mot negativa
oandligheten; samt a sidd. 65—68, der lagarne for derivation af sum-
mor, skilnader, produkter och gvoter harledas. En annan foljd. haraf
bar blifvit, att lasaren ej gjorts uppmirksam pa de vilkor, under hvilka
de uteslutna allmiénna satserna gélla, utan snarare kan kinna sig frestad
att tro, att atminstone satsen om en produkts grinsvirde obetingadt
giller, vare sig att faktorernas antal #r indligt eller ozndligt, da han
ser forf. utan vidare omstindigheter verkstilla grinstfvergingen i for-
meln (6) & sid. 252 vid hérledningen af den. oindliga produkten for
sin .- Det ar ofverraskande, att forf., som ju laggt Schlomilchs Hand-
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buch der Algebr. Analysis jemte andra arbeten till grund for sin liro-
bok, kunnat utesluta en si vigtig undersckning som den, hvars frdn-
varo vi hir anmérkt och som ovilkorligen maste medtagas, savida bevis-
foringen skall ega bindande kraft.

Att forf. icke alltid bland de olika: framstéllningar af en och samma
sak, hvilka han haft att vilja emellan, utsett den enklaste eller bista,
bafva vi sett mer #n ett exempel pa. For L ogonblicket vilja vi blott

nimna forfis hirledning af lim - d+ éa)a_—l . Hir hade forf. i stillet

for sin temligen linga hiirledning helt enkelt kunnat i likhet med Schls-
e log (1+38) 1

_milch reducera funktionen, hvars grinsvirde sokes, till a. % —— =
Wlog(T+ )

X 1%_(}_(;3) , der log betecknar naturlig logaritm.

Forf. definierar kontinuitet i en viss punkt pa foljande sitt 4 sid. 23:

“En funktion, y==j(x), &r kontinuerlig for x=a, om den for
“detta z-virde har en finit och determinerad, d. v. s. #ndlig och fullt
“bestimd valér, och derjemte f(a + ), vid indefinit aftagande &, ten-
“derar indefinit mot /(). .

Som forf. icke siger, att & numeriskt aftager indefinit, kan man
frestas tro, att J 4r en positiv mot noll konvergerande qvantitet. -Vi:
dare #r alltid Hm f(a + ) = f(a); ty detta #r helt enkelt definitionen
pa f(a), sa att lim f(a + ), der ¢ <>: 0, ar sndlig eller oindlig, deter-
minerad eller indéterminerad, pa samma ging som det ena eller andra
ar hindelsen med f(a). — For att understka kontinuiteten af f(z) for
Z=@ har man att se till, 1) att funktionen i denna punkt &r #nd-
lig; 2) att funktionen #r antingen reel & bada eller imaginir 3 bada
sidor om xz==qa (hvilket vilkor forf. alldeles uteglomt) och 3) att
S(@+0) och f(a-—¢), der & och & #ro positiva qvantiteter, som kon-
vergera mot noll, hafva ett och samma grinsvirde, hvilket tydligen all-
tid intriffar, om

lim[f(@a+0)—f(ea—:]=0 for imd=0 och lims=0.

Foljden af att forf icke framstillt vilkoret 2), blir den, att forf
méste anse f(x) vara kontinuerlig ifven i sina slutpunkter (. ex. n/Z
for  ==0), savida nimnl. ofriga kontinuitetsvillkor #ro uppfyllda i dessa
punkter.

Hvad forf. kallar kontinuitet ¢ granskapet «f en punkt, kunna vi
icke skilja fran kontinuitet ¢ en punkt, emir det intervall, som viljes
sa, att det innesluter punkten, kan giras oindligt litet och siledes blir
detsamma som punkten sjelf.

Vi komma nu till 1:sta bokens b:te kapitel. En ganska stor del
af detta kapitel utgdr en nistan ordagrann Ofversittning, savil hvad
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teori som exempel angdr, ur Catalan’s Traité élémentaire des séries.
Detta 1an fran en utmsirkt forfattare viljz vi ingalunda klandra, men det
synes oss som om detta arbete hade bort omnimnas i forfis «Forord ¢
bland “de arbeten, hvilka forf. lagt till grund for sin bok eller radfra-
gat <, men vi hafva blott funnit forf. i forbigaende omnimna det i en
not & sid. 65. _

Den nedtill & sid. 80 stiende omvindningen af teorem IV & samma
sida tillhor den & foljande sida begynnande § 14, eniir de bada fore-
kommande serierna maste hafva alla sina termer positiva.

Ofverst & sid. 85 samt i noterna & sidd. 88 och 42 hsnvisar forf.
till 3:dje boken; i ex. 1) & sid. 43 gor forf. en antecipation af serie-
utvecklingen for er utan nagon hinvisning. Som tankesammanhanget
lider af dylika hinvisningar framat och mojlighsten af en “circulus in
demonstrando ¢ derigenom uppkommer, bér man, sivida det utan sva-
righet kan ske, undvika sadant forutsittande af bekantskap med det fol-
jande. Detta kan med en, om ¢j bittre, dock lika god ordningsfsljd
astadkommas, om lista bokens 5:te kapitel, hvari samtliga de ofvan-
namnda hiinvisningarna forekomma, borttages frin dess nuvarande plats
och i stillet anvindes som inledning till 4:de boken, hvars borjan hand-
lar om oéindliga serier. Derigenom kommer hela framstillningen af dif-
ferentialkalkylen att folja omedelbart efter limesteorien, hvaraf den sjelf
utgor en del, och dessutom blir det hufvudsakliga innehallet af 4:de
boken algebraisk analys.

A sid. 58 undelséker forf. seriens (4) konvergens ofullstindigt.
Forf. siger namnl.: “s3 inser man latt dess konvergens genom - att
< sammansla termema tvé och tva och derpa® (4. v.s. pa den nybxldade
serien) “anvinda teorem VIIL¢ Latom oss for korthetens skull kalla
‘serien (4) for w, — Uy + thy — Uy + ..., der alla % &ro > 0, och den
genom termernas parvisa sammansliende derur bildade serien for ¢ + ¢,
“+ty+. . ., hilken far alla sina termer positiva; da har man £, =, - g,y

Ur {-seriens konvergens foljer nu, att lim¢,=0 d.v.s. lim (ug, - u,,,{)=0,

hyilket tydligen ingalunda behofver innebéra att lime, =0. Om vi
n+4 1 1

t. ex. hade u,=_——"_ TR sa blefve t-serien: 53" Tt
som konvergerar enligt forfis teorem VIH, men likval ar icke lim u, =0
4
1+ =

utan = lim — o — 1. Hrad forf. behoft tilligga for att be-

visa seriens (4) konvergens, ir litt att inse; ty vi hafva enligh vara
nyss anvinda beteckningar, om man tillika med S menar summan af
de (m + 1) forsta termerna i w-serien och for ¢-serien anvinder den ana-
loga beteckningen Zm,

Sen—1 = Tn—1 och Soen = Ta-1+7,,.
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© Af dessa eqvationer foljer nu omedelbart, att w-serien har en #nd-
lig och determinerad summa d. v. s. konvergerar, om ¢-serien konver-
gerar -och #llika gransvirdet af allminna termen © u-serien dr noll,
men e i andra fall. Forf. har allisd uraktlatit att bevisa, att serien
(4) uppfyller det nédvandiga konvergensvilkoret lim w, = 0. Under for-
utsittning att 1:sta bokens 5:te kapitel flyttas till den af oss foreslagna
platsen, kan detta bevis utan antecipationer framstallas pa foljande enkla
sitt. Om z betyder ett positivi egentligt brak, si aftager funktionen
z + log (1 —x), der log betyder naturl'g logaritm, med vizande «,
~ endir dess derivata — ’lf_x ir negativ; funktionen #r alltsa < sitt

virde for # == 0, d.v.s. att log (1-2) < -2 och siledes 0 <1-2 <e-7,
dd 0 <x<1. Man kan nu skrifva

u, = (1~ L‘li)( 1.::5) (1— 1_*_") (- 1_32;9) ;

och om man i detta uttryck anvinder nyss erhllna olikhet pa hvarje
" faktor, s& finner man, eniir 0 <D < 1, ath

0 <u, < e———(l——b)(l-}-,’-+~}+~-+ %) ’

hvaraf limw, = 0, enér den harmoniska serien ir divergent och expo-
nenten till e alltsa gar mot negativa oandligheten. Ehuru forfis bevis,
om vart nu framstillda tilligg vidfogas, verkligen #r fullt bindande,
kumna vi dock ej rekommendera detsamma, allraminst i ett arbete, som
vill' vara kort och undvika ontdigt langa bevis och rikningar. Vi hem-
stalla derfor till forf., hwuvida han e] anser det vara limpligare att
bygga undersskningen af seriens (4) konvergens pa teorem XI & sid. 45,
d. v. s. blott uppvisa, att u, iir en funktion, som aftager med vizande
n (hvilket omedelbart inses ur den form, vi hir gifvit &t denna term)
samt att dess grinsvirde for n == oo &r noll.

Att forf. icke stringt bevist lagarne for derivation af summor, skil-
nader, produkter och gvoter af funktioner, hafva vi i vara anmirknin-
gar om limesteorien omnimnt. A sid. 65 visar forf., att derivatan af
en summa af oindligt manga funktioner icke alltid #r lika med summan
af funktionernas derivator. Der forekommer &ter en forutsittning af be-
kantskap med det foljande i det forf. anviinder Taylors teorem. Hela
denna undersokning hade alldeles kunnat uteslutas, om forf. i sin limes-
teori intagit de vigtiga satser, hvilkas franvaro vi forut anmirkt hafva
pa ett menligt satt inverkat pa mer &n ett stille i forfis arbete.

Forfis framstallning af Cauchy's differentialteori & sidd. 69 och 116
synes innehalla en sammanfattning af den framstillning deraf, hvilken
prof. Daug gifvit i Upsala Universitets Avsskrift i hans behandling af
. Principe des vitesses virtuelles; ifven detta synes forf. hafva bort om-
nimna.
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A sid. 72 uttalar forf. satsen om derivering af inversa funktioner

men utan bevis. Forf. siger ndmnligen:
< Af den sjelfklara likheten dy dz _ foljer da omedelbart
dx dy

« % = le— , hvilken formel innehaller solutionen af problemet.¢” Forf.
z z
dy

synes namnl. antaga for gifvet, att det #r samma dx och dy som ingh

bade i %ﬂ och i %‘79 och att det &r genom brakforkortning som den

'Y

nimnda likheten blir ¢sjelfklar €. Detta sitt att bevisa den ifrigava-

rande satsen har visserligen forut anvindts; men med den af Cauchy

gifna och af forf. antagna uppfatiningen af differentialernas betydelse

passar det ingalunda i stycke. Ty uti gvoten % aro namnl. dy och

dz endast ett par qvantiteter » och & sidana, att deras qvot L ar

= f'(x), under det att i qvoten %, hirledd genom derivation af
x=f—1(y), da och dy #ro ett par qvantiteter § och 5, for ofrigt
hvilka som helst, blott deras qvot L ar = derivatan af f—1(y).

T
Men haraf foljer ingalunda, att 2. & 1 eller att man eger rit-
7y

tighet till brakforkortning under forutsittning att & =& och -y, =7.
Da forf. hade att vilja mellan detta s. k. bevis, hvars enda fortjenst
torde vara dess skenbara enkelhet, och den goda bevisforing, som fin-
nes i Todhunters af forf. anvinda Differential-Calculus (andra arbeten
att fortiga), s kunna vi ej annat in beklaga, att foxf. uppoffrat bevi-
sets klarhet och bindande kraft for att lemna ett till skenet enkelt,
men pa all inre halt blottadt bevis.

A sid. 76 synes oss.forf. hafva valt ett ganska olimpligh beteck-

ningssatt for en partiel derivata namnl. (z_llﬂ) Dettas anvindande val-
u

lar ofta tvetydighet t. ex. i ett uttryck sadant som (Z_:Z)m, der man ej

kan se, om parentesen #r anvind for exponentens skull eller for att ut-

trycka att derivatan &r partiel; ty #fven en vanlig derivatas -mfe digni-

tet skrifves pa alldeles samma sitt, savida derivatan tecknas zll_y_ Ni-~
u

stan lika gerna som forf. antagit ofvannimnda beteckningssitt, kunde

han hafva alldeles underlatit att gira nigon skilnad i beteckningen af

en partiel och en ordinir derivata, sisom fransyska och engelska for-
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fattare vanligen bruka. Forf. nimmner visserligen ett anmat bittre be-
teckningssitt 3, men anvinder detsamma mindre ofta.  Det tydligaste
‘uttrycket, for s& vidt man vill beteckna en partiel derivata med diffe- .

ay .
rentialer, dr utan tvifvel dLJ; men for att icke f3 tiljarens utseende
%

mer #n behofves inveckladt, skrifver man hellre 2%, der det krokta
d () betecknar, att derivatan #r partiel, och nimnaren #r tillricklig
att visa, i afseende pa hvilken funktion (hir: +) derivationen #r gjord.
Kommer nimnaren du att bortskaffas, s& ar dy icke lingre tillriickligh
for att karakterisera en partiel diffevential fullstindigt, utan man maste
3 skrifva d,y eller 3,y. En ledsam foljd af forfss beteckningssitt och
hvilken #fven visar detsammas olimplighet, ar att forf. genom forkort-
ningar i eqv. (g) & sid. 77 finner ett resultat, som ovedersigligen #r
absurdt 10 sin form, sivida ej dy ar — 0; detta resultat ir dy = dy + dy.
Det fullt klara uttrycket for eqv. (g) 4r

dy dyy dz | duy du dy _dy dz , dy du

pra P T i A raa = Al
hvaraf genom forkortningar och multiplikation med dz fis dy = 32y + du¥,
som hvarken till form eller betydelse &r absurdt utan blott fullt klart
uttrycker, att den totala differentialen ir = summan af de partiela. Vi
tillagga, att det afven gifves ett annat och mycket godt sitt att ut-
trycka partiela derivator. Om nsimnl. y = f(2, u), s& skrifver man f'4

och f'» ist f. ?Z_Z och ?—Zg Af detta goda beteckningssiitt hafva vi

icke, sa vidt vi kunna paminna oss, sett forf. begagna sig i sitti friga
varande arbete. Haraf framgar, att forf. bland de olika sitt att be-
teckna partiela derivator, som vanligen anvindas, valt det, som vil ni-
stan bor kallas det simsta. .

A sidan 92 bevisar forf. det vigtiga teoremet om, att derivations-
ordningen #r likgiltig vid bildandet af partiela derivator af hégre ord-
ningar, men utan att dervid framhalla de fall, di detta teorem forlorar
sin giltighet. Det sitt, hvarpd beviset fores, innebir dock, att undan-
tag verkligen finnas; ty det ar icke sikert, att grinsvirdena i hogra
membra af eqvationerna (2) och (3) #ro lika. Hvad forf anmirker i
noten & samma sida, att det &r likgiltigt, i hvilken ordning 4w och
Az forsvinna, endr de #ro af hvarandra fullkomligt oberoende, #r icke
alltid sannt. Tvirtom #r det en 1itt sak att uppvisa funktioner af tva
oberoende variabler, hvilka hafva olika grinsvirden, allteftersom man
forst gor limesofvergdng i afseende pad dem ena eller andra af varia-
blerna, och for att forfis pastiende skulle blifva bevist, hade forf. derfor
bort ddagaligge , att hogra membrum af (2) eller (3) icke &r en sadan
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funktion, hvars grinsvirde beror pd limesofvergingarnes ordningsfoljd.
Det af forf. framstillda beviset atexfinnes i Sturms Cours d'Analyse af-
“vensom i atskilliga andra arbeten. Det hade varit vida battre, om forf.
byggt sivil detta bevis, som den & sid. 76 gjorda hirledningen af la-
gen for derivation af en funktion af tva variabler, pa satsen: “Om en
“funktion #r kontinuerlig savil mellan som for grinserna @ och (w + k)
“och dess derivata ar kontinuerlig mellan samma grinser, sa har man
“alltid  fa+ k) — f(0) = hf(a+9h), der 0<&<1,¢ hvilken
sats da hade bort bevisas fore teoremet & sid. 76. Det limpligaste sittet
att med denna sats bevisa teoremet om derivationsordningens likgiltig-
tighet synes d& vara att wlgd fran expressionen :

fle+de, u+dw)—fle+4dz, w)y—[f(2, v+du) + f(z, %)
och visa att densamma saval #r .
= duffulz+ 4z, ut+diduy—fu(z, u+idu)},
som -
= Az{ji(z+0dﬁ, u+du)—fi(e+ 94z, u)i;
och genom att sitta dessa uttryck lika samt dividera med Au.dz
hade man d3 1att erhallit
Fulg+dz, uthdu) - fq (2, u+Adu) j;(z+ddz Uy du)-fz(2+0dz, u)
4 du
hvaraf genom limesofvergang for forsvinnande 4w och 4z e blott
satsen om derivationsordningen bevisas, utan afven genom det till be-
- visféringen anvinda teoremet blir klart; att for satsens giltighet i all-
minhet fordras, att f(z, ), fz, fe och fi: maste vara kontinu-
erliga for de # och 2, som forekomma i dessa funktioner.
Af § 33 sidd. 102 och 103 hade forf. kunnat saklost utesluta hir-

o

ledningen af formeln for wn;f'g , hvilkens egentliga anvindning till-
xn

hor operationskalkylen. I en elementiir lLirobok i Differentialkalkyl eger

den vida mindre ansprdk pd plats an ménga af de vigtiga satser, hvilka

vi redan beklagat att forf. med tystnad forbigatt.

A sid. 113 uppstéller forf. en analogi, hvilken han blott tillerkiin-
ner approximativ giltighet, si linge ej dess membra dro = 0; men
i samma o6gonblick, som tdljarne blifva = 0, forsvinner mojlighe-
ten att tala om proportionalitet. Deremot finna vi ej nigot hinder
for att lata analogien hela tiden vara exakt. TaAt oss tvertom definiera

Az, d y och 4z genom foljande exakt gillande eqvationer
' Adx 4y dz
= = o 9

dx dy = dz
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der « #r en mot noll konvergerande qvantitet. Harman di 2= f(z, v),
82 bhr tydligen for lim ¢ = 0

4z _ i flztede, y+edy) — fr, y)

dz = lim — = -
_ lim df(x+edz, y+ ady)
a=0 da

= Jim f L (@teda, yrady)detfy(et+edr, y+ady).dy}
eller
dz = f-‘t‘ (z, y)dx‘{‘f.il(mv y)dy1
hvilken formel ger den totala differentialen af f(z, ¥).

Ett annat sitt att hirleda denna formel vore att tinka sig en ar-
bitriir relation = ¢(x) mellan z och y, livarigenom man me-
delst differention af 2 == f(x, y) erhaller

dz = fo(z, y)de+fy(z, y).(x)dz
eller

dz = f';f(x7 y)dx'l'f!;(r: »dy,
hvilken formel maste galla for alla mojliga former af ¢, hvadan alltsa
dy ar lika arbetriir och af 2 och y oberoende som nagonsin da.
* Mot § 39 a sid. 117 hafva vi samma anmirkningar att gora som
mot beviset & sid. 92; det fr obehofligt att upprepa dem.
A sid. 121 bora de 3 raderna af formler mellan eqvationerna (4)
och (5) forvandlas till eqvationer genom att sitta dem i ordning

.a_f, naf och naf , savida eqvationen (5) skall derur kunma
’l .

harledas pa det sitt, som forf. uppgifver. 1

Andra bokens 6:te kapitel, som handlar om ombyte af oberoende ': |
variabler i funktioner af mer 8n en oberoende variabel samt om elimination I3
af funktioner, synes forf. hafva bort trycka med mindre typer, endir det (
dels ef #r s& elementdrt som den foregiende delen af differentialkalkylen 1
och dels ej heller lika vigtigt for nybdrjaren att kiinna. ‘

D& forf. 3 sid. 145 uttalar vilkoren for giltigheten af Taylors och
Mac Laurins serier, sker detta pa ett sidant sitt, att icke dessa form-
ler nodvindigt behofva vara sanna; ty ehuru forf. deri har funktionens
virden for bada och de n forsta derivatornas for ena grinsvirdet af
den oberoende variabeln, nojer sig forf. med att fordra, att funktionen
och de forekommande derivatorna blott behdofva vara kontinuerliga mel-
lan samma grinser, hvilket, enl. forf:is egen definition pa kontinuitet
mellan vissa grinser sid. 24, icke fordrar att kontinuiteten existerar for
sjelfva grinspunkterna. Men finnes icke kontinuiteten for sjelfva grins-
punkterna, si komma formlerna tydligen att innehalla en eller flera
indeterminerade termer. De stringa vilkoren #ro tydligen, att funk-
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tionen och de = forsta derivatorna maéste vara kontinuerliga ¢ och mel-
lan grinspunkterna och den i resttermerna forekommande (n + 1)s
derivatan mellan samma grinser. Denna anmirkning giller naturligtvis
om formlerna (a) och (b) bade i 47:de och 48:de §§. — Som de egent-
liga braken &, hvilka ingd i resttermerna i (a), aro till sin storlek be-
roende af 2, A och =, sa kunna vi siga, att den qvantitet o,
som definieras genom eqv. (a) och genom hvars ubtrycks insittning
i samma eqvation denna blir Jdentisit satisfierad, 4r en funktion af
2, h och n. Hirledningen af Taylors teorem bevisar da, att, savida
de of an nidmnda kontinuitetsvilkoren #ro uppfyllda, den funktion ¥,
som reducerar formeln (a) till identitet, alltid &#r ett positivt egentligt
brék. En dylik uppfattning af formlerna (b) erhilles gemom samma
sorts slutledning; och hiraf foljer, att, sd swwri kontenuditetsvilkoren
gilla, bora dessa formler anses som fullkomliga identiteter och quan-
titeterna O som posiliva egentliga brdk. Af denna uppfattning hafva vi
Tingre fram att draga fordel.

I borjan af § 59 siger forfattaren: <Den fullstindiga teorien om
maxima och minima grundar sig pd Taylors teorem<¢. Detta &r icke
sannt. En follstindig sadan teori maste kunna anvéndas for uppstkande
af alle fonktioners alle maxima och minima, men den pa Taylors te-
orem grundade teovien fordrar ej blott funktionens utan #fven &tmin-
stone dess forsta derivatas kontinuitet i den stkta maximi- eller minimi-
punkten. De maxima och minima, som finnas i diskontinuitetspunkber
(vare sig att det &r funktionen eller dess derivata, som #r diskontinuer-
lig), kunna ej harledas med den pa Taylors teorem grundade teorien,
ensr Taylors teorem da ej giller om funktionen. For ofrigt behdfver

‘ingalunda maximi- och minimi-teorien ens for de funktioner, som upp-

fylla de i Taylors teorem fordrade kontinuitetsvilkoren, grundas pa detta.
For sanningen af detta vart pastiende afvensom for atskilliga vigtiga
upplysningar angaende kurvors slutpunkter sdsom maximi- eller minimi-
punkter med mera hinvisa vi till en virdefull uppsats af professor Holm-
gren uti denna tidskrift for ar 1868 haftt. 1 och 2.

Likartade anmirkningar med dem, som vi redan gjort angéende
forfis sitt att uppgifva kontinuitetsvilkoren vid Taylors och Mac Laurins
teoremer for funktioner af en oberoende variabel, hafva vi #fven att
gora a sidan 193, der forf. uttalar kontinuitetsvilkoren vid motsvarande
teoremer for funktioner af tvd oberoende variabler. Vi behofva ej ser-
skildt formulera vira anmarkningar hirom, enir de omedelbart inses af
hvad vi forut sagt. ’

I 4:de bokens 1:sta kapitel uttalar forf. sina vilkor for anvéndningen
af Taylors och Mac Laurins teoremer till funktioners utveckling i o&nd-
liga serier. Dessa vilkor dro enl. forf. foljande tre:

1) «Att de sdlunda erhallna infinita serierna skola vara konvergenta  ;
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2) €Att f(x) och alla dess derivator skola vara kontinuerliga for
<alls valorer af den inglende variabeln mellan z och z+% i (a),
“gamt mellan 0 och « 1i (b); och ,
. 8) “Att de s. k. rest-termerna

xn-}—l

Y e, ntigg

(n+1)!f (c+ 0Ly och mﬁj (Oz)
“skola forsvinna vid indefinit vizande n.<

Harom upplyser forf., att man med ganska stor sannolikhet kan

antaga, att, da vilkoret 1) &r uppfyldt, #fven 2) och 3) gilla; dock in-
traffar detta ej alltid, sisom man kan se af exempel (t. ex. i Sturms
Cours d'Analyse). Deremot har forf. icke omnimnt ett annat beroende
mellan ofvanndmnda 3 vilkor, nimnl. att det forsta med nédvindighet
foljer ur de tva andra. Detta inses litt silunda for t. ex. Mac Laurins
teorem.. Om vilkoret 2) giller, hafva vi alltid

1@ =10+ Lr0+ 51O+ .+ Z 00 + B,

der R betyder resttermen och innehiller det forut ommiimnda positiva
egentliga braket ¥, som #r en funktion af 2 och =%, hvilken redu-
rar ofvanstiende eqvation till fullkomlig identitet. Om di lim R ==0
for n==oc0, sa blir tydligen genom limessfverging for n = (se-
dan’ B ofverfiyttats till venster om likhetstecknet) den odndliga serien

2
f(0)+i£ f’(0)+f5_'f"(0)+ veer ddentiskt = f(z) d.v.s fir ett

fullt determineradt grinsvirde, endr enl. vilkoret 2) f(x) #r kontinu-
erlig; men detta &r just definitionen pa, att den nimnda ofindliga serien
konvergerar, hvadan alltsa vilkoret 1) foljer ur 2) och 8).

Vara anmérkningar till sid. 145 angaende kontinuitetsvilkoren traffa
ifven det ofvan némnda vilkoret 2), nimnl. att forf. ej fordrar, att Jon-
tinuiteten skall finnas for sjeliva grinserna.

A sid. 248 utvidgar forf. teorem IV & sid. 80 till foljande, men
utan bevis: Om en series termer hafva omvexlande tecken och #ro nu-
meriskt mindre &n motsvarande termer i en konvergent serie med om-
vexlande tecken, s& #r den forra serien konvergent. Detta innehilles
néml. i det som forf. siger & samma sida 248: <DA konvergerar visser-
“ligen afven (10), emedan dess termer hafva samma tecken som och
¢mindre numeriska valorer @n de motsvarande termerna i den forra <.
Men en sidan utvidgning af teorem IV ir icke tillaten; detta skola vi
nu visa med ett enkelt exempel. Lat oss taga de bada serierna

1ot 1 11 -1
V3T AT T8 T T T
som konvergerar enl. teorem XI & sid. 45, och
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1 1 1 1 + 1 1 +
N RSN FE RV B RV, S N/ SR/ T R
hvilken deremot divergerar, sasom forf. & sid. 46 — pi alldeles samma
satt som Catalan i hans forut omnimnda arbete — uppvisar. Mot termen

1 1
,3—-/-2: i den forra serien svarar «/—ﬁ:‘i i den senare, och deras
n
skilnad '
1 1 n(n— Y3 +1
Non T Nn+el T aatl)
1

1
dr positiv. Mot termen svarar  —=——, och deras
LV n—1

Yan—1
skilnad

1 1 '\/7—2 1—4m—1 ;\/n(/\/n —¥9y—1
M1 n—1 Yam—i(n—1) «/2%——1(\/71—1)

ar positiv for alla n > ett visst finit positivt talvirde. Alltsd &ro, frin
en viss term riknadt, termerna i den senare serien numeriskt mindre
. &n motsvarande termer i den forra, hvilket visar, att en serie kan vara
divergent, ifven om- dess termer hafva samma tecken som och mindre
numeriska valdrer &n motsvarande termer i en konvergent serie med om-
vexlande tecken for sina termer.

Hvad betraffar forfis framstélining af laran om kedjebrak med blott
positiva leder, kumnma vi ej inse, hvarfor ej den fullstindiga teorien,
som innehalles i §§ 94—96, fortjenar att framhéllas sisom lika vigtig
som — for att ej siga: vigtigare &n — det temligen litet kinsliga kri-
teriet, hvilket forf. tryckt med stora typer a sidan 273, helst som
hérledningen af den fullstindiga teorien #r lika elementdr och lattfattlig
som nAgonsin beviset for det nimnda kriteriet, och dessutom detta kri-
terium med storsta litthet kan hirledas ur teorem IV & sid. 279, om
man serskildt vill frambélla det for dess stora enkelhet i anvindningen.
Vi vilja uppvisa harledmngen af kriteriet ur det nimnda teoremet. Vi
finna enl. beteckningarna & sid. 279

a Q. Uy, Q.
2n—1"2n m2n 41
hop — 1l = —5— och honhon 1 = 5.
2n 2n41
5 . am-—-lam . . o
Af dessa synes, att, oth lim — for m=—=o a >0, sa
m .

méste atminstone nigondera af -de bada A-seriernas allminna termer
hafva ett grinsvirde >0, d. v. atminstone nidgondera af dessa serier

divergera, och kedjebrdket sdledes konvergera.
6
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18§ 91 och 97 har forf. i likhet med Schlomilch alldeles onddigt-
vis och utan att vinna ndgon forenkling i bevisen inskrinkt gvantite-
terna a och b att vara hela tal. Det enda antagande, som fordras
fér att beviset for kedjebrikets konvergens skall kunna ske pa alldeles
samma sitt, som forf. utfort det, ar blott att dessa qvantiteter iro po~

sitiva och att vani 1+5, for alla hela positiva 7, men ingalunda

att @ och b &ro hela tal. Aro dessa vilkor uppfyllda, s& konver-
gerar alltid kedjebraket med blott negativa leder; och dess virde ar
alltid ett egentligt positivt brak, utom d& a,=14+0, for alle n

och tillika serien 1 + & + Dby + bybybs 4 ... divergerar. For att hir-
leda dessa satser behofves ingen visendtlig forindring i forfis fram-
stallning. )

Hvad forfis sprak angar, synes deri intet bemddande att undvika
onddiga fremmande ord och termer; vi vilja blott exempelvis omnimna,
att forf. begagnar orden: differens, valor, expression, finit, infinit-etc.
ehurn vart modersmil eger fullt motsvariga ord for dessa begrepp sa-
som: skilnad, virde, uttryck, 4ndlig, oéndlig etc.

Vi afsluta hiirmed var granskning, for att den ej ma blifva allt-
for lang. ‘

Forf. har stallt sig ett stort och #delt mal fore: det att bereda var
Svenska studerande ungdom - en #ndamalsenlig lirobok i elementerna af
algebraiska analysen och differentialkalkylen.” Att forf. ej 1atit afskriicka
sig af de motande svirigheter, som alltid uppstilla sig mot ett sidant
foretag, aro vi s3 villige som skyldige att hembira forf. var tacksamhet
for.  Synnerligen fortjenar det att riknas forf. till berom, att han astad-
kommit det forsta nagot utférligare originalarbete pd Svenska spraket
ofver den nimnda delen af matematiken samt -att han genom den lyck-
liga tanken att forena algebraisk analys och differentialkallkyl och lita den
ena af dem hjelpa den andra forstatt att inom en jemforelsevis trang
ram infatta mycket mer &n hvad med en annan uppstillning skulle
hafva 1atit sig gora. Men anglende det sitt, hvarpa forf. utarbetat de
enskilda delarne, maste vi pd grund af de méinga anmirkningar, vi nu
framstallt, falla det omdome, att forf. ej med all 6nskvird omsorg och
noggrannhet utfort, hvad han foresatt sig, utan att tvertom, beklag-
ligtvis, atskilligt 1 forfis larobok #r oklart, ofullstindigt eller t. o. m.
felaktigt, : ‘

M. FaLx.
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Anmilan af bocker.

GERNERTH, A. Funfstellige gemeine Logarithmen der Zahlen und
der Winkelfunctionen von 10 zu 10 Secunden nebst Proportionaltheilen
threr Differenzen von Aug. Gernerth. Wien 1866. Imperialoktav 120
sidor tabeller och 24 sidor text. Pris 2 rdr 75 ore.

Denna af lektor Phragmén i hans reseberittelse i Orebro laroverks-
program for ar 1863 fordelaktigt vitsordade tabell har foljande utmér-
kande goda egenskaper. .

1. Den 4r 5- och ej 7-siffrig. For de sammansatta ranteberdk-
ningar forekommande talen mellan 10000 och 10800 #ro dock logarit-
merna 6-siffriga.

9. Sista decimalen #foljes af en punkt om logaritmen #r exakt,
men #r genomskuren af ett horizontelt streck, om den ar for hog.

Gagnet af markering pa sista decimalen for att antyda, huruvida
den ar for hog eller ej, 4r tydlig. Sa t. ex. om man vill finna log.
N2, Dlir demna = 0’3;’“3 » hvilket brék enligt vanligt bruk blir = 0,103,
men enligh denna tabell rigtigare == 0,15051, emedan sista decimalen i
0,30301 hir #r genomstruken. Vid logaritmer med 5 decimaler &r vig-
ten af markering pd sista decimalen innu vigtigare in vid dem med 7, .
emedan ett fel utgtrande en viss brékdel af den femte decimalen &r
storre #n ett fel utgorande samma brakdel i den 7:de decimalen. Ski-
let till att Gernerth satt strecket igenom siffran i st. f. ofver eller un-
der densamma . ir, att erfavenheten visat, att vid stereotypering kanten
af stilen ofta blifvit si nott, att strecket forsvunnit.

3. Vertikalkolumnernas antal &r hir 11, d& andra tabeller ha 10.
Ofverskriften i Gernerths tabeller &r niml.:

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,

Genom anordningen att ha en vertikalkolumn med ofverskriften 10
blir den sista logaritmen i en rad lika med den forsta logaritmen i den
foljande raden. P32 detta sitt underlittas subtraktionen, da man vill
soka skilnaden mellan logaritmen for ett tal i tabellen, hvilket slutas
pd noll; och logaritmen for det nirmast foregiende talet.

4. Den trigonometriska tabellen innehaller logaritmerna for hvar
10:de sekund, d& devemot andra 5-siffriga tabeller ha dem blott for
hvar 80:de sekund eller for hvar minut. Harigenom uppgar hos Ged
nerth skilnaden mellan 2 pa hvarandra foljande logaritmer fran och mer

I3
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30 till och med 87° till endast 41, under det i andra dylika tabeller
uppgér . till 3 ghnger eller 6 ginger s& mycket. For att kunna val in-
: terpolera mellan logaritmerna for vinklar under 8° har utgifvaren nederst
pa hvarje sida af tallogaritmerna de bekanta, men ej lika mycket an-
vinda S- och T-tabellerna.

5. For att vid interpolering kunna fista afseende pd om sista
siffran i den ena af 2 pa hvarandra foljande logaritmer #r genomstruken
men i den andra ej, har forf. bland partes proportionales upptagit som
skilnad mellan 2 pd hvarandra foljande logaritmer skrifna sisom hela
tal ej allenast denna skilnad sidan den omedelbart visar sig, utan ock
samma skilnad okad eller minskad med 0,5. S3 t. ex. 4r skilnaden
mellan de pd hvarandra filjande logaritmerna 30103 (sista 8:an genom-
struken) och 80125 (5:an genomstruken) lika med 22, men skilnaden

mellan 80125 (5:an genomstruken) och 30146 (6:an e genomstruken)

= 21,5, Skilnaden mellan de pd hvarandra foljande logaritmerna 30168

(8:an genomstruken) och 30190 (nollan genomstruken) &r 21,5. Skilet .
hértill ir att enligh denna tabell dessa loga#itmer kunna lisas och skrif- -

vas pa foljande sitt. ,
30102750, 3012475, 3014625, 3016825, 3018975,
6. Forf. har pa 2 sidor upptagit en hjelptabell, formedelst hvilken

 man kan sjelf rékna ut de vanliga tallogaritmerna med 15 decimaler.

7. Slutligen har utgifvaren en tabell utvisande baglingder, en ut-
visande korderna for bdgarne och en for vissa konstanter.

Det torde bli svart att patriffa en tabell, der man som i denna
kan med minimwm af tid dstadkomma mazimum ¢ noggranhet” (ut-
gifvarens ord i foretalet).

Warberg i Augusti 1870.

F. w. H

Nya bocker.

SmiesTrOM, P. A. Samling af rikneexempel. Forsta hiftet, inne-
hallande 1100 exempel af de fyra riknesitten med hela tal. (Exemplen
till stor del hemtade ur Sveriges officiela statistik). Stockholm 1870.

GERHARDT, C. J. Der Sammlung des Pappus von Alexandrien l:es
und 8:es Buch griechisch und deutsch Halle 1871. 7 rdr 40 ore.

1
§
¥
1
§
4
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Satser,

losta i den skriftliga mogenhetsexamen v. t. 1870.* '

A) Af en elev vid Stockholms hogre elementarldroverk.

1. Att konstruera ett paralelltrapezium, dd dess ytinnehdll, af-
standet mellan de paralella sidorna och samtliga vinklarne dro gifna.

Gifvet: en yta ABCDE, en linie FG, samt fyra vinklar P, ¢,
R, S, hvilka #ro si beskaffade, att AP+ AQ = 180°, och
AR+ AS =180 (AQ> AP, AR> AS).

Sokes: ett paralleltrapezium, hvars yta #r = ABCDE, hvars
hojd #r = F@, och hvars fyra vinklar aro = AP, AQ, AR, AS.

Upplosning. Applicera till FG en rektangel FGHI, som #r
lika stor med figuren ABCDE; skir GF midtitu i 7 och HI i U.
Satt vid T mot TF en vinkel = A @ — 90°, och vid U mot UI en
vinkel = A §-—90° 1it den genom 7 dragna linien triffa HG i M
och FI i N, samt den genom U dragna linien G:H i X och FI i 0.
D& &r paralleltrapeziet MXON den sokta figuren.

Bevis. AQ—90° = AFTN = AONM—90°%
derfore

ANQ = NONDM.

AP+ AN@Q = 180° = AONM + ANMX;
derfore _
AP = ANMX.

Pa samma sitt bevisas, att
AR = AMX0O,och AS = AXON.
Vidare dr tydligen
4NFT — 4 MTG,

och
40UI = 4 XUH,
samb
figuren GHUONT = figuren GHUONT;
derfore
- rektangeln GHIF = figuren MXON."
en

rektangeln GHIF = figuren ABCDE,

* Jir arg. 1870, sid. 141,
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derfore
paralleltrapeziet MXON = figuren ABCDE.

Séledes uppfyller paralleltrapeziet alla begirda egenskaper, da dfven
F@G tydligen ar = dess hojd, h.s. g o. b.

Aom. 1. Om AP = AQ=290 ellerom AR= AS§=90°,
sammanfaller MN eller OX med FG eller HI, och, om bada fallen
pa samma gang intraffa, ofvergir paralleltrapeziet till en rektangel.
Om AP = AS, ofvergdr paralleltrapeziet till en parallelogram.

Anm. 2 Om ABCDE=7Y,FG=h, AP=a, 1 R=§,
sa blir

h h
MN = ge» X0 =555

2Y + 72 (Cot « + Cot §)

MX = % ;
samt .
2Y — 42 (C
N0 — h (Q;Za + Cot ﬂ)

Vi finna hiraf, att om )
2Y = k?(Cot « + Cot 8),

NO = lika med noll , & v. v. IV och O sammanfalla, samt paralleltra-
peziet ofvergar till en triangel. Om deremot

2Y < 2*(Cot e+ Cot 8), |

skéra linierna hvarandra inom rektangeln, och problemet &r omdjligt.-

2. Twi koncentriska cirklar dro gifna. I den stirre skall en
korda dragas sd, att hon af den mindre cirkelns perifers delas ¢ tre
lika stora delar.

Denna sats ér tydligen endast ett enskildt fall af foljande:

T koncentriska cirklar dro gifna. = Att ¢ den storre draga en
korda sd, aft den del, som ligger inom den wmindre cirkeln blir

1
” af hela kordan.

Gifvet: tvd koncentriska cirklar, hvilkas gemensamma medel-
punkt &r O.

Begares: atht i den stérre draga en korda s3, att den del, som

. . . . L1
ligger inom den mindre cirkeln, blir 7 af hela kordan.
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Upplésning. Drag fran O en linie efter behag, hvilken skir
den mindre cirkeln i P och den storre i S, samb utdragen den mindre
Py } ST, samt
inpassa BC frin S mot den mindre cirkelns periferi, hvilken den triffar
i P'. Drag ut S, till dess den &nyo skir den storre cirkeln i ¥ och
den mindre i U. Da #r SV den stkta kordan.

anyo i 7. Tag medelproportionalen BC mellan* SP och =

. n—1 n—1 y
Bevis. (SP)*= (BC)*= n_-l-'l"ST' SP=m.SU. SP

derfore

n—1
§P=4y1 50
eller -
1
2L osP = sU,
och
SP = Sp/,

derfore genom subtraktion

2
m.SP’=P‘U,

eller
28P = (m—-1)PU, "
och
“PU=PU,
derfore )
28P + PU=nPU; _
men :
28P + PU =8P + PU+ UV =8V,
derfore
SV =aPU,
eller . '
ﬁSV=- PU, ‘
h s g.o b

Anm. 1. Om i denna sats » sittes 3, blir BC medelproportiona-

3—1_ . 1
len SP och ‘S—j‘_TSI 2ST.

Anm 2. I det fall, da » ar=3 kan komstruktionen afven ut-
foras pa foljande siitt: »
Upprita pd OS 'en halfciikel, som skir den mindre cirkeln i G ;
drag SG och upprita. derpa en halfcirkel; om i denna frin & en linie
1
SM =3 S8G inpassas, si & GM = den del af kordan, som ligger

inom den mindre cirkeln,
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Anm. 3. Om S0 =R,0P=r,
58 blir

S'V= 27!: 'n— (Rz 1),
n—1

=n— lv'n+1(R —7%,
SP = UV=\/— (R2—1?),

5. Atlt upprita en triangel, dé basen, skilnaden och forhallandet
mellan de bida andra sidorna dro gifna.

Gifvet: fyra linier m, n, AB, CD.(m> n).
Begires: att pa CD sisom bas upprita en triangel s, att sidorna
forhalla sig till hvarandra som m:n och si, att deras skilnad 4r = AB.

Upplﬁsning, Tag fjerde proportionalen EF' till (m—mn), n och
AB. Upprita pa CD en triangel, hvars sidor iro EF, EF + AB.
Lét denna triangel vara CDG. Di ir CGD den sokta tnangeln

Bevis. (m—n):n=AB: EF
derfore :
m:n= (4B + EF): EF;
men
4B + EF = (G, EF = D@,
derfore
m:n=CG: DG,
och .
CG —FEF = AB,
. h.s. g. 0. b.
Anm. Om AB=4d, (D =a,
sa blir i
md
Do =1, ca =,
_ & + 95— (n—n)?
Cos G = 2mnd? ?
__B(m+n)+a’(m—n)
Cos C = omad ,
. — -2
Cos D = = Hom—m) —d(m + n)

2nad
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B) Af en yngling (G. F. E—x) vid Orebro hGgré
elementarliroverk.

3. Bevisa, att, om man % en quadrat at samma led forenar
hvarje sidas ena dndpunkt med midtpunkten pa néirliggande sida, sa
uppstir en ny quadrat, hvars yla dr % af den gifra quadratens yta.

L&t ABCD vara den uppgifna qvadraten. Om jag di fran vinkel-
spetsarne 4, B, C, D till sidornas midtpunkter G, H, E, F dra-
ger rita linier AMNG, BNOH, COLE, DLMF',, skall figuren LMNO
blifva en gvadrat, som &r == %+ ABCD.

Bevis. FB//och=DIH, alltst FD //och = BH.

AE [/ och = CG, alltsa AG //och = EC. Fig. LMNO i#r derfor
en parallelogram.
AABG=dDAF, allisi N FAM — A ADF;

A AFD ar gemensam for 44 FAM och ADF,
ADAF = A AMF = A LMN.

A DAF #r rit, alltsd blir parallelogrammen LMNO en rektangel.
Eftersom

men

alltsa

DF /| BH och AG ]/ EC,

blir .
AM: MN = AF:F¥B och BN: NO = BG:GC;
men
AF:FB= BG:GC;
alltsd

AM:MN = BN:NO.
ADM och BN iro lika stora, emedan 4 AFM ~ BGN.

MN blir saledes = NO och rektangeln LMNO en gvadrat.
Eftersom

A ANB ar rit,
blir
AB qv. == AN qv.+ BN qv.
" AN qv. =4 DMN qv., emedan AN — 2MN,
oc

BN qv. = MN qv., emedan BN = MN.
Alltsi blir
5 x qvadraten LMNO = qvadraten ABCD

' qvadraten LMNO af qvadraten ABCD,
~ b.’

och

1

s
8.

h
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6. Tvi parallela linier skivas of en tredje. Konstruera en cir-
kel, som tangerar hvardera af dessa tre linder.

Lat AB skira de parallela linierna AD och BC. Det begires di
- att-upprita en cirkel, som tangerar alla tre linierna.

Skir A A DAB och ABC midt itu och drag ifrdn punkten F,
der delningslinierna rakas, vinkelriita linier till D, E och C. Jag skall
da bevisa, att F' &r medelpunkten till den begirda cirkeln.

Bevis. Eftersom AF #r gemensam, A A FAF och DAF gjorda
lika stora och A AAEF och ADF' hvardera en rat, sa bli 44 AEF
och ADF kongruenta, och sidan FE =sid. F'D. Af samma orsak
blir FE= FC. Om man derfor tager }' till medelpunkt och inritar
en cirkel, hvars periferi gr genom endera af punkterna D, E, C, si
maste den ock ga genom de &friga och tangera de tre glfna hmerna,
h. s. g

Anm. Naturligtvis kan annu en lika stor cirkel uppritas pi andra
sidan om AB.

C) Af en yngling (F. G—u) vid Orebro hogre
elementarliroverk.

4. Inskrif © en gifven triangel en_annan pi samma gang Likbent
och ritvinklig, sa att dess hypotenusa blu vinkelrdt mot den gifna
triangelns. bas.

Lat ABC vara den gifna triangeln. Drag frdn 4 mot BC en vin-
kelydt linie 4D!  Gor DE = AD, sammanbind 4 med ¥, dela AE
midt itu i F, drag FC, som skir 4B i G, drag HGK parallel med
AE, KL [{ AD och sammanbind G med L. Jag pastdr da, att KGL
ar den begirda .

Ty eftersom AFE #r// HK och AD // KL, sa #ro 44 AED och
KLH likformiga. Alltsd ar A KLH en vit, HKL =1 rit n. KL
och LH bli lika stora. Men .

I4:FC = KG:GC;
FC:FE=GC:GH;
alltsd FA:FE=KG:GH;
alltsd bli KG och GH lika stora.
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A4KGL och GLH Dbli kongruenta, alltsa A KGE=en rit A,
GLK =1 rit A, GK= GL. Siledes &r 4KGL den begalda tri-
angeln, h. s. g.
Problemet #r omdjligt, om A ABC #r < } rit eller » ¥ rit.
(Hérefter har liraren tillagt orden: ¢Saledes kunna understundom,
ifven i stringare mening, tva trianglar, sadana som den begirda, in-
skrifvas i en gifven triangel ©.)

D) Af en yngling (C. E. F—a) vid Orebro hdgre
elementarliroverk.

7. Tvenme icke koncentriska cirklar dro gifna. . Att upprita en
ny cirkel si, att den tangerar de bida. gifna och har en gifven radie.

Cirklarne CDP och EFQ iro gifna. Det bégires att upprita en
cirkel, som tangerar dessa bada och har AB till radie. .

Drag en radie i hvardera cirkeln och forling dem med AB och
upprita med dessa sammansatta linier till radier 2 nya cirklar med samma
medelpunkt som de forra. Sammanbind deras skarmngspunkt L med
med medelpunkterna O och 0.

D4 blir OL = OG; 0D #r = 0C; alltsa blir DL = CG — AB.

.Pa samma sitt bevisas att EL ir= AB. Om d& L tages till
medelpunkt for en cirkel, hvais periferi gir genom E, maste den &f-
ven ga genom D och i dessa punkter tangera cirklarne.

Anm. For att problemet i detta fall skall vara mojligt, maste
dubbla linien 4B vara storre in eller lika med den del af linien 00,
som ligger utom bada cirklarne. I forra fallet. ﬁnnas 2 sadane cirklar
med sina medelpunkter i I och M.

Ligger deremot den ena cirkelu CF helt inom den andra E'G, gif-
ves &fven 2 cirklar, ifall den gifna radien <3 EC, men> i FG.
{Anm. B, C, 0,0, F och G ligga alla pi en och samma rita linie).
Ar den = } EC eller £ FG@, gifves blott en; i ofriga fall ingen. Kon-
struktionen #r densamma, blott man af den storre cn‘kelns radle afskdr
den gifna.

- Tangerar den ene cirkeln den andre 1nnant111 tangeras de bada i
deras egen tangermgspunkt af tvi andra och kunna dessutom liksom i
forra fallet tangeras af tva andra, som tangera..sasom i forra fallet
den ena cirkeln innantill, den andra ufantill.
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Skiira de hvarandra, kunna de efter olika omstéindigheter .tangeras
af 2, 3, 4, b, 6, 7 eller 8 cirklar, af hvilka 2 tangera utantill och
de ofriga dels bada innantill, dels den ena innantill och den andra
utantill.

8. Tre rita linier dro gifna. At dela den ena af dem ¢ 3 de-
lar, si att den forsta delen forhdller sig tll den andra, som den an-
dra il den tredje och som den andra gifna linien &Il den tredje gifna.

Linierna 4, B och C #ro gifna. Det begires att dela A i tre
sadana delar @, & och ¢, att
a:b=>b:c=B:C.
Sok pd vanligt sitt tredje proportionalen till C och B, 13t vara M;
och skiir sedan A4 i delarne a, b och ¢ proportionelt mot M, B och C.
Eftersom da
a:b=M:B
och
M:B=B:C,
a:b—=B:C=b:c.
Alltsd #r afven A skuren i det forhdllande som begirdes.

dr afven

E) Af hufvudldraren i matematik vid Orebro elementar-
! laroverk. *

Sats 35. (Sid. 143, &rg. 1870). “Eit wr, hvars pendels redu-
cerade lingd dr 3.3 fot vid fryspunkten, gér ritt vid denna tempera-
tur.  Huru mycket drar sig uret pd dygnet, om temperaturen hela
tiden dr + 20° C.

Anm. Pendelimmets lingdutvigdningstal for 1° C. ir 0,00001; pen-
deln behandlas vid berikningen sasom enkel enligt formeln

1
== 7’

* Vi kunna ej neka oss nijet att infora den eleganta ldsning, som
denne ldrare meddelat i sin granskning af en elevs skriftliga arbete vid
mogenhets-skrifningen.

g antages till 33 fot <.
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Lét n, ¢, I beteckna antalet oscillationer pa ett dygn, tiden for en
oscillation och reducerade pendellingden vid 0°, samt n,, #, 1, ... vid 20°
samt x det antal sekunder, uret vid 20 grader utvisar sisom under

dygnet forflutna.
Af

86400::1)’:%:%,=t,:t:\/Z:\/Z:\/1?6oT)§:1

86409— 86391
«/ Toooz 126+

erhalles

Uret drar sig saledes 8,64 sekunder efter pa ett dygn.

Anm. Virdena p3 ! och g behsfva siledes ej vid berikningen
anvindas.

Satser,

gifna i skriftliga mogenhetsexamen v. t. 1870.

For . latinlinien..

. 1. Bevisa, att i en likbent triangel basens andpunkter ligga pd lika
afstand fran sina motstdende sidor.

2. En vinkel i en triangel dr rit, spetsig eller trubbig, allteftersom den
linie, hvilken forenar vinkelspetsen med motstdende sidas midtpunkt, ér lika
med, storre eller mindre, dn hilften af denna sida.

J.  Att upprita en triangel, dd man kinner dess ena hijd samt forhal-
landet mellan dess sidor.

4. Om © en réitvinklig triangel en af de spetsiga vinklarne ér dubbelt
sa stor, som den andra, sd dr hypotenusan dubbelt sa stor som triangelns
minsta sida. .

5. Tre cirklar och en determinerad linie iro gifna. Dela den gifna
linien < tre delar, hvilka jforhdlla sig tll hvarandra som cirklarnes areor!

6. En liksidig triangel dr gifven.. Att upprita en cirkel sd, ait de af
triangelns sidor afskurna kordorna é&ro sidor © en © cirkeln inskrifven regulier
sexhdrning.

7. At genom en gifven punkt ligga en cirkel si, att den tangerar 2
gifha rita linder.

8. Att till en cirkel draga en tangent, som gor en gifven vinkel med
en gifven rit linte.
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9. Det finnes 2 tal, hvilka forkdlla sig till hvarandra som 3:5 och
kvillkas quadrater adderade gora 1666. Hvilka iro dessa tal?

10.. Tre man skola tillsammans grifva ett dike af 1200, famnars lingd.
Den ene kan grifoa 70 fomnar pa 5 dagar, den andre 80 famnar pa 6

“dagar och den tredje 90 famnar pd 7 dagar. Huru linge skola de arbeta

tillsammans for att f& diket firdigt?

11.  Fsrhillandet mellan omkretsen och dzametern i en cirkel angifves
ganska noga genom ett sdlunda beskajfadt brak: tiljare ock ndmnare dro tre-
siffriga; de bdda sista siffrorna i tiljaren éro lika; de bdda férsta siffrorna
& ndmnaren éro lika; forsta siffran ¢ tiljaren dr lika med den sista 1 nim-
naren; summan of alla téljarens siffror ér 13; summan af alla nimnarens
siffror dr 5; summan of tiljaren och det tal, som bildas af nimnarens siff-
ror, tagna ¢ omvdnd ordning, dr 666. Huvilket dr brdket?

12. Ytan of en rektangel dr 25 qu.-tum, omkretsen dr 22 tum. Huru
stora dro sidorna?

13. En cirkel, hvars radie dr 8 tum, tangeras wiantill af 10 mindre,
men sinsemellan lika stora cirklar, af hvilka hvar och en tangeras utantill af
de bdada nirmast liggande. Huru stor ir radien ¢ hvar och en af dem?

14. Dela talet 36 i tre sddana delar, att summan of deras quadrater
gbr 464 och en del §fverskjuter en annan med 4.

15. Finnes ndagot vérde pd xz, som satigﬁérar equationen

a-+ \/ o + 22 = ax?

For reallinien.

16. Summan af afstindet fran en punkt pa basen i en likbent triangel
till de tvd andra sidorna fordndras icke med punktens lige.

" 17.  Att omkring en gifven cirkel omskrifva  en parallelogram, hvilkens
area har en gifven storlek.

18. Hgjderna AA,, BB,, CC,- i triangeln ABC, hvilken som helst,
dro bissectricer till vinklarne i triangeln A, B, C,. )

19. I en triangel dr hvarje median, d. v. s. rédta linte, som forenar en
vinkelspets med midten af motstdende sida, mindre dn halfva summan af de
bada sidor, som utgd frin samma vinkelspets, och storre dn hilften af denna
summas §fverskott Ofver den tredje sidan.

20. Att i en gifven rekiangel inskrifva en annan rekiangel, likformig
med en gifven.

21.  Aut upprita tre lka stora cirklar, som utantill tangera ]warandm
tvd ock tvd och innantill tangera en gifven cirkel.

22. En kon ock en cylinder std pa samma bas. Konens hijd ar dub-
belt sd stor som cylinderns. Huru forhdalla sig baserna il hvarandra ¢ den
genom cylinderns andra bas stympade konen?
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23. En andra grads egvation af formen:
2+ ar+2a=10
har sin ena rot = 6. Huilken &r equationen och hvilken &r den andra
roten? ) ;

24. En legering innehdller 8 delar koppar och 2 delar zink; en annan

4 delar koppar och 6 delar zink. Huru mycket bor man taga af hvardera
Iegermgen Jor att dstadkomma 12 B vanlig messing, d. v. s..en ]egermg,
som innehaller 7 delar koppar och 3 delar zink?

25. En seric, som bestdr af endast positiva termer, ér sd beskaffad,
att summan af tvd pd hvarandra fSliande termer, hvilka som helst, forhdller
sig tll den forste bland dem, som denne term forhdller sig il den andre.
Seriens forste term éar 1. Huru stor dr summan af oéndligi mdnga termer i
serten ?

26. Man vill af messing forfirdige en sats vigter, s att 1 B bl1 ver
en solid och 1 fot hig cylinder, 2 B en lika hig men thdlig och i bida dn-
darne Gppen cylinder, hvari den forre kan inpassas, 3 B en pd samma sitt
beskaffud cylinder, hvari den firegdende kan inpassas o. s, v. Gif formlerna

Jor berikning af dimensionerna pd en vigt af r B, och berikna enligt dem

dimensionerna pé en vigt of 16 B.

Messingens sp.-vigt = 8,61. * Vigten af 1 kub.-fot vatten = 61,522 B.

27.. En rund stock dr 30 fot ling, 1 fot ¢ diameter i den ena och 7
tum vid den andra dndan; pd hvilket afstind fran den smalare dndan bor
den afsagas, for att blifva delad midt itu?

28. Bestim tvinne sddana tal, att deras summa, deras produkt och
skilnaden mellan deras quadrater dro lika stora.

29. Uti en plan triangel dro 2 vinklar Lka med 1300 20" och 15° 45'
samt mellantiggande sidan 25 fot; huru stora éro de emot de ndmnda vin-
klarne stdende sidorna?

80. Tvinne elektriska strommar leddes genom hvar sin of de bdda

sinsemellan Lika och kring ringen pd en tangentbussol lindade trgdarne. Nér

rikiningen for de bida strémmarne var densamma, erhills 40° sdsom utslags-
vinkel hos bussolens ndl; leddes strommarne i motsatta rikiningar, minskades
vinkeln med 10° Huru forkillo sig stromstyrkorna till hvarandra?

81. Den ena wviggen hos ett med vitska fyldt kirl dr vertikal och
utgires. af en rektanguldr yla, som genom tvd diagonaler antages vara delad
i fyra delar. I hvilka forhallanden sté vitsketrycken pd de sirskilda trian-
gelytorna till hvarandra? -

32. Frdan en och samma punkt falla under lika ldnga tider tvénne par-
tiklar, den ena lings lodlinien, den andra lings ett lutande plan af gifven -




“96 - a¥D, IV, SATSER.

lutning mot horizonten.  Bestém forkdllandet mellan de bdda tillryggalagda
viglingderna, samt gif en geometrisk tolkning of svaret. '

33, Till hvilken temperatur, enligt Fahrenheits thermometer, mdste
en luftmassa afkylas, hvars ursprungliga volym vid 50° Cels. ochk 25 tums
tryck édr & kub.ofot, for att hon efter afkylningen md, ehuru trycket dkats
med 2 tum, intaga blott £ of sin ursprungliga volym?

Luftens utvidgningskoeff. dr enligt Cels. therm. 0,00367.

34. Ett glaskirl med lodrita viggar &r fyldt med vatten och stir pd
kanten af ett fensterbride. Huru hogt Gfver horizonten mdste solen befinna
sig, for att mot vattenytan fallande solstrélarne skola efter brytningen triffa
golfvet under en vinkel af 7§°?

Vi antaga dervid, att den vigg hos kérlet, hvilken ljusstrdlarne skola
genomgd , dr vinkelrit mot det vertikalplan, hvari strdlarne réra sig; att gla-
sets brytning ¢f medtages © berikningen och vattnets brytningsindex dr %.

35. Huvilken lutning bér ett hustak hafva for att regnet skall rinna af
pa mijligast korta tid?

36. En gas ir inpressad i ett kirl, hvars volym dr V cubikfot. Ien
& kirlet anbragt Sppen quicksilfvermanometer dr hojdskilnaden h tum; baro-
metern visar B tum. Kirlet har ett med kran jforsedt utstrémningsrir, och
omkring detta &r halsen af en storre och yiterst mjuk, lufttom gummibldsa
Sastknuten.  Till Rkvilken volym sviller denna bldsa ut, nir kranen dppnats
och hjden h minskats, sd att hon i berikningen kan anses = 0.?

RATTELSER:
Sid. 150 rad. 14 nedifr. star: vara = O, las: vara = QO*
,» 160 sista raden ,» noten **under sid. 156, ,, noten under
sid. 157.
» 161 rad. b nedifr. , (r—p')? » (e—e)?

Planch. III. Fig. 1. Nedersta sidan af 5-horningen 4BC' skall vara
signerad med BB'.
Fig. 4. 1 anteckningen derunder star: 74 = 7b,
lis: T4 = TB.
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AFDELNING L

Svenska aritmetikens historia.
Af F. W. HULTMAN.
(Forts. fr. sid. 12).

11. NirLs Bubppxus. *

Buddei aritmetiska afhandlingar 4ro féljande 5.

1. »Gymnasma arithmeticum de computatione numerorum
integrorum» (om rikning med hela tal),

2. »Gymnasma arithmeticum fractionum doctrinam exhi-
bens» (ldran om brak),

3. »Gymnasma arithmeticum de computatione comparata»
(aritmetiska och geometriska serier, regula de
tri m. m.),

4. »Gymnasma arithmeticum de extractione radicum»)
(om utdragning af gqvadrat- och kubikrstter),

5. »Gymnasma arithmeticum logistice epitomen exhi-
bens» (= logistica astronomica, rikning i ett tal-
system der 60 4r bas). Strengniis 1646.

* Ur "Blad wr Orebro skolas dldsta historia” , utgifne af lektor

Karlsson och tryckte i Karol. Kiroverkets arsprogram 1871 meddela vi
foljande biografiska underrattelser.

’ Nils Svensson Buddeus Nericiensis, den tolfte af Orebro skolas rek-

torer, var fodd 1595 i Linghro socken vid Orebro; borjade sina studier

(i
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Buddaus skrifver kort och nyktert, ehurn néstan knapp-
handigt, s& att arbetet ej &r passande som ldrobok. Det
dr mera lampligt for att fa4 en ofversigt af aritmetikens
delar med dithérande regler, belyste med nagra fa exempel.

vid 7 ars alder i Orebro skola, och har afven studerat i Westerhs. Blef
prestvigd i Strengnis 1623, skolans konrektor derstides 1624 samt
extraordinarie professor (lektor) i retorik och grekiska spraket vid Streng-
nis kollegium 1627. Reste derefter utomlands och besvkte akademi-
ernag i Jena, Giessen, Olmiitz och Basel. I Jena disputerade han De
Filio Dei 1632. 1 Basel egnade han sig at matematik och grekiska.
Aterkommen till Sverige efter en femarig utrikes vistelse, disputerade
han i Uppsala De Luce och De Methodo, samt promoverades till ma-
gister 1633, blef rektor i Orebro 1635. I foljd deraf att vederborande
egenmaktigt togo och till kyrkan anvinde ett till skollararens underhall
anslaget testamente, kom han i hiftig tvist med Orebro borgmastare
och rad samt bestraffade deras orittradighet i en predikan palmsénda-
gen 1637, hvilket &nnu mer tkade oenigheten. - Han trifdes derfor icke
hir, utan lemnade Orebro omkr. 1688. Blef 1645 lektor i matematik i
Strengnds, hvilken syssla han bestridde i 4 ar. Sedan han under de
tre foljande aren forestdtt grekiska lektiomen, blef han sdsom theologie
lektor primarius prost och kyrkoherde i Ofver-Sels 1652. — Buddzus
var besvirad af fallandesot, hvilken var orsaken till att han varen 1653,
da han skulle fara ofver sjon till sin forsamling, drunknade mellan
Stringnis och Ofver-Sels.

Hans matematiska skrifter #ro:

1) 5 afhandlingar i rikning (“gymnasmata arithmetica®), hvar och en utgor
8 sma oktavsidor, tryckta i Strengnis 1646.

2) 2 " i geometri (“gymnasmata geometrica), hvar och en ut-
gor 8 sma d:o, tryckta i Strengnis s. &.

3) 2 ” i geografi (“gymnasmata geographica¢), hvar och en ut-
gor 8 smd d:o, tryckta i Strengnis s. 2.

44 » i astronomi (“gymnasmata astronomica¢), af hvilka den

ena behandlar tidrikningen och upptager 80 sidor samt &r trycks
i Strengnis 1647.

Samtliga dessa finnas sammanforda i ett band under titeln:
“Gymnasmata mathematica a Nicolao Budde:o Nericiensi. Strengnesise
1647<. Arbetet finnes pi Rikshiblioteket i Stockholm och i Orebro liro-
verks bibliotek.
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Sa hir ser hans multiplikationstabell ut:

1
2 4
3 6 9
4 8 12 16
5 10 15 20 25
6 12 18 24 30 36
7 14 21 28 35 42 49
8 16 24 32 40 48 56 64
9 18 27 36 45 54 63 72 8.
Afven Buddmus har det ur Peter Lauremberg’s * ar-
bete hemtade exemplet om Fredrik II:s gidda.
Division definierar han som en upprepad subtraktion
af ett och samma tal.

Brak forenklar han genom att dividera téljare och
niamnare flere ganger efter hvarandra med limpliga tal, t. ex.
1134|5672 18921632(217|3
12 |756 |25 |8 |28 |47

Detta sitt att forenkla brak har forut anvindts endast
af Biork. Samtliga foregiende utgifvare af riknebocker
forenkla enligt metoden for stérsta gemensamma divisorn.

Det dr egentligen genom sin femte afhandling, logi-
stica sexagenaria eller astronomica, d. v. s. ridkning i ett
talsystem, der 60 dr bas som Buddzus &r intressant. Se
hir en kort redogorelse for denna rdkning.

Enheten kallar han hér for en grad (535 af en cirkel).
Enheterna af hogre ordning kallar han

sexagena prima = 60 grader, .
secunda = 60 sexagens prime (sextior af forsta
ovdningen),

29

* Peter Lauremberg citeras af Stjernhjelm i dennes astronomiska
funderingar. Han var astronom samt professor i matematik och fysik ’
i Hamburg. Blef sedan 1624 prof. i poesi i Rostock. Foddes derstides
1585 och dsd 1639. Han har skrifvit atskilliga astronomiska arbeten.
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sexagena tertia = 60 sexagena secunda (sextior af andra
ordningen),

i

0. 8, V.

Enheter af lagre ordningen kallar han scrupula eller
minuta, s& att
1 grad = 60 scrupula prima (skrupler eller minuter af forsta
ordningen),
1 scrupulum primum = 60 scrupula secunda (skrupler eller
minuter af andra ordningen),
1 » secundum = 60 scrupula tertia (skrupler eller
minuter af tredje ordningen),
0. 8. V.

Dessutom har han i vissa exempel en enhet, kallad

signum (tecken) = 30 grader.

Anm. Benimningarne grader och tecken &dro tagpna fran
astronomien. :

Foljande exempel
12" 13" 15" 22' 47 28° 23 24" 15"

utldses:

12 sextior af fjerde ordningen,

13 " » tredje,

15 ' ,, andra,

22 » ,, forsta,

4 tecken,

28 grader,

23 minuter af forsta,

24 » ,, andra,

15 ,,- ,, tredje ordningen.

Sasom exempel pad Buddei stil anfora vi hans redogo-
relse for multiplikation.

Multiplikations regel.

I. Hela mﬁltiplicerade wed hela gifva hela. Sa t. ex.
far man 45° genom multiplikation af 15° med 3°; likaledes

- gvkeads,

- e
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genom multiplikation af 9° med 7° erhalles 63°, d. v. s. en
sextia af forsta ordningen och 3°.

II. Hela multlpllcerade med skrupler gifva eruplex
Sé t. ex. frambringa 6° ginger 8 48.

III. Sextior af forsta och andra ordningen multiplicerade
med hvarandra gifva sextior af tredje ordningen. S& t. ex.
gora 5' ganger 4" 20",

Ex. Man skall multiplicera 21° 59 16" 40" med
19° 36.

Buddeeus utfor rdkningen salunda:

21° 59 16" 40"
19° 36
240"
9—36
35—24
12—36
1240
5—4
18—41
6—39

70 10° BT 50" 40" 0"

Vid division forfar Buddsus fullkomligt rigtigt, da han
sdger: »om skrupler divideras med andra skrupler som &ro
pa samma afstind fran den hela, uppkommer hela; men dro
de pa olika afstdnd, subtraheras divisorns karakter frin di-
videndens, och resten angifver qvotens karakter m. m.» —
Som vi erinra oss, var Biorcks divisions regel i detta fall
ej rigtig. .

Nagon decimalrikning eller algebra. finnes ej i Buddei
lirobok.

Buddwi arbete visar, att forf varit en lird och grund-
lig man.
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Satserna 19—R1 (F. W. Hultman), Ioste af student
O. I. STENBORG fran Haparanda.

19. Hanfor klotet AOBC till ett ratvinkligt axelsystem,
hvars origo dr horoet O, der a, b, och b, sammantriffa;
lit basytan BOC infalla pd X Y-planet och kantlinien OB
eller b, pa X-axeln. {

Den vinkel ¢, som sidoplanet OAB gor med basplanet {
OBC, bestimmes enligt sferiska trigonometrien genom formeln i

Cos ¢ = Cos AOC — Cos AOB . Cos BOC
Sin 40B . Sin BOC
Sedan vinkeln ¢ blifvit kind, erhiller man ldtt eqva-

tionerna pa pyramidens fyra begrinsningsplan. De blifva
for basytan BOC:

z2=0,
for ytan AOB:
y~zCotg =0,
for ytan AOC:
w‘-y Cot BOC + 2.

samt for ytan ABC:
by — & Cos BOC
b, Sin BOC Y

Cot BOC.Cos ¢ — Cot AOB
Sin ¢ -

0,

eqvationerna

a5, Sin AOB Sin BOCSin ¢ b, =0;

eller kortare:

z2=0,

y+qz=0,

z+pyY+qe=0,

Z+py+qz—0b =0.

Kalla koordinaterna till klotets medelpunkt f5r @, 8 och

7. Emedan klotets radie (= #) #r lika med medelptinktens
afstind fran hvart och ett af de 4 nimnda planen, har man
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_ . _ Brqr a+]925+‘92}" a+pft+qy—0b
p=y= s =
Nitvg: Nl+pi+q:  Ni+pi+qt
Da @, B och y hirur elimineras, finner man:
—271

NIt ptt gt =14 pt +¢2 +(pa—p)W14¢2 =4+ =05

r=

20. Emedan detta klot skall tangera samma ytor, som
det i foregaende problem afhandlade, men ytan z=0 pa
motsatta sidan, sa &r det klart, att medelpunktskoordina-
terna ', §, ', dfvensom radien 5, kunna bestimmas ur
samma formler, om blott man ist.f. » =y insétter ¢ = —y,

“emedan y" hidr dr negativt. Man har alltsa:

0 _ ,:ﬁ,"'q: a+}72t3+927 a""paﬁ’""%y""bi
N1+g? «/1+1z>2+g2 NT+p2+q?
Héraf erhalles:

b, .
'\/1—'50; +g~§_+(p2—}73)('\/1 +q; +Q1)“\/] ‘*‘ngg_‘;“fh *4s

- =

21. Klotets eqvation i ett ritvinkligt axelsystem &r
(=@ + (=) + (o= 1) = B2,

Medelpunktskoordinaterna o, 8, y éfvensom radien R
bestimmas af de fyra eqvationer, som erhallas genom att lata
denna eqvation satisfieras af koordinaterna for pyramidens
fyra spetsar O, B, C, A. Begagnar man samma axelsystem
och figur som i de bada foregéende satserna, sa blifva dessa
koordinater respektive:

z=0, a=b bCosBOC’ . 2=aCosAOB=g,

(y:O,),(y:O,),(J b, Sin BOC = y) (y=aSinAOBCosg)=y2).
z2=0 =0" 2=0 z= aSin AOBSing =2

‘Det forsta systemet (punkten 0) gifver:

o+ 2+ y? = R?,
hvilken eqvatmn subtraherad fran klotets eqvation lemnar som
eqvation pa klotet:

(o —20) + y(y—28)+ (s —27) = 0. ,
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Insittas i demna eqvation i st. f. 2, y, 2 punkten
B koordinater, finner man:

(XZ—Z‘.

Punkterna C* och A2 koordinater gifva:

ﬁ _ *"3’2'*'3/’“" b, xl y= "L'z 3/,+:‘/2:’/’(.'92 +.7/I)' b, (%y""‘v,."/ﬁ)"‘%xq“‘" y'z'z
2y 2 '

Vidare har man
R:Ja2+ﬁz+y2.

~Annan losning af satserna 19 och 20, lemnad af ;
F. W. HULTMAN. :

19. Kalla B, ytan af det sidoplan, hvars bas ir b,,
‘B2 bl 9 ” ” 62’
BS ” ” " 2 b3’
B, , af bottenplanet,
r radien i det inskrifna klotet,
h pyramidens hdjd mot bottenplanet B,.

Ténker man sig klotets medelpunkt sisom spets for fyra
pyramider, hvilka hafva pyramidens bottenplan och 3 sido-
plan till baser, och iakttager man, att summan af dessa fyra
pyramider &r lika med hela pyramiden, s& finner man sam-
bandet:

B,r By,r By;r B, Bk
3

T S S S

saledes
~ B,k
¢#Bl+B2+B3+B4_. N ¢ ) B

Virdena pa B,, B,, B,, B, kinna vi ur planime-
trien. Sa dr ¢, ex.

By = ~p(p-6,)(p-5,)(p-by) = +n/2, 6,+25,5,+2b, b,-b ' -b-b




AFD. L. LOSTA SATSER. 105

hvarest
2p =0, +0,+ 0.
Aterstdr att finna uttrycket pi .

For detta dndamil sammanbinda vi fotpunkten af % med
basens 3 spetsar genom linierna S, , &, och §. Vi er-
halla d& foljande samband:

St = h*—a},
S =h—alyp .« « . .« . . (2.
S =1n—al.

Allt inskranker sig till att finna ett samband mellan
S,, S,, S, och kiinda storheter.

Sitta vi ¢ = vinkeln mellan S, och S,

B= o S och Sy,
V= » I Sg och 82,
sa ar 82‘ 5 _pe
_ 2t ;—L
Cosa—————2S283 ,
_ St +8 -0
L
_8i+8i-0b3
T

Som nu tillika
a+f+y=2m
och saledes
Cosy = Cos (e + f8) = Cos & Cos §—Sin ¢ Sin 8,

erhalles, genom att i denna sista eqvation inféra de nyss
funna virdena p& Cosa, Cosf, Cosy och de deraf hir-
ledda virdena pa Sine och Sinp, efter verkstillda for-
enklingar:

b1b5(87+83)+ b105(87+87)+ 0303(S;+S5)-b{87-0,53-6385-63630;
-b3(87-83)(81 - 83)-85(S3- 87)(83-87)-63(S3-81)(83-87) = 0
Denna eqvation innehéller sambandet mellan en triangels tre
sidor &,, b,, b, och afstanden 8,, S,, S; fran en punkt
hvilken som helst i triangelns plan till dess 3 spetsar.
Inséitter man hér virdena pa 87, S}, §; ur (2) och
derefter loser eqvationen i afseende pa %, erhaller man;

(3)
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P 2 7,272 2 2 272 2 2\_7. %2 4 2 42 27272 72 2_ 2 2 2 2 2 2 2 2
7\@wvams“pi\umv,&»vum&n+qu+®m~vw?w+§uv;bna.|®m§w|®maw|~3-m®u v.ma» awvma_|Qwv|®w?&wuaﬁVA@mna«wvxw\wmgwlawv?wlawv Q
4B, (
Som vi se, dr expressionen under rotmérket i tdljaren alldeles densamma som hogra ledet af
eqvationen (3), om man der utbyter SY, S;, 8 mot a}, a}, a). Emedan for klotets volym

2
V giller likheten

LB,

SoETE T T e e e e e e e e . (49,
foljer att ofvanstaende langa rotuttryck &r lika med 12 gdnger pyramidens volym. For korthetens
skull sitta vi derfore i det foljande 12V i st. f. det langa rotuttrycket.

Infores i (1) virdet pa % ur (4), finna vi slutligen:
3V -
uﬂﬂ»@mﬂw@v‘
hvarest, sisom nyss 4r ndmndt, vérdet pd V finnes ur (4").

P

20. Antag, att man vill bestimma radien », till det klot, som tangerar pyramidens bas B,
utantill. Den egenskapen — att den gifna pyramiden &r lika med summan af de 3 pyramider, hvilka

hafva sina spetsar 1 klotets medelpunkt och till baser pyramidens sidoytor, om man fran denna

saumma borttager en pyramid, som till bas har den gifna pyramidens bas och till spets klotets medel-
punkt, — gifver eqvationen:

Biry  Byry Byry _ Bire Bk

3 3 3 3 3
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och saledes, pa grund af (4") foregéende sats,
3V
"“T B ¥B,+5,-B,
Pa samma sitt finnas virdena pa de tre dfriga radierna

P19 To5 T3

Genom jemforelse mellan viirdena pi dessa fyra radier
och det i foregdende sats funna vidrdet pa radien (r) af det
i pyramiden inskrifna klotet finner man:

11 1 1 2

—_ - — — —_ = =

PPy, Py T, T

sats 53 (C. F. Lindman), lost af KNUT WICKSELL.

Att geometriskt och trigonometriskt bestdmma en trian-
gel, dd man kdinner twd af hans sidor samt alt den enas

‘motstdende vinkel dr dubbelt sd stor som deras mellanliggande

vinkel.

Lat triangeln vara ABC der sidan AC = b och sidan
BC = a #ro bekanta och der A B dr =2AC. Vi for-
linga CB till D, si att BD blir = BA och sammanbinda °
D med 4.

Nudr BA=BD .. AD=3AABC=AC .. AD = a.

Vidare emedan AD &r gemensam och ADAB = AC
sa ir

CD:AD = AD: DB .. 4C=CD.DB.

For att upplosa problemet &r det tydligen tillrickligt att
finna D, hvilket nu litt sker silunda:

Sitt C4 i rit vinkel mot CB, skirs CB midt i tu i M
och drag, med M som medelpunkt, genom A en cirkel, som
skir CB utdragen i D. Nu ér AC'- MD- MC=CD.DB
(IL: 6), hvilket tydligen visar, att den erhallna punkten DD
dr den ritta.




108 AFD. I. LOSTA SATSER.

For att erhalla formeln for 4B = ¢, kunna vi begagna
oss af eqv. A0 = CD. DB, som omedelbart ger
DB =AB=c¢= 140" +a’-b),

hvarefter ytan, d& alla tre sidorna #ro kinda, pa vanligt
sitt kan beriknas.

Om vi gira a = b, s fs ¢ = g\/g —1), hvilket tyd-

ligen &r uttrycket pa basen i en likbent triangel, der hvar-
dera vinkeln vid basen 4r dubbelt si stor, som den vid
spetsen; eller uattrycket pa sidan-i en regulier 10-horning hén-
fordt till den omskrifpa cirkelns radie.

Sats 58 (E. Lundberg), lost af KNUT WICKSELL.

De rita linier, som sammanbinda en triangels vinkel-
spetsar med de punkier, der en triangels sidor tangeras af den
inskrifna cirkeln, rdkas ¢ en punkt.

Om D, E, F éro tangeringspunkterna for den i A ABC
inskrifna cirkeln sd maste, emedan tvd tangenter dragna frin
samma punkt till en cirkel dro lika stora, AD vara = AF,
BD = BE och CE=CF. Vi draga AE och CD hvilka
skidra hvarandra i O, nedfilla fran 4 och C, AP och (Q
vinkelritt mot BC och BA och frin O OM ock ON vin-
kelritt mot AP och CQ samt draga BO. Det bor nu be-
visas att BO triffar AC i F.

ACDB=1CQ.DB, ABOD=+NQ.BD. .ACOB={NC.BD.
Pa samma sitt dr
AAOB = t MA. BE.
Nu &r
BD = BE(Hyp.) .. AAOB: ACOB = MA: NC.
ACDA =£(Q.Q4

AODA =;NQ.DA .. ACOA=;CN.DA.

och
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Pa samma sitt ir
ACOA =AM . EC.
Saledes dr
CN.DA=AM.EC . AM:CN=DA:EC.
Foljaktligen &r
ABOA: ABOC = DA: EC.

Om vi utdraga BO och lata den skira AC{ S, sd #r det
paturligt (d& A COB: ACOF =BO:0F = ABOA: AOAF)
att

ABOC: ABOA = ABSC: ABS4 = C8:84.
SC: AS ar foljaktligen = CE:AD = CF: FA (Hyp.)
08:CA=CF:04 .. CS=CF.

F och 8 sammanfalla da och linien BO gir fsljaktligen
genom F. H.s b. '

Satserna 211, 213 (C. B. 8. Cavallin), lésta af student
: C. F. LEMKE. '

211. Enligt sats 150 af Todbunters Geom. Ofningss,
(F. W. Hultman, 2:dra uppl.) foljer att:

2 2 2 2
a2+62=2[mc2+(2)] eller & b =m?+ L

{

2 2 0 4°
2 0\* a® +¢® b2
a®+¢* = 2[7»5 + (—2—> J eller 3 =m} + T

2 2 2 2
2 2 _ 2 a b* + ¢ @
b* + ¢ ——2[ma+<§)} eller 5 = my
Adderas eqvationerna, si blir:
2 2 2
a*+b* +¢* =mi+ml+m} + a—+b4 e
Multiplicera med 4 och man far:

3(a®+ 6% +¢*) + 4(m? +m, +m?).
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213. LAt ABC vara en liksidig A, A = hojden och
a = sidan i densamma.

Punkten D ligger antingen mellan AS tv& sidor for-
lingda bortom den tredje sidan, eller mellan dem forlingda
at deras skidrningspunkt till, eller pa sjelfva forlingningen af
ndgon sida. Kalla perpendiklarne mot de bada sidorna n
och 7, samt perpendikeln mot den tredje sidan n,, och man
finner att i l:sta hindelsen h=n+n -2,

2:dra ”» h=n,—(n+n),
3:dje » k= skilnaden mellan de bdda
perpendiklarne, som da uppkomma.

1l

Férsta hdandelsen.

Sammanbind D med AS tre spetsar.

Nu dr ytan af figuren ABCD = summan af A AS,
ABD och CBD, ytor. Tages AACD bort pi bida stil-
len, sa blir

AABC= AABD + ACBD—- A ACD
eller. pa annat sitt uttryckt: »
7ic_z:n,a e R
2 .2 2 2 v e T
hvilket skulle bevisas.
Samma koostraktion och bevis auvidndas ock vid de

andra héndelserna.

Satser af student C. F. LEMKE.
For 7:de klassens latinlinie eller 6:te klassens reallinie.

241, Tva cirklar tangera hvarandra inpantill, och deras
diametrar, dragne fran tangeringspunkten, hafva sina and-
punkter, den mindre i 4, den stérre i B. Dragas tangenter
till den mindre cirkeln genom A4 och B, sd att den forra
tangenten skidr den stdrre cirkeln 1 C, och den senare rakar
den mindre cirkelo 1 D och B sammanbindes med C, sa

ir BC = BD.

3
§
i
i
3
!
5
!
3
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242. Om man kring en triangel omskrifver en annan
genom att draga rita linier parallela med hvar sin midtel-
linie &t samma hall som dessa genom triangelns vinkelspet-
sar, sd dr den nybildade triangelos

a) sidor skurne i 3 lika stora delar af den andres spet-
sar och midtellinier, om dessa utdragas,

b) omkrets = 2 ginger summan af midttellinierna,

¢) ytan = 3 ganger den ursprungliga triangelns.

423. Om man fran en godtycklig punkt i en regulier
manghorning nedfiller perpendiklar mot alla sidorna, sa &r
aritmetiska mediet af alla dessa perpendiklars lingder = ra-
dien till den inskrifna cirkeln.

244. Visa att hojden i en liksidig triangel d&r = 3 gén-
ger radien till den inskrifna cirkeln och = 1% gang radien
till den omskrifne.

245., Att konstruera en triangel, da dess 3 midtellinier
dro gifne.

Satser af student C. B. S. CAVALLIN.

246. Bland alla trianglar, som stédja sina spetsar pa
tre gifna cirklar dr summan af qvadraterna pa alla sidorna
storst eller minst i de trianglar for hvilka de genom stodje-
spetsarne forldngda radierna skdra hvarandra i triangelns
tyngdpunkt.

247. Om e cirklar dro si beldgna, att en rit linie
hvilken som helst, som skdr tvd af dem, icke rakar den
tredje, s dr bland de trianglar, som stodja sina vinkelspet-
sar pad hvar och en af dessa cirklar den triangelns

a) yta ett minimum eller maximum for hvilken de ge-
nom stddjepunkterna ghende radierna eller deras forldngningar
blifva hojder i triangeln;

b) perimeter ett minimum eller maximum for hvilken de
genom stodjepunkterna giende radierna eller deras forlingnin-
gar blifva bissectricer till triangelns vinklar, -
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248. Om i en tetraeder summan af gvadraterna pa de
kanter, som motas i en spets, betecknas med S*, afstandet
mellan denna spets och motstaende grinsytas tyngdpunkt med
R, samt summan af qvadraterna pa denna grinsytas kanter
med S, sd &r

8* =3R*+38}.

249. Visa édfven att, om L* 4r summan af qvadraterna
pé de linier, som frin tyngdpunkten dragas till pyramidens
horn, sa dr

S=2L.

250. Visa att summan af qvadraterna pa de linier, som
fran nagon punkt dragas till hornen af en tetraeder dr minst
da punkten &r tetraederns tyngdpunkt.

251, *Att finna en sidan punkt, att summan af dess
afstind fran tre gifna punkter Gr ett minimum.

For det forsta &r tydligt, att den sokta punkten maste
ligga i samma plan som de gifna och for det andra, att den
icke kan vara beligen utom den triangel, som bestimmes af
de gifna punkterna.

Lat A, B och C utmérka de gifna punkterna samt P
den, som sokes.

Vi skola forst bevisa, att om P kan ligga inom A 4BC,
sa kunna icke de cirklar, som hafva respektive 4, B och C
till medelpunkter samt 4P, BP och COP till radier, skira
sidorna BC, AC och AB.

Ty antag t. ex. det vore mijligt, att cirkeln med A till
medelpunkt och AP till radie skure sidan BC i punkten P'.

Enligt antagandet maste da

AP+ BP+ CP<BC+ AP’

eller, emedan AP = AP, i

* Denna uppgift finnes 19st i Matematisk Tidskrift af Tychsen for

ar 1859 sid. 75 (af F. B.), sid. 170 af Thiele, samt for 1862 sid. 41
af Tychsen, samt i Todhunters Differential Calculus sid. 236.

et e §

I I

g
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PB + CP«< BC,
hvilket dr omdjligt.

Vi stodja var losning pa foljande kidnda teorem:

Om AB ir en determinerad rit linie, helt och ballet
beldgen utom en gifven cirkel, hvars medelpunkt &r O, och
C en punkt pa dess periferi, sd ir AC+ BC minimum, nér
OC delar AACB midt i tu, och C ligger alltid pa den
bage, som afskires af AO och BO, tagna determinerade.

Vi ofvergd da till losningen af det framstilda proble-
met och antaga forst, att P, om det &r mijligt, ligger inom
AABC. ' .

Om AP antages kand till sin storlek, s& maste enligt
det foregdende den cirkel, som har A4 till medelpunkt och
AP till radie, ligga utom BC och, enligt hjelpsatsen, pa den
bage, som AC och AB afskiira deraf, och tillika i den punkt,
for hvilken forlingningen af AP skir A BPC midt i tu.
Af likadana skidl maste forlangningarne af BP och PC skira
midt i tu A APC och A APB.

Betecknas de punkter, der AP, BP och CP skira si-
dorna BC, AC och AB, med e, § och y, har man sa-
lunda:

ABPe = ACPa= AAPy= NBPy= ACPf=AAPj
eller
ABPC =AAPC= AAPB = 120°.

Vi hafva saledes funnit, att P ligger inom A ABC sa
ofta det finnes nagon punkt, som uppfyller det sista vil-
koret.

Att detta vilkor alltid &r uppfyllt s& linge triangeln ar
spetsvinklig, blir tydligt deraf, att cirkelbagar uppritade indt
pa tvd sidor, t. ex. AB och AC, skira hvarandra. Okas
ABAC, s& nirmar sig skdrningspunkten mer och mer till
A och sammanfaller dermed, nir A BAC = 120°. Forsto-
ras A BAC utofver 120°, forlorar ofvanstdende losning sin
giltighet.

Vi sitta i detta fall ABAC = 120°+v, hijden mot
BC = h, och sidorna = a, b och ¢.

8

'
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Ar A BAC>120° maste P ligga pa triangelns perime-
ter, emedan uppgiften ir af den natur, att den alitid maste
ega en losning. Vi antaga att, om mdjligt, P ligger pa si-
dan BC. Det dr da tydligt, att, om detta vore fallet, P
ligger i fotpunkten af A,.

Enligt antagandet dr da

at+ha<b+e

eller
be Sin (120° + ) |

B+ ¢*~2b6Cos(120°+0) + :\/62+c’—2abCos(12O°+v)<b+a'

Qvadreras detta uttryck, si blir
b2 +¢* ~2be Cos (120° + v) + 25 ¢ Sin (120° + v)
5% ¢* Sin * (120° + v)

. A2 2
* bi+cz——2abCos(120°+v)<b o+ 280

eller ,
. be Sin * (120° +v)

0 0 1 PR

— Cos(120° +v)+ Sin(120 +v)+262_‘_c2 52k Cos(120°+v)<]’

hvilket &r ombjligt, endr ensamt

— Cos (120° + v) + Sin (120° + ) > 1 |

och siledes maste :
a+bha>b+c.

D& det nu hdrmed #r bevisadt, att P icke kan ligga
pd BC, s& aterstar att se till, om den ligger pA AB eller
AC. Hvilketdera antagande man &n gor, sa foljer, att P
sammanfaller med A.

For att berikna summan AP+ BP + CP, sa sitta vi

PA=1l,, PB=1 och PC=]|,.

Man far litt likheterna

L+l +ll=a®

BeleLl=0 . .. ..
B+l = o
och
4
zazb+zalc+zbzc=\/_%. C @,

hvarest A = ytan af AABC.
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Genom addition af likheterna (1) och en enkel reduktion
under begagnande af (2), erhilles
2,22 2 —
z,,+l;,+zc=\/‘i—‘i—z—J’-g +2/3A ... (3).
Vi skola nu gora nagra speciella antaganden.
Ar nigon af vinklarne t. ex. A =120°, sa blir

/3
A= b—c—;—§ och a® =0b%+¢*+be;
foljaktligen sasom sig bor:

L=a+0,
hvarest
L=lL+1+1.
For A =60 blir
L =nb*+c*+be.
*®  Sittes A= 90°, si fas

L=xb%+c*+bcl3.

252. Bland alla tetraedrar, som stédja sina hérn pd
hvart och ett af fyra gifna klot, ha de summan of quadra-
terna pd alla kanterna storst eller minst for hvilka de genom
stodjelidrnen forlingde radierna skdra hvarandra @ tetraederns
tyngdpunkt.

Vi skola forst bevisa ett par satser pa hvilka vi stodja
losningen af denna sats.

 Om en triangels spetsar utgores of midtpunkterna pé en
gffven triangels sidor, om vidare wuppritas en ny triangel,
hvars spetsar dro midipunkterna pd den nyssnimnda triangeln
och derpd, fortsatt ¢ odndlighet, nya trianglar bildas efter
samma lag, s@ dr limes jor n¥ triangeln ndr n vizer obe-
gransadt, en punkt, som sammanfaller med den ursprungliga
triangelns tyngdpunkt.

Det inses att den gifna triangeln har samma tyngdpunkt
som den forsta hirledda, emedan sidornas bissektricer i bada
sammanfalla; foljaktligen har ock den ursprungliga triangeln
samma tyngdpunkt som hvar och en af de 6friga hirledda.
Emedan nu en triangel alltid maste innesluta sin tyngdpunkt
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och for obegrinsadt vdxande » hvar och en af triangelns
sidor nidrma sig obegriinsadt niira en punkt, s maste folj-
aktligen i limes, =» = co, triangeln obegrinsadt nira sam-
manfalla med den ursprungliga triangelns tyngdpunkt.

I en telvaeder dr summan of qvac‘lratea'na pa tre fran
ett af hornen utgdende kanter lika med tre ganger quadraten
pa den linie, som forenar detta horn med motstiende sidans
tyngdpunkt tillsammmans med en tredjedel af summan of qua-
draterna pd samma grinsytas. kanter.

- Lat ABCD vara den gifna tetraedern, 4,, B, och C
midtpunkterna pa AB, AC och BC, samt 7 tyngdpunk-
terna till A ABC.

Enligt en kiind sats dr da

AD +BI) —EQ+A—§~, *
AD +CD =2B.D + ézg,
BD +CD =2CD 4%9,

alltsa
4B + AC + BO
4
eller, med anviéindande af ett kortare beteckningssitt
o 4B%AC+ BC

AD +BD+CD- A D+BD +CD +

4
Behandla vi nu den nya pyramiden DA, B, C; pi samma
sitt som den ursprungliga och iakttaga analoga beteckningar,
sa foljer att

R AB+.4C+BC’
S2o4- »

2
s ? 16

1

It

eller.1 allménhet

- AB+ AC+ BC
n 472 2

2

Sns

Il

hvadan slutligen
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AB'+ AT+ B—O’(l -
3 4n/"

For obegrinsadt vixande n sammanfalla, enligt ofvan
bevisade hjelpsats, 4,, B, och C, med 7, och foljaktigen &r
for denna grins A4,D = B,D = C,D = TD, och alltsa

—_2 2 — 2
S = 3'TD2+ AB +-4jl§6’+ BC ‘

S =8, +

Vi ofvergd d& till losningen af den forst framstilda
satsen.

L&t de gifna klotens medelpunkter betecknas med M,,
M,, M, och M,, tetraederns horn med H,, H,, H; och H,,
tyngdpunkterna till de mot hornen stiende grinsytorna med
7,, T,, T, cch 7,, summan af qvadraterna pi alla kan-
terna med S* samt summan af qvadraterna pa de kanter,
som mbotas i H, med 87.

- Vi antaga att H, H,H, har det lige, som denna
grinsyta intar d3 S* dr storst eller minst. S* har sa-
lunda nagot af sina grénsvdrden nér S? har sina eller pa

H.H, + HH, + L,H,
. 3 ’
ligt den andra af stodjesatserna, d. 4. pd samma gang som
T.H,, efter senare termen dr konstant. Men 7, H, har tydli-
gen sina grinsvirden da 7, H, gir genom J/,, saledes dfven
pa samma gang 8;.* Nu dro 7" H,, 7,H,, 7 H, och
7.H, de linier, som forena tetraederns hérn med motstaende
grinsytors tyngdpunkter och ga derfore, sdsom bekant ir,
genom tetraederns tyngdpunkt.

——— 2
samma gang som 3H, 7, +

en-

253. Om ¢ en pyramid, med fyrsidig plan bas, basens
diagonaler betecknas med D, och D,, den linie, som forenar
midtpunkterna af dessa diagonaler, med L, afstindetl frin
midipunkten pd denna foreningslinie och spetsen med R, samt
summan af quadraterna pd de kanter, som mdtas i spetsen
med S*, sd dr

* P4 samma sitt bevisas, att T3Hy, TuH, och T,H, gi genom
M,, M, och M,.
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S* =4R* +i(D}+ D)+ ..

Vi forutskicka foljande hjelpsats.

, Om en fyrkorning bildas genom férening af sidornas
midtpunkter © en gifven fyrhorning och en ny fyrhérning bil-
das pd samma  sitt ¢ den forsta hérledda, samt sedan fyr-
Lorningar danas efter samma lag, s sammanfaller © limes
den n¥ fyrhorninyen for obegrinsadt vizende n obegrdinsadt
ndra med midtpunkten pd den linie, som forenar diagonaler-
nas midipunkter < den wrsprungliga fyrhorningen.

Den forsta hirledda fyrhorningen &r sasom bekant en
‘parallelogram, hvars sidor &ro parallela med den ursprungliga
fyrhorningens diagonaler. Enligt sats 52 (I), bevisad argangen
1868 sidan 167, skdira hvarandra parallelogrammens diago-
naler pd midtpunkten af den linie, som ir foreningslinien mel-
lan den ursprungliga fyrhérningens diagonalers midtpunkter.
Hvarje foljande fyrhorning &r paturligtvis en parallelogram,
hvars diagonaler hafva samma skérningspunkt, som diagona-
lerna i den forsta hiirledda. Deraf filjer omedelbart sannin-
gen af den framstdlda satsen.

Vi ofvergd da till beviset for det forst framstilda teo-
remet,

LAat basens sidor betecknas med a, &, ¢ och d, de fran
midtpunkterna af dessa sidor till spetsen dragna linier med
e, fyy 9, och L, de kanter, som mbotas i spetsen, med e,
f> g och k&, midtpunkten pa den linie, som d#r foreningslinien
till midtpunkterna af basens diagonaler med Q, pyramidens
spets med P, midtpunkterna af basens sidor med B, F, G
och H, midtpunkterna af EF, FG, GH och HE med E,
F,, G, och H, , midtpunkterna af E, P,, F, G,, G, H,
och H, E, med E,, F,, G, och H, samt i allmidnhet midt-
punkterna af E, 1 F, 1, Fr 1Gry, G, 1H, 3 och H, 1 F,
med E,, F,, G, och H,. L&t dessutom M beteckna basen,
M, dess forsta hirledda fyrhorning och i allménhet M, dess n¥.

Man har enligt en kind sats

az 2

D 9 9 ) Z)
e* +f* = 2e} + 3 f‘+g‘=2f;f—2—,
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. 02 . d2
g +h*=2g git g Kue =2hi+
Genom addition af dessa likheter erhalles
(1 8 =8+ iK?,

hvarest 8} =e? +f2+g?+h? och K®:=a®>+0"+e¢®+d”.

Med anvindande af apnaloga beteckningar erhalles pa
samma sétt:

S} =8 +1 K}
och i allménhet
) Sos = S+ 4 K.

Med stod af (2) kan saledes (1) skrifvas
B) S =8 +iK'+1(K,+ K.+ K:+....+Kny).

Nu 4r i M, sidorna halfparten af diagonalerna i M,
och saledes &r, med iakttagande deraf att i en parallelogram
summan af qvadraterna pa diagonalerna ir lika med summan
af qvadraterna pa sidorna, ftir n> 1,

@) K; = 1K.,.
Med anvidndande af (4) of'vergar saledes (3) till

6) 8 =8, + 41K +%Kf(1+ % +;2 ;3 +.. +1,._2)

=8, + 'K+'K*1 ()"" s+ LK+ LK1 - (),

‘Nu dr for oandllgt vaxande n 1 limes, enligt ofvan be-
visade hjelpsats, PE, = PF, = PG, = PH, = R och sa-
ledes Sp = 4R", samt ()", for n = oo, i limes = 0.

(6) kan derfore skrifvas

S? =4R* ++K* + ;K}.

Enligt en kind sats &r K* = D} + D} +4L*, samt,
sasom litt inses, K} = (D} + D3}).

Med inforandet af dessa virden ofvergar (5) till
St=4R* (D2 +Di+4L*) (D} + D) +4R*+ (D3 + D)+ L.*.

Detta teorem giller dfven om pyramidens bas &r kon-
kav. For att visa dess anvindbarhet skola vi med stod
deraf 16sa nagra satser.

Vi begagna i det foljande samma beteckningar som forut.

Fyra punkter dro gifna i samma plan. Att finna orten
for de punkter, som dro sidane att summan af quadraterne
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pa deras afstind frin de gifna ‘punkterna dr en gifven qua-
drat N*.
Enhgt uppgiften har man omedelbart likheten
N?*.=4R*+ XD+ D)+ L?,
hvaraf R =iJN*-L*-i(D? + D3).

Orten 4r foljaktligen ett klot, som har @ till medelpunkt.
For uppgiftens mojlighet miste N*=L*+3(D} + D3).

Eit klot och fyra punkter, som ligga i samma plan dro
gifna; att finna de punkier pd Klotet, Iwilka dro sd beskaf-
fade att summan af quadraterna pd deras afstind frin de
gifna punkterna dr mazimum eller minimum.

Emedan S? endast varierar med PQ, s inses att PQ
bor hafva ett maximi- eller minimi-virde; saledes dro de
sokta punkterna de uti hvilka klotet skires da PQ gar ge-
nom dess medelpunkt.

En pyramid med fyrsidig plan bas dr gifven. Det be-
gdres att finna den punkt for hvilken summan af quadraterna
pd dess afstind frin pyramidens horn dr minimum.

Lat P, utmirka en punkt i rymden och V* summan
af qvadraterna pa afstinden derifran till basens horn.

D4 skall

—_—2
V? + PP, = minimum,
eller da maste

4P Q + PP = minioum ,
efter endast P,QQ och PP, variera.
Man inser derfore latt att P, bor ligga nagorstades pa

PQ. Sittes P,Q = 5 +d‘, . PP, = gR—&, sd fas

eqvationen
2 2
4(E+a) ¥ (ER - a) = min.  eller  R*+50° = min.,
57 5 5
. R 4
hvaraf ses att 0 bor vara =0, . P,Q= 5 och PP, =2

Den sokta punkten ligger siledes pa < af QP fran Q riknadt.
Den siokta minimisumman blir alltsd

SR KDY+ DY IR
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AFDELNING IL

Definita integraler af synektiska funktioner.
Af G. DILLNER.
(Forts. fr. sid. 70).

40. Vi ga nu att gora en tillimpning af formeln (54),

- hvarigenom vi bli i tillfille att l6sa den vigtiga fragan om

synektiska funktioners uwppdelning < faktorer.

De puankter, for hvilka en funktion f{z) blir 0 eller oo
eller, som &r detsamma, hvilka fixeras af rotterna till #(s)=0 -
eller ?%:) = 0, kallas resp. funktionens nollpunkter och odnd-
lighetspunkter eller med ett gemensamt namn fanktionens mdr-
kespunkter. o

Om en funktion #(z) eger inom en gifven cirkel P (fig.
10) mérkespunkterna @, . a,...aq, men &r for ofrigt synek-
tisk for hvarje punkt pa cirkelytan, och om vidare hvar och
en af dessa miirkespunkter dr sdsom medelpunkt omgifven af
en cirkel nog liten att icke innesluta eller berdra nagon af de
ofriges cirklar, si later funktionen eller dess inversa virde
for hvar och en af dessa sma cirklar utveckla sig efter den
Taylorska serien (jfr § 20), da alltsa:

l:o. Om o, ir en m-faldig rot till f(z) =0, sa fas
enligt § 25

fR@)=(F—ayyz . . . . . (66),
der y(2) dr en synektisk funktion, som hvarken blir O eller
co for nagon punkt pa den lilla cirkel, som omger a,; -

8*
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2:0. Om a, dr en m-faldig rot till 7 =0, si fas

pa samma sitt
1
?(z) = (z - a")m QP(Z) ’

der w(z) #r synektisk och hvarken blir O eller co for ni-
_gon punkt pa den lilla cirkel, som omger a,, eller annor-
lunda uttryckt:

&) = (e—a)y"yE) . . . . . (6T),

1
e
hvarken blir 0 eller o#indlig for den @, omgifvande lilla
cirkeln.

Om vi sammanfatta (66) och (67), sa kunna vi sitta,
om vi med g, utmérka ett positivt eller negativt helt tal:

J@) =(—a)y(z) . . . . . (68),
der sdledes (i, med siti muneriska virde anger mdngfaldighe-
ten af roten ar och for ofrigt dr pos. eller neg., allt efter
som a, dr en nollpunkt eller odndlighetspunkt hos jfunktio-
nen f(z)-

Talet u, kallas mirkespunktens a, inder. En nollpunkt
dr saledes en mérkespunkt med positiv index och en oidnd-
lighetspunkt en mérkespunkt med negativ index.

41. Genom att derivera likheten (68) erhalles

S2) = pr(z = ar)r =15 (2) + (z — ar)'r ¥/ (2) s
da foljaktligen

der y(z) sasom varande = Jikaledes ir synektisk och

SR _ s & (69),
J@)  z-a %) '
hvilken likhet saledes visar, att odndlighetspunkterna hos gquvo-
AR
ten 1) dro helt och hdllet sammanfallande med mdrkes-

@

punkterna hos funktionen f(z). .

42. Om vi enligt (54) utveckla %_z% for en konver-

gens cirkel P, inom hvilken f(z) har mérkespunkterna
ay, @ ...0p, s& erhilles, da @, sittes = 0:
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Fdz oY Floaz ]
BTG A C i}
15 [ r@ds
2‘752'::1 (w— z)f(z)J

Fyllnadstermen i denna serie kan med stod (69) trans-

formeras pa foljande sitt.
den q,

Enér yx(2) for hvarje punkt pa
omgifvande lilla cirkeln &r synektisk utan att bli 0

och di dess derivata foljaktligen dfven dr synektisk (jir § 18),

sa maste hvarje punktintegral vara 0
Gfr § 7), da alltsa:

Sy o [ s
ﬂi?%l (ﬁ—z% - 27T 721 ‘de¢)(z a) ',Z z-a -(71)

Likaledes fas for

1 [fea:_ 1 / Cwds
T 2mi] = (z—ay) (a,)g

#f(2)

27T 2

af formen i;&ldz
o /< 16

a,.>0 hvarje punktintegral af formen

Med begagnande af (T1) och (72) kan serien (70) sittas

under foljande form,
allt efter som 0 dr en rot till
ex. 2 och 3):

N z)dz r= 1’@(2
2—;;2/ zj(~ » e

+ (c23~

da pndmligen o utmirker talet 2
eller icke (jfr § 39,

@) =0

(2)d 2
N ON

fods 5ty
/) 2

= P

1 fre,
327?5 22 f(z ) ‘Z (a;
1 ;7_3'(2) dz
2°/(2)

+ o
o 3
2

271,

eller 1,

(73),

i

.. (12).

(7).
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43. Genom att integrera likheten (73)fran =, till @ fas:

X

f(‘z) f 7‘ -F TGy .
log Sdax + urlog - +2kmz.. (715),
j( 0) Zo :-,1 —ar ( )

der sista termen utmirker den vid integrationen intrddande
perioden, beroende af den vdg man féljer vid gdendet fran
z, till @ (jfr . § 28).

Likheten (75) kan sdttas under formen:

&L

a Y, de:l:
f@) = e G560 e ),

der sista faktorn e**=% Hr forsummad sasom varande = I,

Denna formel, hvars stora vigt och betydelse vi fram-
deles bli 1 tillfille att ndrmare belysa, visar det allminna
sitt, hvarpa en synektisk funktion f{z) kan appdelas i fak-
torer, sa snart vi kdnna dess inom en gifven konvergenscir-
kel P befintliga mirkespunkter dfvensom deras indices samt
den i (75) gifna konvergenta serien.

Formeln (76) anviéndes vanligen under foljande enklare
form, da @, sittes = 0:

f@=fO TIN5 . ),
r=l
Anm. 1. Att den i (76) eller (77) gifna produktserien
alltid eger ett finit viirde eller &r konvergent utom for de
inom P befintliga odndlighetspunkterna framgar omedelbart
deraf, att hon utgdr en omedelbar utveckling af den enligt
(54) konvergenta serien (70).

=p xurfsm
-l

" Anm. 2. Att den definita integralen [Sd':u ar en

synektisk funktion af =z for alla punkter inom konvergenscir-
keln P, foljer af § 13, endr ‘serien S Ar en synektisk funk-
tion af 2 for alla punkter inom P.
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44. 1 foljande exempel betjena vi oss af de i § 39
gifna beteckningar, der ¢ utmirker konvergens cirkelns radie,
& ettt litet positivt talvdrde samt a) och b) de sdrskilda mo-
ment, hvari konvergens cirkelns radie antages resp. dndlig
eller grinsande till odgndligheten.

Ex. 1. f(x) = Sinz, d& mirkespunkterna represente-
ras af +km [k=0, 1, 2 etc.] samt hatva samtliga index 1.
a) 0 =2m—e. I detta fall har f(z) inom konvergens
cirkeln tre miéirkespunkter, niml. q, =0, Gl _ +7, da

ag

alltsa enligt (76):

T T
: ‘[‘Sda: . {Sd.z
i . r=a—an) Y, Sinz, z-7m z+7mw
Sine = Sing, [T e = —".2. . .e
&y 2 Zy-TC @ +TT
r=1
Sin & \ .
For z, =0, da lim =1, fas foljande enklare
'zO

uttryck
2 ![‘gd.r
Sinm:x[l—(ﬁ> ]eo .
3

Serien S antager enligt (74) foljande form (jfr § 39,
ex. 7):

S=a E~
7T

da foljaktligen

_m*@_l@s (2 F2§ ot 2 .Fgg

hvilken serie vi saledes ha att foga sisom exponent till
talet e.

b) ¢ =(k+ 3)7w, der k &r mycket stort helt pos. tal, Inom

. . . a
konvergens cirkeln ha vi nu méirkespunkterna a, = 0, Zg =+,
Gy )
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=+2n,... =+ k., For en odndligt stor kon-

ay A2k} 1
vergens cirkel blir serien S=0 [jfr § 39 ex. 7 0)], da
alltsa:

sne == (211 ()} (2

hvilken &r den kénda formeln for utveckling af Sinz i en
odndlig produktserie.

a, Qs %

Anm. 1. Den for sin. hyp. gillande produktutveckling
fas omedelbart genom att i foregiende formel infora <& i
stillet for a.

Anm. 2.. Genom att i foreg. formler infora 2 = o+ 48

5
€, Oy g Sine Cos 78

+Cosa Sinsp dfvensom af Mod ®Sin (a+¢7) = 1(¢2*-2 Cos2a +¢2°)
genom att taga modylerna & Omse sidor. Vi kunna dfven
utféra en speciel utveckling med afseende pa antingen e eller
B som variabel, hvilket vi gd att visa i foljande exempel.
Ex. 2. 7£(B) = Sin(z+:3), da mirkespunkterna med
afseende pad f som variabel representeras af ¢(kw +a), da
k=0, *1, +2etc.,, och hafva samtliga index 1.
0=3m, di f() for e <Lz har inom konvergenscirkeln

finna vi utvecklingen af Sin(a +¢8)= %

mérkespunkterna o, = ‘e, Zzg =i(e+m) [jfr fig. 11, der
3 .
mérkespunkterna #ro tecknade med sma kors], hvadan alltsa

enligt (77):

{‘;d.r
in (2 +f) = Sinall - ﬁg S O 2
Sm(a+zﬁ)—81na§] b z(a+n)§ 1 =) e ,
der S enligt (74) later berikna sig. Om vi sitta
AN
= ¢ Cotg (r + =u,
g = O (i) =

sa blir enligt (56)
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o o i 7
Endr /u ={Cotge och /f® =4 Sin (a + 7-;)-) , hvaraf

00 0 0 0 0
[f=1f"=/f"=...=8ine och /f =/[f"=/f =..iCose,
sa fas enligt (58)

7" +1 Sin ((z + 9——;—171)

;tm,f__(_a ) w2y, gsmou 1 w4 (- 1)( ) w3 3 Cosa,

hvarur framga foljande bestdmningar:

/0,__ 1 ,°,,_ 2¢:Cos /0 " 2(1+200s a)
M= Swre 1" T T Swte - Sin‘e 05V
Vidare ar
=311 1 . 1
2 Gy "Gy i ) T e mp
da alltsd serien .S far foljande form:
S=id,+ A p+04,8"+ 4, 8%+
der
1 1
4, =Cotga—— — —— — 1 ;
¢ a+mw e-m
P T D 1
' Sin’e e* (@+n)? (a—n)*’
A Cosa 1 1 1
? Sin*e  e® (¢+7) (2—n)*’
A = _ 1+2Cosa+l+ 1_~+‘ 1
s 38in*a o' (a+n) (a—n)’

..........................

Var integral blir alltsi:

B
/de—zAﬂ+Aﬁ 3ﬁ3+£118;+

0
b) o= (k+y)m, der k ar ett sirdeles stort helt pos.

tal. Inom konvergens cirkeln ha vi nu mirkespunkterna




stai=sina(1- 21 2 )0 w50 -l -z -

=200+ o~ =451 +2 {1+ o Mo+ T
' 2 62 Q27 +6)2 dr+ep2f "
(jfr Plane Trigonometry by I. Todhunter, pag 260).
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. ]
. . a . a . a
a, =i, 25 = i(e £ 7), 4§ =ie=x2n), ... * .
g as A2k +1

=¢(@+km). For en odndligt stor konvergens cirkel blir pa
grond af § 37 4, =4, =4, =...=0 samt med stod af
§ 39, ex. 7 0) dfven A4,=0, da foljaktigen var oéndliga
produktserie blir:

Anm. 1. Genom att i utvecklingen a) taga modylerna
och argumenten & dmse sidor erhalles
1462% 1 ¢72% 2 Cos 20}

i 31+( & 531 £ §e2[%A15“+%A3-'34+.,.]

1+2 - -
L @+ )

= Sin’e

Tla—nk
samt
Arctg {Cotg e . Th 8}

=k + Arctgg + Arctg&—f;T + Arctg&—f_g,—T + A, B+ A8+

Genom att ater i utvecklingen 3) taga modylerna och
argumenten & dmse sidor fas:

1162 + o2 — 2 Cos 20

= Sin%a

T+ 07331 +(af;)2§ 31+(a-ﬁ;)2§ 3 (agn)ﬂ% 31 +(aﬁzT)€ '

samt

* Vi 4ro i tillfalle att med detta resultat riitta en i atskilliga arbe-
ten forekommande felaktig formel, niml.

Ty genom att sitta 28—+ och 2¢ =0 fas .
- —~Z _. 2001 L &
¢ ~2Cosf+ ¢ 4Sin { + = } { @ s [,)"} { @ _6)2}

22
AN S & [t S A S
4 {1 i 0)2}{ * (471—6)2}
Den anmirkta formeln bir ock ett inre kriterium pa sin felaktighet,

ity att den for ett gifvet siffervirde pad 6 icke kan satisfleras af sivil
+6 som —0.
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Arctg {Cotg e . Th B}

ﬂ p

+A1 ctg— o Arctg—‘g—E + o

ﬁ

K))+ Arctg pa— Arctg

=km+Arctg

Detta sista resultat ger vid handen ett hogst enkelt siitt

att konstruera principalvdrdet af argSin(e+:8). Ty for

_a<imw 4r den venstra sidan i likheten ett bagvirde i 1:sta

qvadranten, hvarfore bagsumman till hoger &fven maste utgora
ett virde i lista qvadranten, da saledes, om vi sitta:

— Arctg?
= Arctg a
Arctg 5 - Alctg B T
- B _ B
= Arctgzﬁ—_a Arctg 57 i g

sa maste foljande likhet ega rum:

’ Arctg {Cotga . Th B} = vy —v, —v, — ...,
hvilken visar, att vi for finnandet af det i friga varande ar-
gumentet ega att fran v, subtrahera de raskt minskande vin-
keldifferenserna v, , v, ete. [jfr fig. 12]. '

Anm. 2, Om vi i forsta modylutvecklingen i foreg. anm. infora

28 = ]og% [%\ l] och 2¢ = ¢, si erhalles for f <§n
log% <3 .
eller, som &r detsamma, for 3 N g foljande produkt-
Q<7
utveckling:

M* + N*~2MNCosg =4 MNSin® Ly 31+—2—
: ¥

logﬂ—l2 log MY’ L e |
-t +5277¥AE:>>)?€ 31+E2j—1\;))2€ e[ 4 (s ) e ) -]

9
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der vi i koefficienterna A4, , 4, etc. ha att infora L ¢ i stdl-

*let for e.
For en odndligt stor konvergens cirkel ater fis foljande

produktserie:
MN\?
(12 )
M?+ N* —2MN Cos g = 4MNSin2§q;31+ s %

(logﬂ—g)2 (logj—l[)2 (log%)‘2

SRS R A F Y )
@S TRamgl N @2 g @2 g

Dessa produktserier egna sig pa ett enkelt och naturligt sitt

”

for utvecklingen af storelsefunktionen {M*+N*-2MNCosgl—3

med afseende pa log% som variabel.

Anm. 8. Om vi taga i betraktande de for en
oéndligt stor konvergens cirkel forsvinnande koefficienterna
4,, 4,, A,, A, etc., sa framga derur formler for summe-
ring af odndliga serier euligt foljande allminna chema:

0

. r—2&+4+1 1
we—b = — .
lf; / r=1 (ar)

Dessa serier hafva vi redan funmnit for s=1 [jfr §
39, ex. 7, )] och for s = 2 [jfr § 39, ex. 8, 8). For s=3
och s=4 finna vi resp.:

Cosae 1 1 1 N 1 . 1
Sinfa @@ (arn)  (@—n) " (e+27P  (@-27)
1+2Cos?e¢ 1 1 1 1 1

3Sn‘e o {a+7)t +(a—n)" +(a + 27m)* * (a — 27)* T
Ex. 3. f(@) = Sin(a+48), déd mérkespunkterna
med afseende pa o  som variabel representeras af
kr—d8 k=0, £1, £2 etc] och hafva samtliga index 1.

@) o=~@2n) +p*—¢, di f(¢) inom Kkonvergens
cirkeln har mirkespunkterna a, = —¢f, P _ = —if [jfr
Q.

fig. 13], d& saledes enligt (77): ’

(vs5) -
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Sin (¢+d9) = Siniﬁ%l+;—

e [ LA

der vi ha att enligt (74) berdkna S. Om vi derfor sitta:

:;—?(%) = Cotg (e + f) = u,
sa dr enligt (56):
0

lf}"dz_yilm flzwﬂl)_ 1_ 0(&»1)
i) o mpall e[

P y rIT
Enir /u= Cotgif och /f® < Sin <~2— + z’ﬂ), hvaraf

0 0 [ 0
/f = Cosiff, [f =—SiniB, /f" = — Cosif, /f*=Sinig
0. s. v., s erhilles enligt (58):

Sin (’—*2'—17: . z'ﬁ) - 3”@ D en ssm ig

Ty 1D =2) g .
+31u 3 w4+ Coseff,
hvaraf framgd foljande bestdmningar :

0

0 0
. 1 . 2Cosip " (1+2 Cos *4B)
= T &TTE = &30 = = 2t
/u Sin * 48 /u Sin%ép /u Sin ‘48
0.8 V.
Vidare dr, d& /_, sittes = 7 —4¢8, hvaraf [ = N/Eﬁ-x-w

B

och A = Arctg &:
7T
r=3
1 1 1 1 1 1. lsn-l-sx
T = =+ A th : s = 0 t+——+— )
D ool e e e ey

da alltsd serien far foljande form:
S=¢A,+da+id,e*+ A0 + ...
der
A, = —Cothﬁ+%+g§lm—/l,
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1 1 2Cos21

4 = Sﬁ_é‘_g_ﬁ?-}.”‘_—lQ 5
_Chp 1 2Sin31.
4, = Shep g° +—73—m 5
_ 1+2Ch*g 1 2Cosdid,
*=T73sg T

Var integral blir foljaktligen:
l/.S(Z.z = iAja+ 14,0+ Lid, e+ LA 00 4.,
(1]

Anm. Genom att taga modylerna a Omse sidor i
var funna produktutveckling erhélles, d& vi iakttaga, att

[Cosh =m:

2B 4 528 9 = (ef — e~F)2 3)73 207 g>2
e+ e Cos2a = (ef —e™F) 1+(ﬂ 1+ e +(Z g
20w [a\*
le——lz_-*-(_l-)

Om vi i detta resultat infora 2B = log—% [% > 1}

82 (14, a®+f 45 a44...]

9

och 2¢ =9, hvaraf = %;(277)2 + (]og%)-g

M
log
och A = Arctg 5 © sa fas foljande egendomliga ut-
veckling:
M*+N*—2MN Cosg = (M—N)231+<_.?iﬂ g
log 2-\)

><31+ QD(QIJ+47'L’) 2531+ N2
(2m)* + (log% (27)® + (lOgZ_V)
hvilken utveckling giller for ~ Mod (5 ¢) < g eller, som dr

2
detsamma, for @ < \/(471)2 + (Iog %) . Denna formel

82[,3211(,}4:)2 +i—A2(,}¢)* + -J,
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lampar sig pa ett enkelt och naturligt sétt for utvecklingen

af storelsefanktionen {M* + N* -2 MN Cos @7  med
afseende pa ¢ som variabel.

b)  o0=n~(2km)® +B>—¢e, der k ir ett mycket stort
helt pos. tal. Inom konvergens cirkeln ha vi nu markespunk-

ay a2k+1g
= +kmw—{f. For en oﬁndligt stor konvergens cirkel dr
pa glund af § 37 4, =4,=4,=...=0; likasa finna
vi =0, davii§ 39, ex. 7 b) infora ¢8 i stillet
for . Val oandhga produktserie blir alltsa:

terna  a, =1f, %2: = —if, Wl *27m — 18, .
a3

o

el

¢ ) o
x§1+2n+iﬁ 21—2”45%....

Sin(a +28) = Sinzg1

ﬁ31+

Anm. 1. Genom att taga modylerna & omse sidor er-
hilles, da vi sitta [, = 2w +48, [, = 3m+if o. s v

e -zcesa- ooy (i 3]

LB (@)t (@)t ey

VAT Ve
barw (a\*) (. bam [(a\®

P ) {7 ) f“'

Om vi hir sasom i foreg. anm. infora 2,9

2

2
och ['*= —}3(2 .37)% + (log %) g 0.8. V., sa erhdlles fol-

jande odndliga produktserie:
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M24A72 _2M]\7.COSQJ ———(M" N)E ;l_’_ —_ ?M 2%31-& 9'(9’ + 4-;;)25
‘ <logj—v> (2m)* (logw)

e R R

X31+ 9"(‘}’-&4.371))2{;]_1__&—4.3”)

2. 2n)2+(log%>—
M\ A

i 2% cee
2 2.371)% 4
(2.3m) +(logN (2.3n7) +<logz7)

hvilken utveckling géller for hvilka #ndliga virden som
helst pa ¢.

Genom att sitta exponenten -—g till hvar och en

af faktorerna till hoger ha vi siledes den o#dndliga produkt-
serie, som dr = storelsefunktionen {M*+ N*--2MN Cos g;)“g.

Anm. 2. De serier, som hiirflyta fran de for en oidnd-
ligt stor konvergens cirkel forsvinnande koefficienterna A4,,
A,, A,, A, ete., fas omedelbart genom att i de serier, som
forekomma eller 4ro antydda i ex. 2 anm. 3, infora {8
i stillet for a.

Af den nu genomgangna exempelgruppen, som i sjelfva
verket icke &r annat &n tre skilda synpunkter af ett och
samma exempel, ndml. Sine, kunna vi sluta till vigten
och virdet af den allminna produktformeln (76) sisom gif-
vande uppslag. till en outtdmlig rikedom pd nya och intres-
santa utvecklingar. Vi hafva med den fullstindiga lgsningen
af detta exempel velat antyda de skilda utvecklingar en och
samma funktion kan erhdlla, dd hon ses ur olika synpunkter.

Ex. 4. f() = Cosz, di mirkespunkterna represente-
ras af +(k+Dm [k=0, 1,2 etc] och hafva samtliga
index 1.

a) o0=3m—¢, da jfle) inom konvergens cirkeln

" Q.
har de tvd mérkespunkterna

enligt (77):

= ++m, hvadan alltsa
ai
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" ] » N .{Sclz‘
s Cosm:%1—<-l7t> ge R

der S enligt (74) har formen (jfr § 39, ex. 6):

s=elm Tl - ety b

och féljaktligen

Z

fgd 3(2>‘2[§§ e i)‘%z

o 205y
6(Gnrr |6

b) o=km, der k dr ett sirdeles stort pos. helt
tal. Inom konvergens cirkeln ha vi nu méirkespunkterna

_ ?2&--15 _ i27€~1

a, a, @ 2
en odndligt stor konvergens cirkel dr serien S=0 [jfr §
39, ex. 6 )], da alltsa:

coe (e () DT

hvilken &r den kinda produktserien for Cos a.

@ as( -

_ . 3
= J:?r[,

=i, . For

Anm. 1. Genom att i foregaende formler infora 7& i
stillet for 2 fis omedelbart den for Cos. hyp. gillande pro-
duktutvecklingen.

Anm. 2. For det allminna fallet dd =z =e+if,
kunna vi enligt foregiende formler utveckla  Cos (a +¢f)
= %(epia + e:B) = Cos & Cos ¢ —~ Sin e Sin¢p #fvensom
Mod 2 Cos (@ + ) = +{¢2® + 2 Cos 2a + ¢~2%} i produktserier.
En speciel utveckling later utfora sig i enlighet med ex. 2 &
3 med afseende pa vare sig @ eller § sasom variabel, da vi
ha att finna mérkespunkterna af likheten a+if = (k++7n)
for k=0,k==+1, k=+2 etec, hvilka samtliga ha
index 1.
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uppmérksamhet:
Ex. 5. fla)= M* + N* —~2MN Cos &, direkt utveck-

log%va—[ som variabel, med kontroll

ling med afseende pa
af ex. 2, anm. 2.
Ex. 6. f(o)= M*+ N>—2MN Cos z, direkt utveck-
ling med afseende pa x som variabel, med kontroll af ex. 3.
Ex. 7. fla)=tga, direkt uwtveckling, med kontroll
Sinz
Cos 2"
Ex. 8  j(x) = Cotgz, direkt utveckling, med kon-
Cos =
Sina”
45. Vi g& nu att ur en annan synpunkt skirskada den
allminna produktformeln 476) eller
o fas

troll af

@) = 1 I =

Om vi siitta

xr

. . /" Jsar

g.,,=§+m=/8d:c samt Rgp=e¢ ° =e
o .. °
sa #r

R = e;‘: och 2= N,

hvaraf framgar, att argumentet 2 sisom varande = % maste
beskrifva vinkelbanan O for hvarje af ¢, beskrifven sluten
kontur. Men g, dr synektisk for hvarje punkt inom den af
« beskrifna konvergens cirkeln och maste foljaktligen beskrifva
en sluten kontur pé samma ging som 2 beskrifver en sddan
inom sin konvergens cirkel, di saledes f(z) for denna
z5 kontur maste ha samma vinkelbana som produkten

& — ar }r

r. Men en faktor

har vinkel-

Zy — Qy

Sésom lampliga dfningsexempel torde foljande fortjena -
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banan 0 eller 2mu,, allt efter som mirkespunkten a, lig-
ger inom den af x beskrifna kooturen eller icke (jfr drg. III,

sid. 119). Om derfor mérkespunkterna a,, a,...a, ligga
=38

inom #* kontur, s& ar funktionens f(z) vinkelbana = 27 X, p, .
r=1
Vi kunna alltsa uttala foljande sirdeles vigtiga sats:

Om inom den konvergens cirkel, som gdller for en sy-
nektisk funktions f(x) utveckling ¢ produkiserie, x beskrifver
en sluten kontur, hvilken inneshuiter ett visst antal mérkespunk-
ter, si dr f(x)y vinkelbana for denna kontur = 27 x sum-
man of de inneslutna mdrkespunkternas indices.

Om vi ater dro pa forhand forsikrade om att f(z) inom
den af & beskrifna konturen icke har nigon odndlighetspunkt,
d. v. s. mirkespunkt med negativ index, si kunna vi ock
omvindt sluta, att, om for en af x beskrifven shien kontur
f(@). vinkelbana dr 27wm, sd eger f(x) m stycken rotpunk-
ter inom denna kontur.

Anm. 1 fall vi egde en allmin metod att finna en
synektisk funktions f(#) vinkelbana for en gifven kontur «,
s& vore dermed ock frgan lost att nirmelsevis finna liget
af funktionens rotpunkter genom att innesluta dem inom allt
tringre och tringre konturer (jfr den i arg. III, sid. 177 etc.
framstilda metoden, hvilken blott giller for hela rationela
polynom),

46. Enir enligt § 18 en derivata f'(z) &r synektisk
for hvarje punkt pa en yta, for hvilken fanktionen f(z) sjelf
ar synektisk, sa kunna vi pad grund af det i § 2 med till-
horande figur antydda sambandet mellan primitivans och de-
rivatans konturer uttala foljande satser, da vi nimligen an-
taga den oberoende variabelns kontur dugtig, d. v. s. limes
for kontingensvinkeln i hvarje punkt = 0. (Jfr arg. III,

sid. 187),

Lio. Om f(z) Gr synektisk for hvarje pmz]ct pa en kon-

tur P, sd varierar derivatans f'(z) argument O — P1. kon-
9#
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tinuerligt, med wndantag mdjligen aof det fall, di f'(x) =0,
dé alltsé f(z) © allminhet méste beskrifva en bugtig kontur
pd samma ging som .

2:0. Om f'(z) =0 pd samma ging som f (z) icke dr
0, sd beskrifver [ (x) en bugtig kontur genom sitt origo (noll-
punkten), dd alltsi j'(x) ¢ denna punkt dndrar sitt argument
med 7, hwvilket hos primitivans kontur motsvaras af en spets
[= den punkt, der limes for kontingens vinkeln ér 7). Och
omvdndt, om f(z) beskrifver en spets, si mdste f(z), sd-
som dndrande sitt argument i den motsvarande punkten med
T, vara = 0.

3:0. Om f'(z) = f"(x) = 0 men deremot f"(z) icke O,
s@ mdste enligt foreg. sats f'(x) forete en spets i sitt origo,
Jor lwilket foll f(z)y kontur dr bugtig eller saknar spets.
Ar dter f'(z) = f'(z) = " (x) = 0 men deremot f*(z) icke O,
sd foreter f"(2) af enahanda skdl en spets © sitt origo, for
hoilket fall f'(z) saknar spets, hvilket dter motsvaras af en
spets hos  f(@), 0. s. v., lwaraf i dallmdinket framgdr, ait,
om f(@)=F'(&)=...f0D(@)=0 men FO(z) icke O,
G foreter S 2(2), fr9(z) o. s. v. eller hwarannan deri-
vata fran den v en spets i sitt origo, dd allisd primitivan
f(®) foreter spets eller icke, allt efter som » dr ett jimnt
eller udda tal.

Anm: Den vanliga teorien for maxima och minima
hos 7eela funktioner framgdr som ett specielt fall af dessa
satser, atminstone s vidt hon behandlar synektiska funktio-
ner. Ty om 2, i stillet for att rora sig pa en bugtig kon-
tur, ror sig pa grundriktningslinien (z-axeln), s& maste f(z)
sdsom reel rora sig pd samma linie antingen sisom vixande
eller aftagande: spetsarne bli dd ofvergdngspunkter fran
vixande till aftagande (maxima) eller fran aftagande till
vixande (minima). Om ater foér det virde pd x, som gor
f(@) = ... fD(@) =0 [r-jimnt tal], f(z) blir dmagindr, si
foreter f(«) i denra punkt en spets likasom ock hvarje deri-

vata af jaimn ordningsnummer, hvilken &r = 0.
(Forts.)
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Om f6rvandlingen af en serie till kedjebrak.
Af student K. E. BROMAN.

Lat serien vara
u, + u, + u, + ete,,
sa vilja vi stka ett kedjebrak
b,
a, +0,
a, + b,

ag + ,

sadant, att dess n* konvergent ir (identiskt) lika med serien,
tagen till och med n¥ termen,

Att ett sadant kedjebrak maste finnas, dr deraf litte-
ligen insedt, att med n¥* leden inkommma 2:ne indeterminater
a, och 0%, hvilka maste kunna si bestimmas, att de,
utom uppfyllandet af ett annat arbitrdrt vilker, gora =
konvergenten = en godtycklig qvantitet, alltsi i nirv. fall
= U Uy ot Uy T '

G& vi till denna bestimping, alltid sdsom det arbitrira
vilkoret tagande ¢,=1, hvilket nirmast erbjuder sig, s&
maste forst

& = _bi =1,
9 )
g =a =1
hvaraf '
b, =u
2o C W
samt
-'& = —-—-———~a2pl = =
o ag + b Uy + u, elley @t = + U, ’

92 =~“291+b2:1 a.-i+b2: :

be

2 o o .
* Emedan i 22 ingar blott forhallandet , blifver naturli-

In Un
gen detta hirigenom bestdmdt, och det arbitrira vilkoret far alltsi ej
rora detta forhallande.
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“hvaraf

U.
b, = — 2
Uu.
s @,
Uy + U,
a = ——
Uy

Antag vidare an—g, by—2, @yy by—1 $& bestimda, att

) _2 ’
Paz2 Uy + Uy + o0+ Up—2
q::-——?
Gn—2 = 1

samt

—1
Pnmt Uy + Uyt F Uy
GPn—1 )
gn—1 = 1

sd Ofvergar systemet
P _ GaPa—1t bupa—s
qn Qn Qrn—1 + 67397;—2

1t

U + Uy + o+ U,

*
Gn = Gn Qo1+ bugn_s = 1
uti
. \
Aty + 0, + ot g 1) F Oty F Uy Uy = U Uy U
an+b,; =1 ’
som ger
b=t ]
Uy
-t for n>3. .. 3.
Un—1 + Un =
@y =
Up —1

Inféras de medelst (1), (2) och (3) gifna virdena pa a
och 4, blir det stkta kedjebraket efter en litt transformation *
U,
1-u,’

Uy + Uy — Uy Uy
Uy + Uy — Uy Uy
Uy + Uy —

och, som detta till folje af sin natur maste samtidigt konver-
“gera och divergera med serien 1w, +wu, + u, + etc., dr alltid

* Hérvid &r naturligen ej vidare g, = 1.
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1%, +u, +u, +ete. =

2, +u2—ul thy _

y g =yl
Uy + Uy —

vare sig man fo‘rtgir till en viss index eller i odndlighet.

Om ellipsens och hyperbelns styrlinier och
konjugatdiametrar.

Af M. FaLk.

Den mest elementdra framstéllning af liran om ellipsens
och hyperbelns styrlinier* och tillika sadan, att den vil lim-
par sig till komplettering af den for de aldra forsta gron-
dernas af Analytiska Geometrien inhemtande synnerligen goda
laroboken af Jochnick, torde vara foljande.

Vid den i nimnda lirobok utférda hirledningen af ellip-
sens eqvation finner man, om (2, y) &r en punkt af kurvans
periferi, » och s, brinpunktsradierna till densamma och
¢, a, b och e hafva sina i liroboken gifna betydelser,

cx cx
a+

cfa® a c(a® a
p=—|——a)=el-—a) och r =—|—+a)=c¢|-+a).
a\c e a\e e

2

2 2
Vi sétta hir %—-a} =d och Zto= d; . Stycket %
’ ¢

finnes geometriskt sdsom. en 4:de proportional till ¢, @ och
@ a®

a; och, enir —=>1, 4 — >a. Genom dessa insittningar
¢ o

far man

* Sedan denna uppsats blifvit inlemnad till Tidskriftens Redaktion,
hafva vi i en Analytisk Geometri af Stammer aterfunnit den hir gifna
framstillningen af léran om andregrads kurvornas styrlinier; oaktadt
hérledningen siledes icke &r ny, sa tro vi den dock for sin stora enkel-
het fortjent af att blifva allmént bekant.
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r.on_
d_d,e"""(])'
Lat nu F och F, (fig. ) vara brinpunkterna, s har
man OF = OF, =¢.
2

Lat vidare OB = OB, = % och drag genom B och B,

rita linier || OY. Da har man
2

MF=v, MF, =r,, PB = 0§—0P=%—m =d

och .

a‘l
PB, = OB, + OP=?+.z=d,,b

hvadan alltsd eqvationerna (1), endr tillika MD = PB och
MD, = PB,, blifva %g = %g‘l =
livierna B och B, D, #ro sidana, att forhdllandet mellan
en punkts pa ellipsen afstdnd fran ena brinpunkten och frin
den pad samma sida om y-axeln som bréinpunkten beligna af
de nimnda tva linierna BD och B, D, #r konstant och
= ellipsens excentricitet.

Uppstiller man da foljande definition:

Med en andregrads-kurvas styrlinie forstds en siddan rit
linie, att forhallandet mellan en punkts af kurvan afstind
fran branpunkten och frén styrlinien dr konstant;

sd #4r nu bevist, att ellipsen har tva styrlinier beligna
utom ellipsen p& lika afstand fran och parallela med ellipsens

mindre axel; dessa tillhora hvarsin af brénpunkterna samt
. . i a " .
hafva till eqvationer 2 = £ och o= - for hvilkas
¢

e, hvilka uttrycka, att

uppskrifvande vi tydligen hafva den enkla minnesregeln att
sétta uttrycken for de bada brinpunktsradiernas lingder hvart
for sig = 0.

For hyperbeln dro hérledning och slutresultat likartade

med de for ellipsen gillande, endast med den skilnad att hir
2
% <4 och att saledes styrlinierna ligga mellan hyperbelns
4]

bada grenar.
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Vi finna alltsd, att hos ellipsen #r fsrhallandet mellan
en punkts pa kurvan afstdnd fran brinpunkten och fran styr-
linien <1, hos hyperbeln deremot >1; som detsamma hos
parabeln (se forut ndmnda ldrobok) dr =1, utgor alltsa .
parabeln ett grinsfall mellan ellipsen- och hyperbeln. Defini-
erar man excentriciteten sasom det konstanta forhallandet
mellan de nfimnda afstinden, kan man derjemte siga, att pa-
rabelns excentricitet &r ¢ = 1.

Vi skola nu framstilla en enkel héirledning af ifragava-
rande kurvors konjugatdiametrar och stdlla i spetsen deraf
den vanliga definitionen pa diameter neml.

Diameter till en andregradskurva kallas den linie, som
skér ett visst system af perallela kordor midt i tu,

Af beviset skall framga, att diametern &r en rit linie.

Ofvanndmnda definition kan #fven framstillas salunda:
Diameter till en andregradskurva dr’lokus for midtpunkten
till en korda, som ror sig, i det den stindigt haller sig pa-
rallel med en viss riktning.

Man bir da forst uppvisa, att en dylik lokus verkli-
gen finnes. Detta sker litteligen salunda. Tag ett visst lige
af den rorliga kordan; da blifva édfven dess dndpunkter be-
stimda. Tages sedan ett nytt lige af kordan nidra det férra,
s& komma denna nya kordas dndpunkter hur nira man be-
hagar till den forras, blott kordan sjelf indefinit ndrmar sig
till den forra. Men dd kommer ock den nya kordans midt-
punkt hur n#ra man behagar intill den ursprungligas midt-
punkt, Ténker man sig alltsd kordor dragna parallela med
hvarandra och tillriickligt tétt intill hvarandra, s& komma
ock dessa kordors midtpunkter att ligga i en rad hur nidra
intill hvarandra man behagar; och om kordorna blifva odnd-
ligt manga och oidndligt ndra hvarandra, sd ofvergar serien
af deras midtpunkter for dgat till en sammanhidngande linie.
Denna lokus finnes alltsd, hvadan det nu blott Aterstar att
soka densamma.

Den hirledning *, vi hir nedan gifva, behdfver blott fram-

* Vi bedja lasaren observera, att denna metod delar med den pa
koord. forindring byggda den fordelen att icke fordra elimination af
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“stiillas for ellipsen; ty den kan steg for steg goras pa samma

sitt for hyperbeln (och dfven for parabeln undantagandes fré-
gan om konjugat-diametrar; ty sidana finnas ej hos parabeln
utan blott diametrar). Hérledningen afser dfven att vara s
enkel och direkt som mujligt utan att derfor behofva byggas
pa koordinatforandring.

Vi hafva da blott att sbka en eqvation, som satisfieras
af alla dessa kordors midtpunkters koordinater; ty denna
eqvation betyder en linie, som innehéller alla midtpunkterna
och utgtr foljaktligen lokus for den rorliga kordans midtpunkt.

Lat de parallela kordornas gifna vinkelkoéfficient vara m
och upprita en hvilken som heldst af dem 7, MZF,. Kallas
koordinaterna for kordans midtpunkt for & .och %, sa blir
tydligen kordans eqvation, endr hon gir genom sin egen
midtpunkt och har vinkelkoéfficienten m, filjande:

y—n=m(@—-8 . . . . . . (2

Denna eqv. betyder saledes en hvilken som helst af
alla kordorna och (£, %) #r derfor ett lige hvilket som helst
af den rorliga punkten, hvars lokus sokes. Vi hafva saledes
blott att soka den vilkorseqvation, som maéste vara uppfylld,
for att (£, ) skall vara midtpunkt af kordan (2). Kalla
P, koordinater for @, y och B, for a,, y,.

Dessa koordinater skola alltsd erhallas som z- och y-
virden ur systemet, som bestar af (2) och ellipsens eqvation:

63272
;z—zg—ﬁl......(:s).

Elimineras y mellan dessa, fas eqationen
alzm(?] - m’;‘:)w _ 262_ (ﬂ‘m5)2 (4)
a*m?+ b? a?m?+ 0 7 ’

hvars rotter d4ro x, och @,. Men skall M vara midtpunkt,

x>+ 2

. . & + & " .
maste man hafva &= —’.—TE-; och summan af rotterna till

variabla parametrar; ty har #ro de variabla parametrarne just de lspande
koordinaterna for den sokta lokus. Betydelsen af en sadan parameter-
elimination hafva vi funnit vara icke alldeles littfattlig for nyborjaren.
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(4), d. v. s. @ +a,, dr ju = kod#ff. for lista diguiteten af
x med ombytt tecken, hvadan man alltsa far
L _ _a'm(p—mf)
a®m?+ b

eller, om nimnaren bortskaffas och eqvationen hyfsas,

L )]

a’m”

'I]:——

‘som dr den sokta -diameterns eqvation. Diametern &r alltsa
en rit linie. Som man kan gifva kordorna hvilken riktning
2

som heldst, kan vinkelkodff. m, = — for diametern

a*m
blifva hvilken som heldst, hvadan hvarje genom ellipsens me-
delpunkt dragen riit linie &r en diameter. Men da &r #fven
linlen y = ma, som #r en af kordorna, hvilka (5) skir midt
i tu, en diameter, och denna tillsammans med (5) kallas ett
par konjugatdiametrar. Vi finna alltsd, att rdta linierna
. 62 :
y = ma och y = m, z 4ro konjugatdiametrar, om mm, = 3
Nu inses ock utan svarighet, att hvardera af tvd konjugat-
diametrar skédr midt i tu alla kordor, som &ro parallela med
den andra. ,

Satser af ‘lektor HALLSTROM.

1. Ait konstruera en parabel, som gdr genom tre gifna
punkter och hvars azel har en gifven rigining. :

Lat de gifna punkterna vara M, N och P (fig. 14).
Skir rita linien MN midtitu uti O. Drag genom O rita
linien OQ i axelns rigtning. Drag PQ parallel med MN
och nedfill mot OQ perpendiklarne NS och PZ. Léat U
vara -sidan till den qvadrat, som &r lika med skilnaden
mellan qvadraterna pa PZ7’ och NS och lit .D vara tredje

10
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proportionalen. till QO - och U. Da &r D den sdkta para-
belns parameter.. Lit OA vara tredje proportionalen till D
och NS och 4AG tredje proportionalen till OA och ON.
Drag genom G en rit linea vinkelrit mot axelns rigtning, sa
har man parabelns directrix. Drag AH parallel med MN
och sitt i A mot AH en vinkel HAF lika stor med GAH
samt gor AF lika stor med AG. D& &r F parabelns focus;
och efter salunda directrix och focus #ro funna, s& dr para-
beln &fven funnen.

2. Om ifrén en punkt F wtom parabeln (fig. 19) en
arbitrér  sekant FGH drages och skires i P si att FP dr
medelproportionalen till FG och FH, sd dr locus for P tvd
diametrar beligna pd lika afstind ifran F.

Ty drag ifran F en tangent AF och genom tangermgQ-
punkten A en diameter ABCD. Drag EG och HK paral-
lela med 4D och BG och DH parallela med FA.

D& dar
FG:FH = EG: HK= AB: AD = BG qvadr.: DH qvadr.
=CG qv.: CH qv.
Alltsa

4 xrekt. GF' x FC: 4 x rekt. HF x FC = CG qv.: CH qv.
=(CF+ FQ)qv.:(CF+ FH) qv

Alltsa

CG:CH=CF+FG:CF+FH =2CF:2FH = CF: FH
och

CG:CH=CF+FG:CF+FH =2FG:2FC = FG: FC.
Alltsa

FG:FC= FC: FH.

Emedan siledes FC och FP bada &ro medelpropor~
tionaler till FG och FH, sa maste punkten P samman-
falla. med C och alltsd ligga pd en af de diametrar som ga
genom de ifran F dragna tangenternas tangeringspunkter.

Lat FM vara den andra ifran F dragna tangenten, AR
och MS de bada diametrarne, N focus och RS directrix.
Drag 7'FU vinkelrit mot diametrarne. Emedan trianglarne
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RAF och NAF éro kongruenta, si #r FR = NF och vin-
klarne ARF och ANF lika stora; och, efter trianglarne
NMF och MSF #ro kongruenta, si dr FS = NF och vin-
klarne MNF och MSF lika stora. Alltsi dr RF = FS
och vinklarne FRZ och FESU lika stora, hvaraf foljer att
FT = FU. Alltsd ligga de bada diametrarne pa lika af-
stand ifran F.

3. Om ifran en punkt F wtom en parabel (fig. 16) dra-
gas tvd sekanter FGH och FKL hvilka skéras ¢ M och N
sd, att F'M dr medelproportional till FG och FH och FN
medelproportinal till FK och FI., ock paralldlogrammen
FPMON fullbordas, sé dr, ifall M och N ligga pd olika
diametrar, diagonalen FO en diameter.

Ty drag mot diametrarne genom M och N perpen-
diklarne OS och FR. - Efter. da trianglarne FNR och MOS
dro kongruenta, si ir FIR = OS. Men FR &r = halfva af-
stindet mellan diametrarne, alltsd dr &fven OS = halfva
detta afstand. I foljd deraf maste O ligga pa diametern ge-
nom F.

4. At konstruera en parabel, som gdr genom fyra gifna
punkter P, Q, R ock S, of hvilka icke tre ligga i rdt linea.

1:0. Fyrhorningen PQSRE har icke tva sidor parallela.

Forling PQ och RS tilldess de rdkas i €. Sok medel-
proportionalen CM till CP och CQ och medelproportionalen -
CN till CR och CS. Fullborda parallelogrammen CMON
och drag diagonalerna CO och MN.

Konstruera tva parabler, hvilkas axlar hafva rigtningarne
CO och MN och hvilka bada ga genom tre af punkterna
PQR och §. De skola da gi édfven genom den fjerde.

2:0. PR parallel med QS. I detta fall erhalles endast
en parabel, hvars axzelrigtning dr CO.

3:0. PQSR ar en parallelogram. I detta fall kan ingen
parabel ga genom de fyra punkterna.
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Satser rorande parabeln.

Af student BoIJE AF GENNAS,

1. Tva punkter P och Q (fig. 17) dro tagna pd azeln
af en parabel, lwars vertex dr O. Genom dessa punkter dro
de parallela kordorna RPR och SQS dragna. Da dr rek-
tangeln, som innehdlles af RP och RP tll rektangeln, som
innehdlles af SQ och SQ lLksom OP ull 0Q.

Tages O till origo samt parabelns axel till positiv ab-
scissaxel i ett ritvinkligt' koordinatsystem, samt afstandet
fran vertex till fokus kallas a, s #r parabelns eqvation

y*=4dazx . . . . . . . (D

Kalla 6 kordornas lutning mot pos. z-axeln, samt OF
och OQ for b och ¢ respektive, sd #ro begge -kordernas
eqvationer

y=(z-b)tgb
y=(@—otgl (2).
Koordinaterna for skérningspunkterna mellan den forsta
kordan RPR och parabeln fas genom elliminering mellan de-
ras eqvationer, och #ro

”"g =b5+2aCot?6+2Cot b Jab+a®Cot?8;

&

"

y,g =24 Cot 6 +2~ab ra?Cots g,

Léngderna af kordan RPR'* delar &ro

I

1 2 -
RP = {(z,~- b + !} S '~*(\/ab+a200t29+a00t0)\
iné ( (3)

RP={b-z)y+yis

Sib(«/ﬁjﬁszot’g -aCot 6)
Hiraf fas

. Yab
RP-RP"ﬁTH R C Y]
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och pa samma sitt
dac

SQ-8Q = ginag

och saledes
\ RP.RP b _OP

S0.8Q ¢ QQ°

2. Om en korda BFB drages genom fokus parallelt
med kordan RPR, sd dr rektangeln, som innehdlles af RP
och RP lika stor med rektangeln, som innehilles af BB
och OP. '

Sittes b = a uti eqv. (3), sa fas fokalkordans delar

1+ Cosé , 1-Cos@
| BF=2atggms BF=2arg o 0)
Hiraf fas
. , 4a '
BFB—STE’*’T) S ()]

och siledes af eqv. (4) och (6)
' RP.RP= BB .OP.

3. I)?l'ageS' genom vextex en korda OA parallel med
kordan RPR, s dr skilnaden mellan RP och RP lika stor
med OA. '

Séttes & = o uti eqv. (3), s fas vertexkordans lingd

4q Cos 6
04="220 L (@)
Af (3) fas dfven
' : . - 4aCos
RP-RP = ~gag-

och saledes dr satsen bevisad.

4. Reltangeln, som innehdlles af en fokalkordas delar,
dr lka stor med rektangeln, som innehdlles af hela kordan
och afstandet fran fokus till verte. :
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Detta foljer omedelbart ur sats 2, ty den godtyckligt
dragna kordan RPR' kan vara just sjelfva fokalkordan, och
dé dr ju BF.BF = BB .OF.

5. Om en cirkel uppritas, som gdr genom vertex O och
den godtyckligt dragna kordan RPRS dndpunkter R och R,
s@ skall denna cirkel of parabelns azel afskira ett stycke PC,
“som dir lika stort med lingden af den fokalkorda BFB', som
drages parallelt med RPR.

Enl. Euel, IIT: 35 &r
' OP.PC=RP.RP

och enl. sats 2

RP.RP= BB .0OP
saledes &r

OP.PC= BB .OP
och
PC= BB'.

6. Om man genom wvertex i en parabel drager tvenne
mot hvarandra vinkelrdta kordor OA och OD ock sammasi-
binder skdrningspunkterna A och D mellan dessa kordor och
parabeln, si@ gar AD genom en fix punkt pd parabelns axel.

Eqvationen for den ena vertexkordan QA ir

y=atg0
samt for OD
y=—xzCoth.

Koordinaterna for 4 éro
z, 4 Cot? 6
2 N 3 4q Cot 6
samt for D
&, 4atg®6
f N 3 —4datgt"

i
[
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Eqvationen for 4D dr da
' _THh ,
I=% = i;x,(w_'z‘)
eller
2y—xtg260+4atg26 =0.

Sittes y = 0 i denna eqvation, sd fas z = 4a, hvilket
visar, att AD alltid gir genom en fix punkt pd parabelns
axel, Denna punkt, hvars afstdnd fran parabelos vertex &r
lika med lingden af latus rectum, skola vi i det foljande
kalla F".

7. Tamgenten for vinkeln AOF' dr lika stor med kubik-
roten ur tangenten for vinkeln OAF'.
Enl. eqv. (7) dr
4aCos 8
04= "

Tydligen 4r #fven
_4aCos(3m—6) 4aSin6

0D = 5506 = Gos'd -
Hiraf fas
oD .. ., .
m—tg 0 =tg* AOTF".
Den riitvinkliga triangeln AOD ger ifven
oD .
04~ tg OAF",

Saledes &r ,
tg OAF = tg® AOF
eller

tg AOF" = Yig OAT .

Denna parabelns egenskap gifver foljande solution af
problemet om kubikrotters utdragande ur rita linier, som
representera nummertal.

Lat AT vara enheten samt MJ, den linie, ur hvilken
kubikroten skall dragas. Upprita pa OF' ett cirkelsegment
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OAF, som i sig innehaller en vinkel OAF’, hvars tangent
ar ML. Tag O till medelpunkt for en cirkel, hvars radie
ir lika stor med AL = enheten, Denna cirkel skir parabelns
axel i G. Drag GH vinkelritt mot axeln och lat H vara
skirningspunkten mellan rita linierna O4 och GH. GH ér
d3 lika med kubikroten ur ML.

AFD. 1L  SATSER.

8. Quadraten pd OA forhaller sig till quadraten pd
0D liksom kuben pd AF forhiller sig till kuben pd DF'.

AAOF'dr=5 A0, 0F’SinA0F'=§.4—gi—S¥.4aSin0=8a2C0t0
. AT AT ., 4aSin6
ADOF&T=7D0.OFSIHDOF='2--—C—O-S?0—.4GCOSO=8a2tg0.
Saledes &r
AAOF
g 2
TD0F ‘Cot 6.
Men emedan dessa trianglar hafva samma hdjd, sa dr
" A4AOF AF
ADOF ~ DF
och saledes
AF o
“51?', = COt 6
hvaraf
AFy 6
(DF) = Cot® 4.
1 forra satsen bevisades, att
oD
o4~ %"
hvaraf
(OA) _ 6
0Dy~ Cot® 6

och saledes #r

(OAY*: (OD): = (AF): (DF).
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AFDELNING IIL

Om harmoniskt forhallande.
Af F. W. HULTMAN.

Som bekant forhalla sig lingderna af de 3 stringar, hvilka
anslagna gitva den vackra treklangen (c-dur-ackordet), lik-
som talen

1: #

Y B
Wl b

Dessa 3 tal sigas derfore bilda en harmonisk progres-

sion., Omvindas dessa 3 tal, blir det medlersta (g) = det

2
egenskap hos i fraga varande 3 tal att omvinda bilda en
aritmetisk progression har man sedermera lagt till grund for
definitionen pa 3 tal i harmonisk progression, sa att 3 tal
(¢, b, ¢) sdgas vara i en harmonisk progression, hvilka om-
vinda bilda en aritmetisk progression

aritmetiska mediet mellan de 2 yttre (2 och §) Denna

1 1.1 1
a b b ¢
eller
2_1.1
b a ¢

* Stringlingderna i1 motsvarande moll-ackord forhalla sig' liksom
talen

-
[=rije)
wi o
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Exempel pa tal i harmonisk progression forekomma ofta
i naturen och i allminna lifvet. Vi vilja angifva nigra
sadana,
Ex. 1. Konveza speglar. Kallas den lysande punktens
afstand fran spegeln = a,
~ bildens ,, ' ' = b,
spegelns radie. . . . =7,
sa eger som bekant foljande samband rum mellan dessa 3
storheter:
1
+ —

< |
|
IS

9

oY

hvilken visar att spegelns radie » &r det harmoniska mediet
mellan féremalets och bildens afstand fran spegeln.

Vill man finna, hvar foremalet skall stillas for att de
3 afstinden skola forhdlla sig som lingderna pa stringarne,
hvilka gifva treklangen, har man blott att sitta ,

4
a:r=1 :g,
hvilket gifver
5
a=gr
och ’
b= fZ;'r .
Ex. 2. Positiva linser. Sittes foremalets afstand fran
linsen = @,
bildens » 9 »w =0,

hufvadbrinpunktens ,, ., w =1,
" har man som bekant

2 1.1

5% a3
hvilket visar, att dubbla afstindet till brinpunkten #r det
harmoniska mediet mellan foremalets och bildens afstind fran

linsen. Stilde man féremalet pa afstandet 2.2]", upp-




A¥FD, III OM HARMONISKT PORHALLANDE. 155

komme bilden pa afstindet % 2. Owm i detta fall man

genom lika spinda stringar af samma tjocklek och beskaffen-
het férenade linsens midtpunkt med foremalet, med bilden
och med en punkt pi afstindet 27 frin linsen, skulle dessa
stringar anslagna gifva den skdna treklangen.

Anm. Afstandet 27 dr mérkligt derigenom, att om fore-
malet stilles pa detta afstand fréan linsen, uppkommer bilden
pd samma afstand fran linsen pa andra sidan om denne.

Ex. 3. Naturkrafterna. Det dr allmént bekant, att tviinne
pa afstindet R fran hvarandra beligna kroppar med massorna

M;
M och m attrahera hvarandra med kraften Trf Har man

en tredje kropp med massan m' och vill veta, hvar den skall
stillas pa foreningslinien af kropparnes M och m tyngdpunk-
ter, for att han skall attraheras lika af begge, fir man
sdledes svaret ur eqvationen ‘
Mm _ mm
hvarest
‘ z = det sokta afstindet fran kroppen M.

Hiraf erhilles

JE | Nm NHsJm

‘'z  R-z R ’
hvadan
go _BNH
VM= Nm
Det finnes siledes tvd sidane punkter, en pa hvardera
sidan om kroppen m. For deras afstind 2, och =z, fran

M giller sambandet
1 1 2

— + J—

z x R’
hvilket visar, att &,, B och &, bildar en harmonisk pro-
gression. Vill man veta, huru kropparne M och m skola
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treklangen, har man blott att sitta

2y = ZR
eller
_RJyM__5,
NI/ f\/m 4
hvilket gifver
M=25m.

Om saledes den ena kroppen har 25 ganger sd stor
massa som den andra kroppen, sa gifva afstdnden fran den
storre kroppen till den mindre och till de tvd punkter pa
kropparnes féreningslinie, hvilka lika attraheras af dessa
begge kroppar, den behagliga treklangen, om dessa afstand
sa att siiga bestringas,

Samma svar skulle man erhdllit, om man fragat efter
de 2 punkter, som lika upplysas af tva ljuskillor, eller som
lika uppvirmas af tva virmekdllor eller som lika attraheras
af tva magneter.

Ex. 4. Besmanet.* Besmanet ar en hifsting med ror-
lig stodjepunkt (hylsa). , ,
Sitt P = lastens ‘vigt = vigten af det som skall vigas,
Q = besmanets vigt,
g = tyngdpunktens afstand frin den dnda af bes-
manet, i hvilken lasten &r upphéngd,
, ¥, z = afstdnden pad samma #nda, der stodet
eller handtaget (hylsan) skall stillas, da la-
sten dr respektive = P, P+ 1 och P+ 2,

Besmanets stillning bor vara horisontal. Enligt jimn-
vigtslagen har man foljande likhet:

Pz =Q(g—2),

tl

som gifver

* Namnet hirledes af peso a mano (handvigt).

vara beskaffade for att dessa afstind bestringade méd gifva
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1.1 P
z g (g

PA samma siitt erhalles:

och

Af dessa 3 likheter far man:

1 1 2

-t - = —,

z z y
hvilket angifver det mirkviirdiga forhallandet, att ett besman
ar genom sina delningsstreck uppdelad i en oupphorlig har-
monisk progression,*

Vill man veta for hvilka delningsstreck afstanden till
den belastade #indan #ro som lingderna pa de stringar,
hvilka gifva treklangen, har man att sitta '

' 4
y= —5‘.7,‘ .

"1+fg—1=2(1+g).

Denna likhet gifver trycket (P+@Q) pi stidjepunkten
att vara

eller

P+Q=4.

Saledes, da trycken pa hylsan dro till hvarandra som
talen 4, 5, 6, hvilka omvinda forhalla sig som lingderna pa
treklangsstringarne, dro hylsans afstind fran den belastade
dndan som de stringlingder, hvilka gifva treklangen.

Ex. 5. Rabatt- och diskontafdrag. Sittes

k = begynnelsekapitalet,
s = slutkapitalet,

) * Hr adjunkten d:r Simon Nordstrfm och herr prof. Daug hafva
gjort mig uppmérksamma pa denna egendomlighet.
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= rabattafdraget eller rintan pi %,
d = diskontafdraget eller ridntan pa &
sa har man som bekant sambanden

=k+ 7y ;
, o kpt ;
100°
_ spt
d= 100°
Elimineras s och % ur dessa likheter, finner man .
_ pt | |
d= ’"(1 100)

hvilken formels likhet med formeln
_ Pt
5= k(l z o)

Ur dessa bada formler fir man

dr i ogonen fallande,

E
ST
Da virdet pa % ur denna likheten insiittes i likheten
s=k+o,
uppkommer det vackra sambandet
1 1 1%
atsT

hvilket visar, att dubbla rabattafdraget (eller rintan pé be-
gynnelsekapitalet) &r det harmoniska mediet mellan diskont-
afdraget (rintan 'pa slutkapitalet) och slutsumman. Detta
samband konstrueras ldtt geometriskt. Uppritar man ndmli- ‘_
gen en cirkel ADB med AB (2r) till diameter, utdrager |
AB ett godtyckligt stycke och pa férlingningen tager en punkt
C' sa, att rita linien ABC = s samt frin C drager en tangent
CD till cirkeln ADB och vidare fran D nedfiller perpendi-
keln DE, sa 4r AE det sokta diskontafdraget.

* Pa denna likhet har prof. Daug gjort oss uppmiirksam.
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Ehuru i ett problem af denna natur det &r alltfor mycket
sokt att vilja finna nagon glad treklang, kan det dock i ana-
logi med foregiende exempel vara af ett visst intresse att
erfara, huru linge for en gifven procent ett kapital % skall
vara utlanadt, for att talen s, 2+ och d skola forhalla
sig till hvarandra som treklangslingderna. Satter man for
detta dndamal

finnes, med iakttagande af sambanden i foregaende likheter,
2k 200
=-- och ¢t=——.
3 3p
For p=5, blir ¢=13% ar
Slutanmdrkning. Det &r i synnerhet exemplen 1—3,
som #ro af intresse. Det dr ndmnligen markvirdigt, att de
i naturen forekommande ackorden alltid dro de skéna, glada
dur-ackorden och aldrig de vemodiga moll-ackorden, oaktadt
fordndringen fran de forra till de senare &r hogst obetydlig.

P

5

stringen, under det att i moll-ackordet den &r 5 Kinslan

I dur-ackordet dr namnligen mellanstringen 4 af den.ldngre

hiraf stimmer menniskan gladt, d& hon vandrar i naturens
rike. Hon #r da benfigen att i sin fantasi sitta strdngar
mellan stjernorna pa himmelens fiste, mellan daggdropparne,
mellan blommorna m. m., och att med sina fingrar ansli
dessa stringar. De toner hon da tycker sig hiora fran dessa
strdngar ljuda harmoniskt och majestitiskt liksom Skapa-
rens ord vid slutet af hvérje skapelsedag: »se det dr allt
ganska godt».
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Om spektral-analysens anviindning for bestiim- 1
mande af ljuskillans rorelse.
Af G. LuNDQUIST. |

Ibland nyare tiders upptiickter inom fysikens omrade
torde ingen finnas, som med afseende pa mangfalden och
betydelsen af sina tillimpningar kan méta sig med spek-
tral-analysen. Sdrskildt har dess anvdndning inom astro-
nomien redan visat sig i hog grad fruktbdrande, och un- :
der det kdnnedomen om himlakropparnes fysiska beskaffen-
het forut var ytterst ringa, i de flesta fall nodtorftigt ersatt
af obestyrkta gissningar, har man nu i detta hiinseende in-
samlat en rik skord af fakta och &r i stind att draga slut-
satser med samma sékerhet, som inom andra grenar af
fysiken.

Ett af de nyaste resultat, man pa detta omrade ernatt,
-dr, att spektroskopet lemnar medel i hand att uppskatta
den hastighet, hvarmed ljuskéllan forflyttar sig. Det &r
om de hithérande fenomenen, hvilkas utomordentliga vigt
ej torde behéfva papekas, vi nu ga att yttra nagra ord.

De satser, som kunna sdgas ligga till grund for spek-
tral-analysen #ro, sisom bekant, hufvudsakligen foljande:

1) Ljuset fran en glodande fast eller flytande kropp,
framslippt i form af ett smalt knippe, gifver vid brytning i
ett prisma ett s. k. kontinuerligt spektrum, och #&r salunda
sammansatt af stralar af alla grader af brytbarhet.

2) Ljuset fran en glodande gas gifver ett diskontinu-
erligt, for hvarje gas olika och fullkomligt karakteristiskt
spektrum och bestar saledes af endast ett visst antal be-
stimda ljussorter.

3) En gas absorberar af genomgéende ljus precis samma
~ ljussorter, som den sjelf i gldodande tillstdnd utsdnder.
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De slutsatser, man hirur dragit med afseende pad so-
len, torde 4tvenledes vara allmint kénda. Solljuset gifver
ett spektrum, som #r till sin allminna karakter kontinu-
erligt, men pa en méngd stdllen genomdraget af fina moérka
linier, de s. k. Frauenhoferska. Alltsa: det fran solens
inre delar utsinda ljuset, som i och for sig skulle gifva
ett kontinuerligt spektrum, passerar pa sin vig ut i verlds-
rymden genom ett holje af sannolikt glodande gaser, hvilka
absorbera just de ljussorter, som de sjelfva skulle synas nt-
skicka, om det fran dem utgadende, ofantligt svagare ljuset
kunde uppfattas och undersokas; dessa ljussorter komma
foljaktligen att felas i solspektrum, d. v. s. motsvaras af
morka linier, och genom att jemfra dessa med spektra
frain en méingd kroppar, pa ett eller annat siitt bragta i
glodande gasformigt tillstdnd, har man funnit det ofvan-
pimnda absorberande gasholjet, solens atmosfer, till huf-
vudsaklig del bestd af vitgas, natrium, magnesium, jern
och ett antal andra med dessa besligtade @mnen.

En lysande bekréftelse vunno dessa asigter vid 1868
ars solférmorkelse, i det de s. k. protuberanserna, som vid
flera foregaende dylika tillfillen iakttagits, och om hvilkas
natur man dittills sviifvat i ovisshet, da visade sig gifva
ljusa linier i spektroskopet och salunda i sjelfva verket
vara endast mera utstidende delar af den solen omgifvande
gasmassan. Upptéckterna i denna riktning hafva sedan
gjort snabba framsteg och vunnit i fullstindighet, forndm-
ligast genom en af Lockyer och Janssen uppfunnen metod,
att dfven vid fullt solsken observera protuberanserna och
solatmosferen. Sasom ldtt inses, &r det egentliga solljuset
alltfor blindande att under vanliga forhallanden tillata oss
se det svagare ljuset fran de glodande gaserna, men genom
deras metod kringgds denna oldgenhet pa ett enkelt siitt.
Om nimligen det genom en fin springa infallande solljuset
fir brytas genom en hel foljd af prismer efter hvarandra
(Lockyer anvinder 7 och Young en dispersion svarande
mot 13 flintglas prismer), sa blir det kontinuerliga spektret,

1
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som genom den starka spridningen mycket forlinges, dfven
i samma man ljussvagt, under det att de ljusa, fullkomligt
enfirgade linier, som hérréra fran gaserna, visserligen rycka
langre isdr, men ej forlora synnerligen i ljusstyrka, hvar-
fore de ocksa kunna blifva synliga; i det samtidigt nérva-
rande solspektret har man dessutom en skala, hvarmed de-
ras ldge mycket noggrant kan bestimmas. Insittes ett en-
ligt denna princip inrdttadt spektroskop i stillet for okular
i en astronomisk tub pa sddant sitt, att den genom stra--
larnes brytning i objektivet uppkomna bilden just faller pa
den lilla skdrm, hvari springan &r anbragt, sa erhilles ett
instrument, ett telespektroskop, hvarmed man beqvimt kan
undersoka hvilken del af solen som helst. Hiri visa sig
nu ljusa linier, de flesta hirrdrande fran vitgas, e allenast
i spektra frin protuberanserna och andra delar af solkan-
ten, utan #fven fran vissa punkter af sjelfva solskifvan,
synnerligast de i solflickarnes nirhet liggande s. k. fack-
lorna. Genom att gifva springan en passande stillning och
vidd, har man dessutom i samma instrument ett medel att
bestimma gaslagrets tjocklek och form. Af alla dessa un-
dersbkningar framgar, att solatmosferen kan anses samman-
satt af tvenne delar, en undre, som utgéres af alla de ga-
ser, hvilka genom sin absorption astadkomma de Frauenho-
ferska linierna och en &fre, till hufvudsaklig del bestiende
af vitgas, och att detta yttersta gasholje visserligen striic-
ker sig rundt omkring solen, men #r mycket ojemt forde-
ladt och stdndigt underkastadt forindringar, vanligen lang-
samma, men stundom af en hiéftighet, hvarom det dr svart
att bilda sig en klar forestillning. Locker omtalar t. ex.
ett tillfille, da en protuberans af omkring 4200 mils
hojd inom 10 min. sparldst forsvann. Att solflickarne vid
dessa omstortningar spela en betydande, ehuru #nnu ej
fullt kidnd rol, kan pa goda grunder antagas.

Harpd hiéntyda ocksd de fenomen, vi nu gd att be-
skrifva.  Vid observationer med telespektroskopet af sol-
flickar och angrénsande stillen af solskifvan har Lockyer
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och efter honom #fven andra ofta funnit,* att allteftersom
olika delar af solbilden &fverfarits af springan, de mot
vitgasen svarande Frauenhoferska linierna C och F, lig-
gande den forra i den roda, den senare i den gronbla de-
synnerligast den senare. An dr den béjd eller utsvilld,
in flyttad at ena eller andra sidan om dess vanliga plats,
utan att nagot dylikt kunnat mérkas hos de omkringlig-
gande linierna,-#n forsvinner den delvis elier helt och hal-
let, 4n ersdttes den till och med af en ljus linie. Det-
samma har han ock jakttagit i friga om protuberanserna.
I den ena delen af synfiltet, i det kontinuerliga spektret,
intager da [F“linien, allt som springan flyttas, stundom ett,
stundom ett annat lige, under det att i den andra den
deremot svarande ljusa vitgas-linien framblixtrar #n bhér,
an der i dess ndrhet. Att dessa forflyttningar std i nagot
sammanhang med de valdsamma foréndringar i vatgas-mas-
sornas fordelning, som redan férut pa annat sitt blifvit
adagalagda, &r ett ndra till hands liggande antagande.
Aterstir att undersdka, om och hurn man deri kan finna
ett matt pa hastigheten af dessa rorelser.

Sasom bekant, forestiller man sig numera ljuset sasom
en vagrorelse i ett mycket fint, ofverallt i verldsrymden
utom och inom alla kroppar befintliga &mne, som benidm-
nes etern. Da en kropp siges vara i glodgning, betyder
det ingenting annat, &n- att dess partiklar oskillera med
utomordentlig snabbhet fram och tillbaka i alla mdjliga
riktningar. Derigenom uppviickes i den omkringliggande
etern vagrorelser, som utbreda sig at alla hall och de
bland dem, hvilkas vigor ej #ro lingre &n omkring 700,
och ej kortare én 400 milliondelar af en millimeter, upp-
fattas af vart dga sasom ljus. Eterpartiklarne svinga der-
vid i transversella, d. v. s. mot ljusstridlarnes riktning vin-
kelrita banor, och allteftersom dessa vibrationer forsigga

* Proceedings of Royal Society 1869 o. folj.
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"med stérre eller mindre lifiighet, allteftersom ljusvagorna

dro kortare eller lingre, erfar 6gat ett olika intryck, lju-
set séges vara olika fargadt. Dock &r tgats lakttagelse-
formaga i detta hinseende temligen begrinsad, si att en
jemforelsevis betydlig olikhet i vaglingd erfordras, for att
det med bestimdhet skall kunna angitva en skilnad i firg.
Ett vida noggrannare medel att sirskilja olika ljussorter
dger man i deras egenskap att brytas olika vid ofvergdn-
gen fran ett dmne till ett annat. Dervid dr den lagen
gillande, att afvikningen &r stérre i samma mon som vag-
lingden #r mindre, saledes minst for det roda ljuset, som
har de langsta, storst for det violetta, som har de korta-
ste vaglingderna.

Enligt detta uppfattningssétt har ljusets teori att upp-
visa rdtt manga anknytningspunkter med ljudets, utan att
dermed vara fullt analog. Liksom ljuset ér ljudet en vag-
rérelse, ej i etern, men i en materiel kropp t. ex. luften.
Liksom 6gat skiljer mellan ljus af olika férger, sa fornim-
mer drat hos olika toner en olikhet i hojd, likaledes bero-
“ende endast pa den hastighet, hvarmed luftpartiklarne vi-
brera. Afven det ofvan beskrifna, af Lockyer observerade
fenomenet har sin motsvarighet inom akustiken, och till
dess tolkning boér saledes ett frin detta omrade hidmtadt,
till en viss grad analogt exempel kunna bidraga.

En person, stiende invid en jernbana, da ett lokomo-
_tiv med ljudande hvisselpipa ilar forbi, mirker litt en plots-
lig sjunkning i tonen i samma §gonblick det passerar,
Orsaken hértill &r latt att angifva. Den ur pipan hastigt
urstrdmmande angan stoter mot kanten af en liten klocka,
forsiitter denna 1 vibrationer pa ett sddant siitt, att den
omsom vidgar sig, Omsom drager sig tillsamman ett visst
antal (n) ganger i sekunden, och denna rorelse astadkom-
mer i sin ordning en foljd af fértdtningar och fértunningar
i den omgifvande luften. Till utséindandet af ett sadant

par, en ljudvag, atgar alltsd en tid af 71‘ sekund. Da lo-

|
!
!
!
|
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komotivet #r stillastaende, utbreda sig dessa vagor lika &t
alla hall med den hastighet, som tillkommer ljudet, ¢ me-
ter i sekunden, indelande hvarje stricka af denna storlek
i n lika delar, och salunda blir lingden af hvarje vag
' ¢
l:;(l)
Ar &ter lokomotivet i rérelse med en hastighet af a meter

i sekunden, hinner ljudkdllan under den tid af 1 sekund,
n

som den behdfver for att utskicka en vag, sjelf forflytta

sig ett stycke %, hvarfore de i detta fall utsinda vé-

gorna blifva i rorelsens riktning s& mycket kortare, i den
motsatta s& mycket lingre dn forut, saledes vaglingden

V=a+?

n

under det att de i den deremot vinkelrita riktningen gi-
ende vagorna tydligen ej wunderga nagon férindring. Om
virdet pa =, taget ur. eqv. (1) insittes i detta uttryck, er-
halles

ll

a
==1+- . . . . . . .
A 1 ¢’ @)
der + eller — &r att taga, allteftersom den ifragava-

rande vagen fortplantar sig at ett hall motsatt eller sam-
manfallande med ljudkédllans rérelseriktning. D4 ljudkillan
dr i hvila, mottager trumhinnan i en lyssnande persons ora
n stotar i sekunden, hvilka tillsammans uppfattas sasom en

viss ton. I motsatt fall ater blir deras antal #’ -—-—,%, eller

ur eqv. (1) och '(2)

N € )

och tonen saledes fordndrad.

Antages lokomotivets hastighet @ t. ex. till 11.3 me-
ter, och sviingningstalet n af hvisselpipans ton = 2673, sa
blir, med antagande af ¢ = 340 meter, n' = 2759 di loko-
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motivet ndrmar sig, och = 2587 di det afligsnar sig; den
iakttagna tonen sjunker salunda vid forbifarten fran £ till
e 1 4-strukna octaven.

Skulle i stillet observatorn vara i rérelse med hastig-
heten @, sa erhalles pa liknande sitt samma uttryck, der
+ eller — #r att anvénda, allteftersom observatorn ror sig
fran eller till ljudkdllan. For o6frigt torde knappast be-
héfva papekas, att alla dessa formler &ro fullt allminna,
gillande fér en ljudkidlla hvilken som helst.

Ofvanstidende betraktelser dga, sdsom redan #r nimdt,
sin tillimpning &fven i fraga om ljuset, ehuru forhallandet
der ej &r fullt sd enkelt. Fyra olika omstindigheter kunna
nimligen dervid tdnkas utdfva sitt inflytande: rorelse hos
den lysande kroppen, hos det absorberande mediet, da lju-
set passerar igenom ett sddant, och slutligen hos de appa~-
rater, hvarmed ljuset uppfattas, spektroskopet och dgat,
alla dessa roérelser i forhallande till etern, tinkt sdsom
stillastaende, och endast for si vidt de forsiggd i rikt-
ning af sammanbindningslinien mellan den lysande kroppen
och dgat.

Hvad forst sjelfva [luskdllans rorelse betriffar, sa &r
dess inverkan pa ljusets beskaffenhet ej s& litt att pa for-
hand bestimma. Analogien med ljudet &r nimligen hir ej
fullstindig, ty en ljudande kropps partiklar sviinga vanli-
gen endast fram och tillbaka ungefir i samma plan, under
det en lysande kropps smadelar maste tinkas vibrera &t
alla mojliga hall, och rérelsens ofvergang till luften i forra

fallet och till etern i det senare blifva silunda egentligen

ej. med hvarandra jemforbara, Forefinnes emellertid en si-
dan inverkan, bora det utskickade ljusets vaglingder, i 6f-
verensstimmelse med hvad vi ofvan funno vara hidndelse
med ljudet, forminskas, da kroppen nidrmar sig dgat, och
forlingas, da den derifrdn afligsnar sig. I fraga om glo-
dande fasta och flytande kroppar, hvilka utsinda ljussorter
af alla slag, kan dock en sddan férdndring aldrig blifva
mérkbar. For att inse detta, behofver man blott erinra
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sig, att utom de vagrorelser i etern, som af &gat uppfat-
tas sasom ljus, dfven andra finnas, hvilkas vaglingder &ro
for korta eller for langa att gora ett sadant intryck, och
att dessa i foreliggande fall undergd samma modifikationer
som de foérra. Om t. ex. ett nirmande, saledes en for-
minskning af alla vagrérelsernas vaglingder eger rum, s&
blifva nagra af dessa, det yttersta violetta ljusets, for korta
for att vidare kunna ses, andra Ater forut osynliga s. k.
virmestralar, nu synliga sisom rédt ljus; hvad som pi ena
hallet gar forloradt, aterfas pa det andra, och liksom forut
innehaller det utskickade ljuset alla mojliga slag af ljussor-
ter. Annat blir foérhallandet med en glodande gas. Om
den #r stadd i rorelse, maste under nimnde forutsittning
i dess diskontinuerliga spektrum en forflyttning af de ljusa
linierna &t ena eller andra sidan om deras ritta platser
kunna blifva mirkbar. En dylik forskufning har ocksa
iakttagits och pa detta sdtt tolkats af Lockyer, och ndgon
annan forklaring af detta fenomen &r hittills ej angifven.*

Att det absorberande mediets rorelse maste utéfva ett
inflytande pa absorptionen &r vida littare att forutse. An-
tag t. ex. att en ljusstrale, sammansatt af alla mdjliga ljus-
sorter, pa sin vig till vart dga passerar igenom en vitgas-
massa. Vore denna stillastiende, skulle deri absorberas
den gronbla ljussort, som vitgasen sjelf vid glédgning ut-
sinder, - hvars véiglingd 4r 486.1 milliondelar af en milli-
meter, och 1 stralens spektrum skulle efterat den Frauen-
hoferska linien F upptrida. Ar deremot gasmassan i ro-
relse, framstrommar den t. ex. i riktning mot ljuskallan,
sa blir forhallandet ej mer detsamma. Den nyssndmnda

* Det enda mig bekanta forssk att pa experimentel viig utreda
~ demna fraga finnes omnimdt i en #ldre uppsats af Aongstriim (Optiska
Undersokningar, Kongl. Vetenskaps-Akad. Handl. 1852), hvarvid han
som ljuskilla begagnade de metallpartiklar, som i elektriska gnistan i
glodande gasformigt tillstdnd utkastas fran poltradarne. Oaktadt deras
hastighet bor vara betydlig, kunde likvil icke nagon forskjutning af de-
ras spektral-linier upptickas.
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ljussortens svéngningar triffa nu vitgasen tdtare &n eljest,
dess vaglingder forefalla densamma, s& att siga, allt for
korta, och i stillet absorberar den en annan ljussort, som
for tillfallet tyckes vara den ritta, men som i sjelfva ver-
ket har nagot for langa vaglingder. Denna ljussort, min-
dre brytbar #n den forra, kommer saledes att saknas i
stralens spektrum, d. v. s. F-linien blir, om vitgas-mas-
sans hastighet &r tillrickligt stor, méirkbart forflyttad at
den roda sidan af spektrum. Afliigsnar sig ater gasen fran
ljusk#llan, kommer forflyttningen naturligtvis att dga rum
at motsatt led. Har ej gasmassans alla delar samma ha-
stighet, sa absorberas p& olika stillen ndgot olika ljussor-
ter: absorptionslinien kan da synas utbredd delvis eller ut-
efter hela sin lingd, eller ock forete andra oregelbunden-
heter.

Fragan om inverkan af spektroskopets rorelse pa var
uppfattning af det genomgdende ljusets brytbarhet star i
det ndrmaste samband med den om eterns fordelning inom
materiella kroppar. Den sannolikaste asigten hiarom, forst
uttalad af Fresnel och bekriftad genom ett bekant experi-
ment af Fizeaw, hvari visas, att ljusets hastighet i vatten
r till en viss grad beroende af dettas rorelsetillstand, sy-
nes vara, att etern till en del #&r bunden i kropparne ge-
nom deras molekylers attraktion, till en del ater fri. Deraf
foljer,* att i spektroskopet den genomgaende strilens de-
det brytande prismats férflyttning i rymden, men for att
ljuset skall infalla lings observations-tubens optiska axel,
maste man gifva denna en sidan riktning, att nimnda for-
dndring follstindigt eller till storre delen upphifves, och
den aflista vinkeln blir densamma, som om spektroskopet
stode stilla. For ofrigt #r denna afvikning sannolikt gan-
ska ringa, atminstone har den hittills undgatt alla direkta
efterforskningar.

* Fresnel, Qeuvres completes, IT, pag. 627. Paris 1868.

e e
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Genom dgats rorelse skulle deremot en variation i var
uppfattning af ljusets firg kunna uppkomma, i det nithin-
nan vid rorelse till ljuskillan pa samma tid triffas af flera,
i motsatt fall af firre ljusvagor, &n om det vore stillasta-
ende, alldeles som 1 ofvan anférda, fran akustiken hemtade
exempel den observerade tonens hdjd var beroende af drats
rorelse. Sa skulle t. ex. grént ljus kunna forefalla antin-
gen mera blatt eller mera gult. Emellertid &r vart ogas
stérsta mojliga hastighet sa obetydlig i forhallande till lju-
sets, att en sddan firgvexling aldrig kan ens mirkas, dn
mindre med noggranhet uppmitas. Ty antag, att jorden
befunne sig i den delen af sin bana, der henues rorelse ir
riktad at samma hall, som solsystemets i rymden, sa for-
flytta vi oss i denna och i férhallande till stjernor, beligna
pa rorelsens utdragna riktningslinie, med den storsta ha-
stighet, som Ofverhufvud for oss kan ifragakomma, nidmli-
gen jordens 2.74 + solsystemets 0.74 = 3.48 mil i sekunden.
Den i 6gat uppkommande forindringen i vaglingd hos dessa
stjernors ljus, beriknad enligt formeln (2) pa sid. 165, som
naturligtvis &fven hir dr att tillimpa, — a siittes 3.48 och
¢ = ljusets hastighet = 27600 mil — befinnes da fér t. ex.
deny grona ljussort, hvars vdglingd &r 520 milliondelar af
en millimeter, ej utgdra mer &n 0,07 af en sddan enhet,
under det att en forindring af minst 30 & 40, ja kanske
annu flera dylika dr nodvindig for att en variation i firg
skall af dgat mirkas.

Af ofvanstdende betraktelser draga vi nu den slutsats,
att da rorelsen hos de apparater, hvarmed ljuset uppfattas,
ej visat sig utéfva nagot mirkbart inflytande, en observe-
rad forfiyttning af en ljus linias lige miste antagas bero
endast af sjelfva ljuskiillans rorelse. Likasa #r en for-
skufning af en Frauenhofersk linia, under forutsittning att
ljuskdllan utskickar alla méjliga ljussorter, endast att till-
skrifva den absorberande gasens rorelse och fullkomligt obe-
" roende af den forras, hvarfére denna ocksd ganska vil kan
deltaga i1 den senares rorelse, sasom forhallandet r t. ex.




170 AFD, III. oM SPEKTRAL-ANALYSEN.

med solen, utan att absorptionsfenomenet derigenom i né-
gon mon férindras. For ofrigt dr vid alla hithérande ob-

servationer, som . endast ga ut pa att jemfora det relativa -

liget af tvenne morka eller ljusa linier, samtidigt observe-
rade med samma apparat, den mdjliga inverkan af dennes
rorelse tydligen for bdda densamma och resultatet siledes
deraf fullstindigt oberoende.

Alla de forut beskrifna, af Lockyer férst iakttagna
fordndringarne och oregelbundenheterna i F-linien och den
deremot svarande ljusa vitgas-liniens lige och utseende
finna pa detta sdtt sin otvungna férklaring och efter all
sannolikhet har man hiri ocksd erhallit ett matt pd den
hastighet, hvarmed vitgas-massorna i det yttersta lagret af
solatmosferen forflytta sig. De mot dessa frdndringar i
brytbarhet svarande forindringarne i vaglingd kunna nim-
ligen genom jemférelse med de nédrliggande fixa Frauesho-
ferska linierna, hvilkas vaglingder alla finnas angifna i
ffngstro"ms bekanta Atlas 6fver Solspektrum, med sékerhet
uppmitas pa 0.1 ndr af en milliondels millimeter, och om
man med RLockyer antager formeln (2) pa sid. 165 dfven
hir #dga giltighet, — en fullt berittigad forutsittning i fraga
om den morka liniens férflyttningar, mindre vil grundad
deremot med hédnseende till den ljusa liniens — kan den
lysande eller absorberande gasens hastighet sedermera derur
med ldtthet berdknas. Hérvid dr dessutom att ihogkomma,
att endast de rorelser, som forsigga pa sammanbindnings-
linien mellan ljuskédllan och dgat, astadkomma dylika fe-
nomen, hvarfére ocksi de upp- och nedgiende strommar-
nes hastighet iakttages pa midten af solskifvan, de tangent-
tiellas ater vid dess kant.

De pa denna vig vunna resultaten bekrifta fullstin-
digt de forut uttalade asigterna om dessa rorelsers utom-
ordentliga hiftighet. En hastighet af 3 a 4 mil 4r mycket
vanlig, och ej sdllan rasa hvifvelstormar af betydligt — 250
a 300 mils — omfang, hvari vitgas-massorna drifvas om-
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kring med den niistan otroliga hastigheten af 20 svenska
mil i sekunden.

Dessa i solspektrum observerade fenomen sta for ofrigt
ej enstaka; i ett fixstjerne-spektrum hade Huggins redan
forut gjort en liknande iakttagelse af fullt ut lika stor be-
tydelse. * Genom hans och Secchis arbeten &r adagalagdt,
att alla fixstjernor, liksom solen, forete kontinuerliga, af
morka linier genomdragna spektra, och d& dessa liniers
lage for olika stjernor #r betydligt olika, har man héri det
sikraste bevis for, att de #ro sjelflysande kroppar, i fysiskt
hinseende analoga med solen. I somliga fixstjernors spek-
tra upptrida vitgasens absorptionslinier, i andras icke.
Till de férra hdr Sirius. Genom upprepade jemforelser
mellan denna stjernas spektrum och vitgasens i elektriska
gnistan, sdrdeles svira och mddosamma observationer i
foljd af det forras ljussvaghet, fann Huggius, att F-linien
i detta var nagot utbredd men ej symmetriskt i férhallande
till den motsvarande ljusa linien i vitgas-spektrum, utan 6f-
vervigande at den roda sidan, och detta sa mycket, som
i medeltal svarade mot en forldngning i vagling af 0.11
milliondels millimeter. Férklaringen hiraf innehalles i det
foregaende. Under samma antaganden, som ligga till grund
for Lockyers berdkningar, méaste denna olikhet i vaglingd
fororsakas af en relatif rorelse mellan den elektriska gni-
stan och den absorberande vitgasen i Sirius’ atmosfer upp-
gaende till 6.2 mil i sekunden. En del af denna hastig-
het tillkommer den férra, som, &tféljande jordem, vid ob-
servationstillfallet rorde sig fran Sirius 1.8 mil i sekun-
den; det Aterstdende maste hirréra fran dennas egen ro-

relse. Alltsa forflyttar sig denna himlakropp for nérva-

rande bort ifrdn vart solsystem med en hastighet af 4.4
mil.  Betinker man nu, att detta &r utefter ljusstralens
riktningslinia rdknadt, och att vanliga teleskopiska obser-
vationer gifva hastigheten vinkelritt deremot, si inses huru

i

* Philosophical Transactions 1868 p. 529.
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lyckligt: dessa bada metoder komplettera hvarandra for stu-
- diet ‘af stjernornas egna rorelse.

Huggins har i samma syfte undersdkt atskilliga andra
stjernors spektra, men kan ej &nnu med sikerhet i nagot
annat uppvisa en dylik foérskjutning.

Denna framstéllning, om &n kort, torde dock vara
tillrdcklig att gifva en ofverblick 6fver denna fragas nér-
varande standpunkt. Ehuru forklaringen af denna klass af
fenomen i ett och annat &nnu maste anses bristfillig, &r
dock deras stora betydelse for utvidgandet af var kinne-
dom om himlakropparnes rirelse och fysiska beskaffenhet
ej att underskatta, och dnnu std vi sikerligen endast vid
borjan af de upptickter, som pa denna vig komma att goras.

AFDELNING IV.

Anmélan af bécker.

WestrOM, C. A. Ldrobok i Geometri. II. Stockholn 1871. Alb
Bonniers forlag. 48 sidor 8:0. Haft. Pris 50 ore.

Detta arbete, som utgér en fortsittning af forfattarens ar 1867 ut-
gifna plana geometri, innefattar planimetri och liran om storheter i
rymden samt deras métning.

Arbetet har fortjensten af att vara kort.

Mot detsamma kunna dock foljande anmirkningar giras:

1. En krbpp anses lika med summan af ett oéndligt antal plan.
(VIIL. 7 och 15).

2. En cirkel anses som en manghdrning med ett oindligt antal
sidor (VL. 10), en cylinder som en prisma med ett oéndligt antal kan-
ter (VIIL 12), en kon som en pyramid med ett oéndligt antal kanter
(IX. 6). -

3 Alld linier anses kommensurabla sinsemellan. Forf. antager
namligen, att man genom oupphorlig tudelning af en gifven linie slut-
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ligen kan komma il en del, som jimnt innehélles i en annan gifven
linie (VI. 1, VIIIL 1, IX. 1).

" 4. Forfs bevis af lemmat pd sid 19 (= Eukl. I 25) forutsatter
hvad som skall bevisas och &r siledes ett cirkelbevis.

5. Forfis pastiende, att de tvd prismor, i hvilka en parallelepiped
genom diagonalplanet delas, kunna helt och hallet passas i hvarandra,
ar falskt  Rigtigt bevis for denna sats finnes i geometriska lirobtcker
af Kjellin, Lithander, Legendre (Harfvefeldt), Lidberg, Hellstrom, Mundt-
Bergroth m. fl.

Dessa anmirkningar visa, atb arbetet icke &r godt.

Stockholm den 30 Oktober 1871

F. W. HULTMAN.

Satser af STeN BouE,

elev i T:de klassen vid Strengnis elementarliroverk.

Prop. IV (XIV enl. Bjorling).

Om uti A:na ABC och abe NAd= Aa, AB=Db, AC=c¢;
s skall
1) AB:ab=AC:ac, 2) AC:ac == CB;cb, 8) CB:cb=BA:ba.
Afskiir af '
AC AE = ac (I: 8)* och drag ED /jCB och EF [/ AB (L 31).

Eftersom
NA= Na, /\AED= A ACB (constr. 0. I: 29) = A acd
och
AE gjord = ac, ir AADE 2 Aabe (I 26)
och foljaktligen
AD:ab= AE:ac, AE ac==EI) cb ED cb=DA:ba

eller efter altern. (V: 19, Cor. 3):
AD:AE = ab:ac, AE:ED =ac:cb, ED: EA = cb:ba.
1) Eftersom
ED//CB,
maste
AB: AC = AD: AE (VI: 2, Cor.) ==ab:ac (V: 10)

* Citaten till Bok. I—IV -#ro enligt Lindmans edition, och till
Bok. V—VI enligt Bjorlings proportionslira.
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och saledes genom altern. (V: 19, Cor. 38):
AB:ab= Al:ac;
hvilket var det forsta som skulle bevisas
2) Efter
EF [} AB,
maste
AC:BC = AE:BF (VI:2,Cor.) = 4E: DE (V: 120.10) = ac : cb(V: 10)
eller genom altern. (V: 19 Cor. 8)
AC:ac = CB:cb;
hvilket var det andra som skulle bevisas.
3) Efter nu 4r bevist, att AB, 4AC och CB iro i ordning
proportionela mot @b, ac och cb, si slutes af likhet, att .
CB:¢b = BA:ba (V: 23);
hvilket var det tredje som skulle bevisas

Prop. V (XV enl. Bjorling).

Om uti Ama ABC och abe AB, AC, CB #ro i ordningen pro-
portionela mot @b, ac, ¢b; sa skola Ama A, B, C vara = hvar
sin i ordning af Ama «, b, c.

Samma konstruktion som i prop. IV.

Eftersom

ED//CB #r AAED oo AACE (I: 29),
hvaraf foljer (enl. foreg. prop. 4) 1) att
AE: AD = AC: AB = ac:al (V: 10),
saledes genom alten. (V: 19, Cor. 8):
AE:ac = AD:ab,
hvaraf
AD =a b (V: def. 7, Cor 1);
och 2) att :
AE: ED = AC:CB = ac:cdb (V: 10)
saledes genom altern. (V: 19, Cor. 8)
AF:a¢c= ED:cb,
hvaraf
ED = c¢b (V: def. 7, Cor. 3).
Alltsd &r
ADE ® Aach (I: 8),

ANa= pAA, ANb= pNADE= AB, nc= ANAED =C.

Hvilket skulle bevisas.
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Prop. VI (XVI enl. Bjorling).

Om uti Ama ABC och abcAB: AU =ab:ac och p d= Aa,
sa skall ock
AB= Ab. AC= pec.
Samma konstruktion i prop. IV.

Eftersom

ED//CB, ar AE:AD = AC:AB (VL 2, Cor) = ac:ab
och saledes genom altern. (V: 19, Cor. 8)

AFE:ac=AD:ab,
hvaraf
AD = ab (V: def. 7, Cor. 3).
Alltsa ar
AADE @ Adbe (I: 4), Nb= n ADE =B, c= n AkD =C.

Hyvilket skulle bevisas.

Prop. VII (XVII enl. Bjorling).
Om uti Ama ABC och abe AC= Ac och AB: AC =ab:ac
och Ama B och & #ro antingen spetsiga i bada eller icke spetsiga i
bada, si skall
ANA= pNa, NnB= Ab.
Samma konstruktion som i prop. IV.

Eftersom )
ED//CB, ar AE: AD = AC: AB (IV: 2, Cor.) = ac:ab (V: 10),
saledes genom altern. (V: 19, Cor. 3)
AFE:ac=4D:ab,

hvaraf
AD = ab.

Alltsa- &r
AADE® Aabe (I 26 A)), na= ANA, rb= nNADE = A B.
Hvilket skulle bevisas. :
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Aritmetiska problem,*

gifna vid Kongl Lararinneseminariet den 27 Maj 1871
’ at de afgdende eleverna. 3 st. pd 3 timmar.

1. Ar 1870 belupo sig svenska folkets utgifter for dttonde hufoudtiteln
(undervisningsviisendet, futtigudrden m. m.) till 4 957 200 rdr. I dr uppgd
dessa utgifter till 5158 000 rdr. - Med huru mdnga procent ifverstiga sdle-
des detta drets utgifter 1870 drs? )

2. Dela 4000 vrdr mellan A och B 1 forkdllandet 7: 9. Huwru
mycket far hvardera?

8. En moder dr 60 dr, hennes dotter ér hilften sd gammal. Nér
var modern 4 gdnger sa gammal som dotiern? ‘

4. En person lottar bort en klocka, vird 378 rdr. Om han siljer
lotten” @ll 3 rdr 40 dre stycket, forlorar han lika mycket, som han vinner,
om han for hwvarje lott erhaller 5 rdr. Huwru mdnga lotter siljer han?

5. En kbpman betalar 216 rdr for ett visst antal centner af en vara,
Jor samma summa kiper han sedermera af samma vara, men erhdller da 3
centner mindre dn forut, emedan varan under tiden stigit med 1 rdr pd
hvarje centner. Huru mdnga centner kipte han forsta gdngen?

6. Befolkningarne i Asien och Afrika uigéra, den forra 2, den senare
1L of Europas befolkning. Huru stor ér Afrikas befolkning? Man anser,
att Asiens befolkning utgor 725 mullioner innevdnare.

7. Hvarfsre skall man vid division i brdk multiplicera dividenden med
divisorns inverterade virde?

8. Berikna uttrycket

3
09-20  6—04
06 1 1 :
375 (105) 24

9. Om man berdknar for ett skolbarn 200 kubikfot luft, for huru
mdnga skolbarn ér dd en sal beriknad, hvars lingd dr 60 jot, bredd 40
fot och hijd 12 jfor?
¢ 10. Hvarfove ér et tal jimnt delbart med 5, om det slutas pé &
eller noll?

* Insinda ldsningar 3 dessa af flickor eller skolynglingar emottagas med ndje af
F. W. HULTMAN
under adress: Stockholm.,

et TENVATTEAL £ S e
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Satser,
gifna i skriftliga mogenhetsexamen h. . 1871.

For latinlinien.

1. At genom en gifven punkt pd en cirkelperiferi draga en tangent,
dd cirkelns medelpunkt ¢f lan konstrueras.

2. Att konstruera en rdtvinklig iriangel, dé man kinner dess ena kaet
och hijden mot hypotenusan.

3. Att konstruera en cirkel sd, att dess periferi gdir genom en gifven
punkt, langergr en gifven linte och har en radie af gifven lingd.

4. At skdra en gifven rit linic sd, att rektangeln af bada delarne
blir lika med quadraten pd en fjerde del af hela linien,

J. At upprita ett paralleltrapizium, da man kinner storleken af bida
parallela sidorna och de bida diagonalerna.

6. Ait pd en gifven cirkels periferi séka de punkter, lwilkas afstind
Jran tvenne gifna punkter dro lika stora.

7. Aut 7 ett gifvet cirkelsegment inskrifva en qvad; at.

8. At konstruera ritterna till eguvationen

—br=—3.

9. Ndgon utlénar 1000 rdr, en del efter 4 procent och en annan del
¢fter & procent. Arliga rintan for hela summan uppgér @ll 46 rdr 40 Gre.
Fragas efter delarnes storlek?

10. Dela en linte, som ér 10 alnar ling, ¢ 2 sddana delar, att rek-
tangeln of hela linien och den ena delen md vara dubbelt si stor som rek-
tangeln af bada delarne.

11, Produkten of twa tal ér 10. Summan af quadraterna, som fis
genom hvardera talets dividering med det andra utgér 2%, Huvilka dro
dessa tal?

12,  Upplss equationen

BT F1 = 6=+ 1)!
13, Upplés equationen
x —5x+~/x7-—5x 4+ 6 = —4 + /\/ﬁl
14. Frdn ett och samma stdlle utgd twd personer samtidigt och 7 sams
ma  rigtning men med olika hastighet.  Efter nagon tid ér. afstandet mellan

dem Y, mil. Dd vinder den, som hunnit lingst och gdr for att mota den

12
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andre, hvilken han triffar efter forloppet af en tid, som till den nyssnimnda
JSorhdller sig, som 1 till 5. Hela tiden fran skdsmessan till motet dr 1.
timme 48 minuter. Hur fort ga de bada personerna?

15. Tvd personer gingo samtidigt fran ett stille A till ett annat B,
beliget pd 4 mils afstind fran det forra. Den ene gick /3 mil ¢ timmen,
den andre Y, mil. Bdda hvilade under sw fird, den ene tre gdnger sd
linge som den andre. Semtidigt intriffade de ¢ B, Hur ldng heilotid tog
hvardera, och hur ling tid anvinde bida pd firden fran A tll B?

For reallinien.

16. Att upprita en rhomb, dd man kiuner en vinkel o¢h summan af
diagonalerna.

17. At dela en cirkel i tvd sadana segmenter, att vinkeln i det ena
dr dubbelt sd stor, som vinkeln © det andra.

18. At omkring en gifven cirkel omskrifva en femhorning, som dr lik-
vinklig med en gifven femhirning.

19. Att v en gifven sfer tnskrifva en tetraéder.

20. Att upprita en parallelogram, som dr likformig med hvar och en
af de parallelogrammer, som uppkomma, ddé midtpunkterna pa hans bada
stirre sidor forenas genom en rdt inie.

21. At upprita en triangel, dd man kinner tva vinklar och de mot-
stdende sidornas skilnad.

22. At upprita en cirkel, som gar genom tvé gifna punkter och skér
en gifven cirkels periferi midt uti.

23.  Att fran en punkt utom en cirkel draga en sekant, s att rektan-
geln, som innehdlles af densammas utom och-inom cirkeln liggande delar, blir
lika stor med en gifven ritlinig figur. ‘

24, x4+ N1y = 60; y+ Sty = 40.

25. En equation of andra graden dr af formen: %4 az+b==0;
att uppstilla en equation, hvilkens rotter dro n gdnger sa stora som den
gifnas.

26. Man kinner om en dngbdt att den pd 7 timmar tillryggaligger
viigen fram och dter mellan tvd stéllen, beligna vid en flod och pd 2%y
mils afstind frdn hvarandra. Derjemte vet man, att strommen har en ha-
stighet of 1fy mil © timmen. Hvad d&r dngbdtens hastighet ¢ stillastdende
vatten ?
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27. En person afreser frdn en ort och ‘tillryggaligger forsta dagen 3
mil ock hvarje féljande dag Yy mil mer dn den nirmast foregdende. Samti-
digt reser en annan person fran samma ort och utefter samma wig & mil
dagligen. Néir har den forre upphunnit den senare? ‘

28. Med huru stort belopp skall en skuld af 12,000 rdr, a hvilken
berdknas 5y procent rdnta, drligen amorteras, for att vara fullt godtgjord
med den J30:de inbetalningen?

29. En ockrare uwtlanade 500 rdr emot en skuldsedel pa 700 rdr att
betalas rintefritt efter tre dr. Huru mdnga procent tog han, da han berdlk-
nade rénta pd rinta.

30. En stympad rét kon rymmer 24 kannor. Dess hijd idr lika med
skilnaden mellan bottenradierna, och forhallandet mellan dessa dr 5:8. Huru
stora dro de?

31. Hijden § en triangel ér & tum och motstdende sida 7 tum. Vin-
keln mellan hijden och en af de nirliggande sidorna dr 23% Bestim trian-
gelns sidor och vinklar.

32. Med hvilken hastighet bor en kropp kastas lodrétt neddt fran eit
stille, for att under sin rorelse efter 3 sekunder upphinna en annan kropp,
som fallit fran samma stille 2 sekunder, innan den fiorstnémnda kroppen sat-
tes ¢ gang® ‘

33. . Angif svingningstalet for den ton, som wppkommer vid bldsning ¢
pipan till en vanlig nyckel of 3f, tums djup, under forutsitining of att lju-
dets hastighet ¢ luft & 1100 fot i sekunden.

84. En jemntjock skifva, i form af en liksidig triangel och af 7Yz
skalp. vigt, dr vridbar kring en af sina sidor samt uppbires frdn motstd-
ende vinkelspets genom ett snire, hvars andra dnda dr fistad i en midt of-
ver vridningsaxeln beligen punkt.  Skifvan antages vara horizontel, och sni-
ret af samma lingd som triangelsidan. Berikna spénningen © sniret.

35, Ett cylinderformigt dricksglas of 3 tums djup invindigt dr, med
botten wvéind uppdt, tll halfva sin inre hijd nedsinkt i vatten, hvarvid vatt-
net antages std lika hogt inom och utom kirlet.  Om glaset varsamt upplyf-
tes ur valtnet, sé ait ingen lyft dervid far instromma, tills nedre kanten be-
Sinner sig i jemnhijd med det yttre vattenbrynet, si kommer vaitnet att std
higre invéndigt, én ulanfér kdrlet.  Berdkna hijdskilnaden mellan vatten-
ytorna for det fall, dd barometern visade 25 tum och quicksilfrets tithet {
JSorhallande till vatinet var 13.6.

36. En persons syndistans dr & tum. Huru mdnga génger forstoradt
ser han ett foremal genom en lupp af en tums brinnvidd?

37. I et glasror, som ér graderadt ¢ lika stora volymdelar, upptager
en quicksilfverpelare 47 delar vid 12° C. Huru mdnga delar upptager han
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vid 900 C., dd quicksilfrets kubiska utvidgningskoéfficient ér O,00018 och gla-
sets linidra 0,0000092

38. Om styrkan hos den galvaniska strém, som vid 0° och 256 tums
luftryck under 1 minut formdr utveckla en kubiktum knallgas, viljes sdsom
enhet for stromstyrkan, fragas styrkan hos den strom, som vid 24 tums tryck
och 15° kan under 10 minuter utveckla 180 kubiktum vétgas. - Luftens ut-
vidgningskoéfficient &r 0,003617.
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+

Konstférvandt Frans Robert Johnsson
fodd d 26 febr. 1840, dod 4. 81 okt. 1871

Det namn, for hvilket tidskriften nu faster dodstecknet, tillhorde
en man, hvars tidiga bortgang redaktionen med verklig saknad bekla-
gar; ty den mannen har i sin mon och det pd ett hedrande sitt bidra-
git i det gemensamma arbetet for tidskriftens framging. Johnsson mot-
tog vid tidskriftens borjan uppdraget att vara hennes sittare; och hvar
och en, som under de fyra ar tidskriften fortvarat haft att lisa korrek-
tur pa inlemnade uppsatser, drar sig sikerligen till minnes, med hvil-

ken tillfredsstéllelse blandad med forvaning man Ggnade igenom korrek-
" turarket, icke ratt vetande, om man hade att gora med ett reviderark i
stallet for ett forsta korrektur. Hvar och en, som har sig bekant, hvil-
ken ojamforligt storre svarighet sittning af matematik erbjuder framfor
sittning af vanlig text, ity att den matematiska formeln erfordrar for
att korrekt och vil byggas icke allenast konstfirdighet i sittareyrket,
utan afven skarpsinnighet och omddome att med ledning af ett ofta nog
otydligt manuskript anvisa hvarje tecken sin ritta plats, erkimner siker-
ligen med ndje, efter gjord bekantskap med Johnsson, att man hos den
ansprakslose arbetaren med vanlig folkskoleuppfostran kan traffa prof pa
intelligens, som skulle kunna riknas for en prydnad hos mangen, som
bar i flere instanser kontrollerade ansprak pa bildning. Ocksd stude-
rade Johnsson pé lediga stunder i hemmet matematik, si vidt forma-
gan att reda sig pd egen hand medgaf. Flere af tidskriftens problem
pa forsta afdelningen funno i honom en intresserad om ock icke bekant
losare. — Johnsson hade haft anstillning pa det akademiska tryckeriet
i 7 ar. TFor 8Y, ar sedan insjuknade han i lunginflammation, efter
hvilken tid bhans helsa var svag och ojimn. Sistlidne var efter ett sva-
rare sjukdomsanfall mottog han af likaren med lugn undergifvenhet det
budskap att han snart maste skiljas hiadan. — Frid ofver hans minne:
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AFDELNING L

Om tredje grads funktionen med en variabel.

Af lektor K. P. NORDLUND.

Pa det att de unge lisarena, for hvilka denna upp-
sats dr skrifven, ma fatta undersokningen af den all-
ménna tredje-grads-funktionen, vilja vi sasom inledning un-
derstka foljande enskilda fall af densamma:

B-Ta*+1le+l . . . . . . A
49 309
8o 2 OUI B
a*—Ta®+ 3457
2 -T2+ 1840——43—6 . ... . C.
Om man i
2B -Ta*+11la+1 . . . . . A

insitter ett bestimdt virde i st. f. 2, erhaller A ett be-
stimdt virde. Insittes t. ex. i st. f. & virdet 2, erhaller
A virdet 3. Detta virde 3 kan dfven A erhalla for tvenne
andra virden, nimligen:

5+ /21 5 —a/21
- 1 2 -,

hvilka vi finna pa foljande satt:

A divideras med -2, da qvoten 2*—b5z+1 och
resten 3 erhallas, hvadan A &r likabetydande med




186  AFD. I - OM TREDJE GRADS FUNKTIONEN.

(2 —2)(2*—ba+1)+3,
hvilke't uttryck blir 3 endast for virdena

2, S+~zl +£/21 och —~——5-£/21'

Anm. De virden, for hvilka en a-funktion erhaller
lika virden, kalla vi korresponderande x-viérden i afseende
pa funktionen.
5+ /21

2
rande z-virden i afseende pa A.

Genom ett dylikt forfaringssitt finna vi de korrespon-
derande z-virdena jemte 7 vara ~/—11 och —a/—11
och virdet pa 4 78, de korresponderande x-virdena jemte
1 vara 5 och 1 och virdet pa A 6.

Fo¢r att ndrmare undersoka de korresponderande z-vér-
dena i afseende pa A, soka vi de virden, som jemte u (u
antages vara reel och oberoende af @) dro korresponderande.
Genom division af 4 med #—u finna vi 4 vara likabety-
dande med

(@—w(e*+u—-Te+p*—Tu+1)+u*-Tp2+11p+1..4,
for hvarje .u-virde.

De korresponderande a-vdrdena jemte p dro saledes

64 S
,7-,u+\/*3—-—3(‘u——§)
5 R

64 e
7—M—\/§~—3(u—§>
2

; Anm. 1 denna uppsats hafva vi sokt gifva uttrycken
den for undersokningen tydligaste formen

och korresponde-

— 21
Salunda dro 2, 5%

och

a, .

Vid aktgifvandet pa de trenne korresponderande z-vir-
dena u, @, och @, finna vi, att




TR

AFD. 1. 0M TREDJE GRADS FUNKTIONEN. 187

1) Summan af tre korresponderande z-virden hvilka
som helst &r 7 (koéfficienten for «® med ombytt tecken).
2) Summan af tre korresponderande z-virdens hvilka
som helst tvalediga produkter &r 11 (koéfficienten for z).
3) Produkten af tre korresponderande a-virden hvilka
som helst minskad med virdet pa A for ett a-virde lika
med nigot bland dem &r ~1 (den af 2 oberoende termen
med ombytt tecken).
4) Skilnaden mellan de jemte p korresponderande z-viir-
dena ¢, och @, A&r :
/64 7\?
V'3 3emg)
hvilken erhaller sitt storsta virde %4 , '§7
af kodfficienten for 2® med ombytt tecken).

A VAP : [ = =
O) Nar 3<[(é - 3) 3 eller w 3 eller 5 s

dro o, och a, lika, i forra fallet med %] och i det -

senare med 1.

" - T\*_ 64 s o 5
6) Nir 3<u~—) < -5 eller w dr nagot medelvirde

3 3
mellan ~% och 5 &ro @ och @, reela och olika.
N 64
7) Nir 3( _5) >3 eller ,Le<—% eller =5,

dro ¢, och @, imaginira.

v Anm. En funktion siges erhilla ett mawimi-virde M
for « = @, om funktionens virden for z-virden i grannska-
pet af g (savil stérre som mindre dn ) &ro mindre dn M
och ett minimivirde M, for @ = a,, om funktionens vir-
den for @-virden i grannskapet af @, #éro stdrre &n M.

- Sittes p = ——% i A4, , erhalles

1 I1\?" 94
(sl"‘l"g)(-fb-?) "‘2—7‘ . . . . Ag.




188

.« 11 94
8) For @ =g dr Ag_——ﬁ.
" e . . 11 94
For x-virden i grannskapet af 5 & 4> ~ 57"
11
Saledes har A ett minimivirde —%%, da @ = 5
NFor a=1 dr A4, =6.
For a-virden i grannskapet af 1 4r A < 6.
Saledes har A ett mazimivirde 6, d& =z = 1.
o . 1 . o L 94
10)Frane = — oo tillz = — 3 vaxer A fran — oo till ~ e
1 ‘ - 94
99 &= —g 3 L = 1 2 4 9 ""E)'? 2 6.
11 94
, &= 1 2= ?aftagerA , O n o
11 . 94
w o BE g, & bvixer A4 ,, —g% » 6.
w &= b , o= o , 4 6 » 0.
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Sittes w = b1 4,, erhalles

(@—B)@—-12+6 . . . . . A,.

A, och A4, #ro likbetydande med 4.

I1) Nar & < — 94 har eqv. 4 =k (k oberoende af

. 1 .
z) en reel rot mindre &n 5 och fvd imaginéra.

11
3

3

12) Nar k= —g;, har eqv. A =Fk rdtterna —;;—,
11

ho .
ocC 3

13) Nir & &r nidgot medelvirde mellan —~2¢ och 6,

har eqv. 4 =k tre reela och olika ritter.

[

. o 8 < 1
Den minsta &r ndgot af medelvirdena mellan — 5 och 1.

3

:
:




P et e

 AFD. L OM TREDJE GRADS FUNKTIONEN. 189

Den andra (i afseende pa stbrleken) négot af medel-
11 -

virdena mellan 1 och 3
Den tredje (i afseende pa storleken) nagot af medel-
virdena mellan —131 och 5.

Anm. Eqv. A =0 har sina tre rdtter reela och
olika och deras grinsvdrden #ro de ofvan uppgifna, eme-

dan 0 dr ett af medelvirdena mellan —%L; och 6. I all-
minhet har en tredje grads eqvation, hvars ena membrum
ar 0, sina tre rotter reela och olika, da den funktion,
som utgér det andra membrum, har mamime- och minimi-
virden och dessa hafva olika tecken.

14) Nar k=6, har eqv. 4 =4k rotterna 1, 1
och b.

15) Nir k>6, hareqv. A=%k en reel rot storre
in 5 och tva imaginéra. :

Dels for att askadliggdra det ofvan sagda, dels for att
papeka nigra andra egenskaper hos A, hvilka hufvudsak-
ligen hafva geometrisk betydelse, hafva vi i fig. 18 upp-
ritat en del af den kroklinie CQMND, som motsvarar A.

Anm. For korthetens skull kalla vi denna kroklinie
i det efterfoljande K. '

Upplysningsvis meddelas foljande:

AOB i#r grundlinien (a-axeln),

O begynnelsepunkten (origo) och

¢ den antagna enheten.

De positiva z-vérdena riknas till hoger om O, de ne-
gativa till venster.

Funktionens 4 positiva virden riknas ofvanom och
dess negativa nedanom grundlinien.

Foljande liniers storlekstal i forhallande till lingden-

heten e dro:
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1 7 64 34

OF=3, OF=1, 06 =3 OH—— LR =/, 164,
94 ; 4
BEQ=HN=3., MF=SI'=6, PI=IR=--.

Anm. I st. f. uttrycket: »storlekstal i torhallande
till lingdenheten e¢» anviindes i det efterfoljande blott »stor=
lekstal »,

Vilja vi med anvindning af K sioka viirdet pa 4 for
ett bestdmdt virde pa x t. ex. r, afsiittes pd OARB ifran
O r lingdenheter ¢ (&t héger om » #r positiv, at ven-
ster, om ¢ #r negativ). Ifr&n dndpunkten af detta stycke
filles mot BOA en vinkelrit linie och utdrages, sé att den
triffar K, storlekstalet till denna linie (med tecknet +,
om den faller ofvanom, med tecknet —, om den faller ne-
danom grundlinien) &r virdet pa 4.

Vilja vi finna det eller de #-vdrden, som jemte r &dro
korresponderande, drages genom den punkt (p), der den
vinkelrdta linien triffade K en med BOA parallel linie,
da foljande fall kunna intrédffa:

1) Att linien endast triffar K i p, hvilket hénder, da
p ligger pa QC eller KD.

1 detta fall &ro de jemte » korresponderande a-vér-
dena imaginira.

2) Att linien tridffar K i tvenne andra punkter, hvilket
hénder, d& p ligger pa QM, MN eller NK.

I detta fall &ro de jemte s korresponderande w-vir-
dena reela och olika.

3) Att linien tangerar K i p och skdr den i en annan,
hvilket hinder, d& p #r nagou af punkterna M eller IV
(maximi- och minimi-punkterna).

I detta fall finnes blott et korresponderande z-virde
jemte 7.

4) Att linien skidr K i p och tangerar i en annan
punkt, hvilket hénder, da p #r ndgon af punkterna @
eller K. '
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1 detta fall &ro de jemte r korresponderande a-vir-
dena lika.

Ifran denna eller dessa punkter pd K fillas vinkel-
rita linier mot BOA, storlekstalen till de stycken af BOA,
som ligga mellan O och de vinkelrita linierna (tagna med
tecknet +, om styckena ligga till hoger, med tecknet —,
om de ligga till venster om O) &ro de jemte » Korrespon-
derande x-virdena i afseende pa A.

Vilja vi finna de reela rotterna till eqvationen 4 =f
(f 4r beroende eller oberoende af z), uppritas den linie, '
som motsvarar f, med samma grundlinie, utgangspunkt,
enbet och rigtningar. Virdena pa x, som motsvara denna
linies skdrningspunkter med K, dro de reela rotterna till
eqvationen 4 =f. ' ]

Anm. 1. De virden, som man genom detta forfa-
ringssitt erhaller, #ro i de flesta fall blott nérmevérden,
men felen blifva mindre ju noggrannare linierna &ro uppri-
tade och métningen verkstélles.

Anm. 2. De imaginira virdena kunna ej pa detta
sitt erhallas,

Vi foretaga oss en undersékning af K.
Divideras 4 med (z—2)(@—4) befinnes
(z—DNe—2)z—-4)+9-32 . . . . 4,
vara likbetydande med 4.

9 — 32 antager samma virden som A4, eller 4 endast
for x-viardena 1, 2 och 4, hvadan den rita linie, som
motsvarar 9 -3z gar endast genom de punkter pd K,
som motsvaras af a-virdena 1, 2 och 4.

Divideras 4 med (z— 2)(x—3) befinnes

(@—-2(@-3)+13-b2 . . . . A
vara likabétydande med 4.

13 — 5 antager samma vdrden som ., eller 4 endast

for a-vérdena 2 och 3. Insittas i 4, z-virden i grann-
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skapet af 2 (savill storre én , som mindre &n 2) blir 13 -5 -

storre dn A,. Insittas deremot w-virden i grannskapet af
3, blir 13- 5z storre &n 4;, om de #ro mindre &n 3,
och mindre 4n A4,, om de #ro storre &n 3, hvadan den
rita linie, som motsvarar 13 -5z endast gar genom de
punkter pd K, som motsvara a@-virdena 2 och 3 - samt
tangerar K i den forra punkten och skir i den senare.

Foér att ndrmare undersoka denna fraga, dividera vi
A med (w—m)(@—n) (m och n antagas vara reela och
oberoende af z), da
(2—m)(z—n)(@—(T—m-n)+(n*+mn+n*~T(m+n)+ 112+ 1

+ 7Tmn - mn(m + n) g ¢

befinnes vara likbetydande med A4 for hvarje virde pa
m och n.

Pa ofvan angifna sitt kan visas, att den rita linie,
som- motsvarar

(m*+ma+n—Tm+n)+ 1)z + 14+ Tmn —mn(m + n)

endast gir genom de punkter pad K, som motsvaras af
z-virdena m, n och T—m—mn.

16) Aro m, n och 7—m—n olika, gir linien genom
tre punkter pa K. '

7) Aro tvd lika t. ex. m=7—-m—n gir den en-
dast genom tva punkter och tangerar K i den, som mot-
svarar x = m.

18) Aro alla tre lika, hvilket endast intriffar, di m

3 3
enten for 2#® med ombytt tecken), tangeras och skires K af

och n och siledes #fven 7—m —n #dro z (1 af koéffici-

C e 7
linien i den mot 2 = 3 svarande punkten.

Anm. Punkten (1), som motsvarar =3, kallas

Wl =~

ombdjningspunkt (inflexionspunkt), emedan K der &dndrar
bojning. Bagen MI 4r nimligen konkav &t venster och
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IN at hoger. Storlekstalet till denna punkts afstind fran
34
27"

Summan af m, n och 7T—m—n &r 7 (kodfficienten
for x* med ombytt tecken), hvaraf foljer: '

BOA &r

19) Om. en riit linie skir K i ¢re punkter, sa dr
summan af de mot skédrningspunkterna svarande z-virdena
lika med 7.

Anm. Satsen 1 dr till en del ett enskildt fall af 19,

20) Om en rét linie tangerar K i en punkt och skiir
i en annan, sa dr summan af det z-virde, som motsvarar
skdrningspunkten och 2 ganger det a-virde, som motsva-
rar tangeringspunkten #dfven 7.

21) Tre ganger det a-virde, som motsvarar ombdj-
ningspunkten &r dfven 7.

. . . 7 .
Sittas i st. f. m och n 1 A4, virdena zta och g—a,

7 o
hvilkas aritmetiska medelvirde &ar 3> erhalles

(o= Grae-(-alog) s (=)o 57 -5

likabetydande med A.
Den rita linie, som motsvarar

(2 16 370 7,
6'—3) 27 § e e e e e 7

gar genom de punkter pd K, hvilkas motsvarande w-vir-
7

den &ro §+a, g och —),_2 (#-vardet, som motsvarar
ombdjningspunkten).

Anm. 1. Ar a= = \/l; blir vy %‘; som mot-

svarar den rita linie, som genom ombdjningspunkten dra-
ges parallel med grundlinien.
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Anm. 2. Storlekstalet till LI (se fig. 18) &r séledes
16 o 64
3 I satsen 4 visades, att LK® storlekstal var %%;
saledes dr LI =IK. Af samma sats 4 foljer dfven, att
af alla rdta linier, som dragas genom punkter pa MN pa-
rallela med grundlinien och begrinsas af MQ och NS 4r

LK den storsta.

Anm. 3. Ar a=0 blir y

3—2779 - —1?;(—5.93 , hvilket uttryck motsvarar tangenten i om-
béjningspunkten.

Anm. 4. Utdrages MP (se fig. 18) sa, att den traf-
far tangenten i1 ombdjningspunkten, sa #r stycket af den
forlaingda MP mellan M och tangenten hélften af MP.

Af denna sats inses ldtt, huru man skall finna tangen-
ten i ombgjningspunkten. -

Af ofvanstaende foljer:

22) Om ifrén tvenne punkter pad grundlinien, beldgna
pa lika afstand frén den punkt, der vertikalen fran om-
" béjningspunkten mot grundlinien traffar den, fillas vinkel-
rita linier mot grundlinien och utdragas sa, att de triffa
K, s& skall den rita linie, som sammanbinder de begge
punkterna pa K gi genom ombdjningspunkten.

23} Om en rit linie drages genom ombgjningspunkten
parallel med grundlinien och ifran punkter pa denna linie,
beligna pa lika afstdnd fran ombgjningspunkten, fillas
vinkelrita linier mot denna linie och utdragas sd, att de
triffa K, si skola dessa vinkelrita linier blifva lika stora,
och linien, som sammanbinder punkterna pad K, vara midt
i tu skuren i ombdjningspunkten,

24) K &r i ombgjningspunkten delad i tva kongruenta
delar.

Anm. De punkter pa K, som komma att samman-
falla, da den ena delen af K ligges pa den andra, si att
de ticka hvarandra, kallas kongruenspunkter.
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25) Maximi- eller minimi-punkterna &ro kongruens-
punkter, hvilkas rdta sammanbindningslinie gar genom om-
bojningspunkten och #r i denna skuren midt i tu.

26) Punkter pa XK, hvilkas rita sammanbindnings-
linie gar genom omb®jningspunkten, 4ro kongruenspunkter.

Sittes i 4, m =mn, erhalles formen
(2 -=my*(@—(7T—-2m)+Bm*-14m+1)e+1-2m*+Tm?... 4,.

Anm. Formen A, kan #afven erhillas genom division
af A med (z-—m).

Den rita linie, som motsvarar

Bm*—1dm+1Da+1-2m*+Tm* . . . 7

tangerar K i den punkt, som motsvarar & =m och skér
K i den, som motsvarar x =7 —2m.

Storlekstalet till det stycke af grundlinien, som ligger
mellan vertikalen mot grundlinien fran punkten, som mot-
svarar @ =m och vertikalen mot grundlinien fran om-

bojningspunkten dr = (g - m) .

Storlekstalet till stycket af grundlinien, som ligger
mellan vertikalen mot grundlinien fran punkten, som mot-
svarar & = 7—2m och vertikalen fran ombéjningspunk-

ten mot- grundlinien &r i2(—§—m>.
Anm. Tecknet + giller, da m<y.

39 - 2 »  M>g5.

3
~ Héraf foljer:
27) Om en rit linie tangerar K i en punkt och skir
i en annan och den del af denna linie, som ligger mellan
dessa punkter pa K, delas genom en vinkelrit linie dra-
gen mot grundlinien genom ombdjningspunkten, s& 4r den
delens, som ligger ndrmast tangeringspunkten, projektion
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pé. grundlinien hiliten af den andra delems projektion och
saledes ar den forra delen hilften af den sednare.

Anm.. Med ledning af denna sats loses litt proble~
met: »Att ifran en punkt pd K draga de begge tangen-
terna till K». '

28) Om fran tvenne kongruenspunkter p och r dragas
réta linier, som tangera K i p och » och forlingas, sé att
de triffa K i p, och r,, sa skall den del af grundlinien,
som begrinsas af vertikalerna fran p, och # mot grund-
linien, blifva delad i 4 lika delar genom vertikalerna fran
p, ombdjningspunkten och » mot grandlinien.

Anm. Emedan maximi- och minimi-punkterna M och
N dro kongruenspunkter, sa foljer, att (se fig. 18) EZ7 &r
delad i 4 lika delar genom punkterna F, G och H.

Enligt Analytiska Geometrien utmérker koéfficienten
for @ 1y,
2
3m*—1dm+ 11 eller 3(77;%) S

tangenten for den vinkel, som den mot y, svarande rita
liniens dfver grundlinien liggande del bildar  med den del
af grundlinien, som ligger till hoger om nidmde linie.
Anm. Denna vinkel kalla vi i det efterféljande v.
Vid aktgifvande pa J, finna vi, att
29) Fran m = - oo tillm = 1 aftager d fran oo till 0 och
Vo, 90° ,, 0°
% w 0, 0 till—%@och
v ,, 180°till 100°37'11".

7 11 ., 16 .
» M=3 . m—rgtzlltagew? . »—3—1:111 0 och
v, 100°37'11"till 180°.
y Mm=-— ,, m=0v0 , 0 , O till oo och

v, 0 ,  90°
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For tva virden pa m, hvilkas aritmetiska medelvirde

antager d lika virden.

ar

7
g ’
Hiraf foljer, att

30) Tangenterna till K i tvenne kongruenspunkter dro
parallela.

For m=1 och m= blir J =0 och saledes

dro de mot y, for dessa m-viirden svarande rita linierna
parallela med grundlinien. I det foregaende &r visadt, att
maximi- och minimi-punkternas motsvarande #-virden #ro

1 och hvaraf foljer, att

1
_3“9

31) Tangenterna i maximi- och minimi-punkterna #ro
parallela med grundlinien.

7 . . .
For m = 3 erhiller d, sasom ldtt synes, sitt minsta

virde —1—36. Insittes iy, m = %, erhalles
_16, 370
3 27’

hvilket uttryck, sasom forut dr visadt, motsvarar tangen-
ten i ombdjningspunkten.

Anm. Tangenten i ombojningspunkten och den ge-
nom ombdjningspunkten mot grundlinien fdlda vinkelrita
linien bilda med hvarandra 4 vinkeldppningar. Inom tva
af dessa midt emot hvarandra staende ligger K. Hrvarje
rit linie, som drages genom ombdjningspunkten och ligger
inom dessa vinkeloppningar skir K dessutom i tvenne
‘punkter. Hvarje rit linie, som drages genom ombdjnings-
-punkten inom de begge andra vinkeloppningarna, triffar ej
K i ndgon annan punkt, '
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Vi ofvergd nu till en undersokning af de begge atel—
stiende funktionerna

49 309
3 __ 2 S — 2
2 —~Tax? + 5% o7 oo B
och
x—Ta? + 18x—4?6 ... .. C

I fig. 19 &r uppritad en del af den linie, som mot-
svarar B och i fig. 20 en del af den, som motsvarar C
med samma antaganden, som i det féregaende blifvit O‘JOld&
angdende enhet, rigtning o. s. v.

Genom samma férfaringssitt, som forut blifvit an-.
vinda finner man, att satserna 1 (Obs.! Koéfficienterna
for «® & —7 i bdde 4, B och C) 16—25, 28 och 30
dfven dro gillande for funktionerna B och C samt de
linier, som motsvara dem. Satserna 2 och 3 galla dfven,
om koéfficienterna i A utbytas mot de motsvarande i B
och C.

I likhet med K hafva de mot B och C svarande lini-
erna ombdjningspunkter, hvilka #ro betecknade med I och
7

motsvaras af & = =

Deremot hafva B och C inga maximi- och minimi-
véirden.

De begge korresponderande z-virdena till ett reelt

Wl =~

xz-virde i B #ro imaginira, undantagandes, da « =

i hvilket fall de begge korresponderande virdena é&ro %
De begge korresponderande 2-virdena till hvarje reelt |
z-virde i C dro alltid imaginéira.

Med iakttagande af samma forfarings- och becknings-
sitt, som i inledningen till satsen 29 blifvit anvinda, fin-
ner man i afseende pa linien, som motsvarar B, att
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fran m = — oo till m =§ aftager ¢ frin oo till 0 och
v bh) 900 bk} 00
7
wo M= g 5, m = oo tilltagerd ,, 0 ,, oo och

v, 0° , 90°
samt i afseende pa linien, som motsvarar C, att

fran m = — oo till m :g aftager J fran oo till -g och

v o, 90° ,, 59°2'10,

Wl =3

y IR = » m = oo tilltagerd ,, 3 » oo och

v, D9°2'10" till 90.

Anm. 1. Tangenten i ombdjningspunkten pa linien,
som motsvarar B &r parallel med grundlinien och motsva,

as af 2
ras af 5. ‘
Anm. 2. Tangenten i ombdjningspunkten pa linien-

71

som motsvarar C, motsvaras af '3".‘”—2_7'

Bade B och C tilltaga, da « tilltager.
(Forts. foljer.)

Om vinkelns tredelning.*
Af G. D.
Lat den gifna vinkeln, som skall delas i tre lika de-

lar, vara C (fig. 21); forena punkterna A och B pa benen
och omskrif en cirkel omkring A 4BC. Tag midtpunkten

* Denna konstruktion af vinkelns tredelning #r i sak ingenting
annat én den vilbekanta tredelningen formedelst hyperbeln (¢ = 2) [jfr
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8 pa AB och drag SD | AB. Det giller nu att finna
sddane punkter P och P’ pa periferien, att bdgen BP = bé-
gen PP = bagen P'A eller, som dr detsamma, kordan BZ
= kordan PP’ = kordan P'A. Lat @ vara triffpunkten
mellan SD och PP, d& PQ 1 SD samt PQ = 5 PP eller
som #&r detsamma,
PQ=iBP . . . . . . (.
D& nu punkten P har ett sidant lige pa periferien, att
vilkoret (1) &r uppfyldt, s& a&r A PCB =+ A ACB och sa-
ledes tredelningen verkstild.
For att finna punkten P gora vi féljande konstruktion.
Vi dela 4B i tre lika delar och sitta a = 4B ; vidare
afsitta vi pa forlingningen af AB stycket AE =qa. En-
ligt Eukl. II, 13 eller 12 fis, om vi for korthetens skull
sitta EP= R och BP =1, foljande likhet:
‘R*=(4a)+r*—2.4aEa—1r)
som efter en enkel reduktion blir
R=pr+2a eller R-2a=¢ . . . (2.
Vi fa alltsd fsljande regel for finnandet af punkten P:
markera pd bigen BD en punkt p, der vi kunna antaga P

ungefirligen ligga; tag E till medelpunkt och rita en cirkel
genom p; tag vidare B tll medelpunkt och Ep —2a @l

Tychsens Tidskrift for Mathematik 1868, Aug.—Sept.]. Vi hafva an-
fort denna forenkling af hyperbelkonstruktionen, emedan forutsittnin-
garna for beviset #ro ytterst smi och det praktiska utforandet enkelt
“och litt (ofta nog &ro tvd korspunkter ¢ och ¢, om de ligga pa hvar
sin sida om bigen BD och honom temligen nira, tillrickliga att for-
enade genom en 1it linie angifva liget af punkten P s& pass niira, som
det for praktiska behof &r nodvindigt). Det gifves &fven andra kon-
struktioner af vinkelns tredelning sasom formedelst Pascals snicka, qva-
dratricen m. f., hvilka dock icke torde kunna jimforas i enkelhet med
den hir anforda. Nyborjaren mé derfor icke tro, att han har att gora
med nagon ny upptickt i geometrien, d& han sysselsitter sig med pro-
blemet om vinkelns tredelning. Detta problem #r nimligen, sasom vi
" hir antydt, lost pd flerfaldiga sitt, med konstruktions postutat, som
gilla andra kroklinier &n cirkeln.
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radie och rita en cirkel, som skér den nyss ritade cirkeln @
q: upprepa detta forfaringssdtt for nya skdrningspunkten g, ,
Q. ete., tll dess vi tréffa en skdrningspunkt q., som antingen
ligger pa bdgen BD eller ock sd ndra honomn, som vi nd-
gonsin behaga. Denna punkt . anger dd antingen jfull-

stindigt eller ock s6 ndra vi behaga liget af den  sokta
punkten P.

Approximatif rotutdragning.
Af D—a.

I nedanstaende formler betyda:
N, 4, a positifva qvantiteter hvilka som helst,
b en positif qvantitet mindre &n I,
m, n hela tal storre &n noll,
o en positif eller negatif qvantitet, hvars nu-
. meriska virde ligger mellan 0 och 1,
B en positif- eller negatif qvantitet.

1.
Med tillhjelp af den generella formeln

P —s” 1 —2 —2 —1
i A S LA B SO UL L 3
"—8
erhalles for »=1+a och s=1
l+ar-1
n(1+a)“>(—)4'>n,
a

hvaraf forst och framst foljer, att

(1+a)”<—_%;—
om na < 1

och vidare, att

(I+apr>1+na
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2.

1
Insittes nu i (I) -
utan nagot vilkor
n
(l + 1 a ) <l+a,
nl+a

hvaraf

(l+a)%‘>(l+l a)m

och i stéd af (2)

m

p m a
g - N G P
(1+a)>l+n1+a (3)
e o . 1 b . .. oo o -
Insittes ater i (2) o gy B stillet for a, sa far man -
| A 1
(tarss) 713
hvaraf
' 1 5\ 1
(l + - i——j) > — ™
" (-t
Om nu
O
sa foljer af (1), att
. " m b
(l—b)ﬂ > l—»- ;T_—b . . e . . (4).

Denna formel, som blifvit beriknad under nyssnamnda,
vilkor, giller #dfven detta forutan, sasom man ldtt finner
af expressionen i hégra membrum,

Insittes vidare i (2) ;—: i stillet for @, sa blir

(1+_9)":>]+a,
n,

hvaraf
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a\"™ 7
(l +;z) >(1+an
och héraf erhalles pa grund af (1)

(1+a)< —
. m
1- ;a
” OF
om —a <1 : J
n
Om slutligen g instttes 1 (1) i stillet for b, sa for-

vandlas denna olikhet till

(1 + b)n < L
n] " 1-0°

(1+§)m< 1 —
n

_ (1 - &g
och hiraf foljer i stod af (2), att
1

1+
n

hvaraf

C e .. ().

(1—8)p <

3.
Af olikheterna (3), (4), (5) och (6) foljer nu, att

S T (o}

om me < n

Antag nu att A dr ett approximatift virde pd n% ro-
ten ur IV, sa att i eqvationen

N=4A"+B . . . . ... (8.
B kommer att beteckna en qvantitet, som uppfyller vilkoret

'
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m B

, n A"

Da kan man pa sednare faktorn i hogra membrum af
‘eqvationen o

<1 . .70 . . 0.0,

m

o gmly L B
No-4 31+E§ .

é,pplicera formeln (7), som i sadant fall och i férening med
(8) gifver

(m+n)N—mA» ( ﬁ)’f L nA?

 aN = 1+A" b (m+n)A» —mN *"* (D).

Adderar man hér tdljarne och nimnarne i de bada
yttersta membra, sa fir man som bekant ir ett medel-
virde mellan dem, och om detta insittes i eqvationen (10)
i st. for sista faktorn, erhaller man en approximations-
formel

2 (a+m)N+(n—m)dr

= LR T T TN At s e e e
=4 (n—m)N + (n+m)A”

hvari felet méaste vara mindre, &n A™ multiplicerad med

differensen mellan de bada yttersta membra i (11). Om
detta fel betecknas med F, dr foljaktligen

m A™ (m+n) [N~ A4"}*
n N (m+n)dr—mN " °
Allt under forutsittning af

F<

v .. (13).

Obs.: 1 Francoeurs Algébre Supérieure forekommer
pag. 19 ett specialfall af formeln (12), men detta utan fel-
bestimning,

5.
For det fall att 4» ir ett brak med stort antal deci-
maler och kalkylem med detta silunda skulle blifva besvir-
lig, kan den forenklas pa sitt hér nedan skall visas. Man
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bortkastar i A" ett antal decimaler och betecknar-det si~

lunda erhdllna virdet med Aj. Vidare liter man A be-

teckna samma brak, hvari likvdl sista decimalen blifvit

okad med en enhet. I foljd af '
Aﬁ < A" < A"

maste nu olikheten (11) fordndras till

(m+n)N——on<(1+ZBE>rT ndy . (14)

aN b (m + n)Aji —mN

och approximationsformeln blifva

2 . (rm) N+ (n—m)As
=4 “(n—m) N+ (n+m) A,

samt felet
n+mA™ m(N - A’é)(N—~AZ)+nN(A'3— )
F< — ..
.on N (n+ m)Aj, —mN

under forutsittningen

6.

Ezempel 1. Se facitboken till Bjérlings problemsam-
ling pag. 49, ex. 116.

3
_1 /954
&£ = 5 _4r .
Sitt
och
3 —_—
¥y= 7632 /186,14



9206  AFD. II.  APPROXIMATIF ROTUTDRAGNING.

Genom forsék finner man litt -
A =57
A?= 185,193,
Foljaktligen dr approximatift
y = 5.1 .2.7632 + 41.185,193
’ 7632 + 2.41.185,193

eller
y =570972....

och
- 1,9 (39,087)

1908 ° 22739,652
< 0,00007.

Hiraf erhalles
5,70980 > y > 5,70965
och sdledes med sikerhet
x = 0,b5709....

F

Ezempel 2.
2 = /(2005 .
Af
A=2
far man
, 4% = 8192.
och saledes approximatift
o 90 16.8200 + 108192
10.8200 + 16.8192
13320
" 13317
106560
= 13317
= 8,001802.....

3 8 16.64
< 25 Gern  TRATS

13°8200° 106472
< 0,000002.

=8

samt
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Foljaktligen ar
3
8,001805 > (8200)is = 8,001800
. och saledes med sikerhet
i (8200)%5 = 8,00180. ...

Ezempel 3.
2
x =33,
Antages forst och framst
b
4= e

sa fas approximatift enligt den forst framstllda formeln
: 3% 5 6.3.1024 + 4.3125
i 4°4.3.1024 + 6.3125
’ 5 15466
; T 4715619
= 1,2457 ....

: Sittes nu vid en foljande approximation
4 =1246,
! sa blir
! A* = 2,991208. . ..
ett decimalbrak med 15 decimaler. For att e¢j nddgas an-
vinda detta vidlyftiga brak sdtta vi

A = 2,991208

A% =2,991209.

Da blir
(N=A45)(NV - 4;) < 0,0000773

och

T (1,245 2.0,0000773 + 5.3.0,000001
. 5 3 7.2,991208 — 2.3
_ 10,86 0,00017
715 "14,938456
19
~ 9240768
< 0,000009
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samt approximatift
7.3 + 3.2,991209
3.3 + 7.2,991208
= 1,6518459....
Hiraf med sikerhet
3% = 1,5518... ..
I sjelfva verket dro 6 decimaler rigtiga.

3% = 1,550025.

7.
Olikheten (11) kan skrifvas under féljande form, om
man iakttager eqv. (10) och observerar, att plustecknen
hora tillsammans och likasd minustecknen:

& n )
A" n N

n
Medelst denna formel kan man genom att successive
m

anvinda plus- och minustecknen instinga NN" mellan grin-

ser och derigenom med ldtthet finna, hur manga decimaler
i dess beriknade virde blifva exakta.

Ezempel. Vi vilja samma exempel, som nyss ofvan
blifvit anfordt, ndml.:

X = (8200)7s.

Man har
A%3=18
A = 8192
och saledes
®_q,3 _3 8192
8 13~ 13 8200
3 3 8200
- =1

t 131378103
Hiraf ‘
8,001803... >« > 8,001801...
och saledes med sikerhet
z = 8,00180......
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Svenska aritmetikens historia.

Af F. W. HULTMAN.
(Forts. fr. sid. 101.)

12, J. MEURS.

I sin »Forteckning pa de i Sverige frén dldre till nar-
varande tider utkomne skole- och undervisningsbicker»,
Stockholm 1817, uppgifver Hammarsksld en larobok i rik-
ning med titeln:

»Arithmetica eller Réknebook aff Johannes Meurs.
Strengnis 1652. 8:o.

Nagon vidare kunskap om detta arbete eller om dess
forfattare har jag ej lyckats erhalla. Om det dr samme Joh.
Meurs, som utgifvit arbetet »Majestas Veneta», Lugd. Batav.
1640, vet jag ej.

13. Ni1corLAUs PETRI AGRELIUS (AGRELL).*

Knpappast torde né’tgo'n lirobok haft att gladja sig &t
ett sa langt lif som Agrelii lirobok i rikning. Emellan

* Det 4r en besynnerlig tdets lek, att vi ha endast yterst knapp-
hiandiga biografiska notiser att meddela om denne man, hvilkens arbete
fortlefvat i en sadan mingd upplagor och en si ling tidrymd, att knap-
past nagon forfattare i detta hinscende kan tifla med honom. Med led-
ning af foretalen till hans lirobdcker och af upplysningar lemnade af
bibliotekarien for Wexit hogre elementarverks bibliotek doktor Johans-
son, hemtade ur J. Forsanders handskrifna samlingar till Wexis Stifts
herdaminne, kunna vi meddela foljande.

Nicolaus Petri Agrelius foddes i Smaland. (Namnet harledes san-
nolikt af Akers 5 mil fran Jonkoping beligna forsamling). Blef 1646
medlem af Smalands nation i Uppsala. = Efter slutade studier derstades
kallades han till Linképings stift for att der som apologist undervisa
ungdomen i skrifva och rikna, hvarmed han fortfor i tva ar. Ar 1655
utgaf han sin larobok i rikning i Stockholm, den enda af honom sjelf
utgifna. Den andra upplagan af &r 1672 #r tryckt i Goteborg och af
forliggaren tillegnad forfattaren, nwmera (1672) borgmistaren och tull-
forvaltaren Agrell i Warberg., Nu varande tjenstforrittande borgmistaren
L. P. Larsson i Warberg har skriftligen meddelat mig, att han patriffat
Agrells namnteckning under ett intyg i 1678 ars dombok i Warbergs

14*
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den tidpunkt, da forsta upplagan af hans ldrobok utgafs,
och den da den sista utkom eller emellan aren 1655 och
1798, ligger en tidrymd af 143 ar.. Far man forutsitta att
den sista upplagan af ar 1798 begagnades lika linge som
den nist foregaende af ar 1754 eller i 44 ar, har saledes
hans larobok varit anvind i Sveriges skolor i 187 ar, d. v.
i nira 200 &r eller ifran Karl X Gustafs tid 1655, dnda
in i Karl XIV Johans regering. Hvad kan skilet vara till
en sa lysande framgang? Ar hans lirobok utmiirkt fram-
for foregdende svenska aritmetiska ldrobScker genom goda
bevis och forklaringar? Nej, nagra bevis framstéllas hir
ej. Finnes der decimalrikningen béttre framstild &n hos
. foregaende forfattare? Nej, i ingen enda upplaga dnda in-
till 1798 forekommer ett ord om decimalrikning. Ar ar-
betet framstaende genom de vyer det erbjuder, genom ett
noggrant fasthallande af hvad som &r hufvudsak och hvad
som &r bisak? Nej, tvertom kan det karakteriseras genom
dess brist pa formaga att skilja mellan hufvudsak och bi-
sak. Kanhdnda dr dock arbetets innehall litt att inhdmta
genom ldrobokens ringa omfang? Nej, nagon digrare ldro-
bok i rdkning &n Agrelii pa 400 sidor har hvarken forr
eller senare blifvit utgifven.

Dess framgang kan derfr svarligen forklaras af annat
dn af det imponerande i dess dedikation till konung Karl
Gustaf, af det vidlyftiga och ytterst detaljerade arbetet, af
dess stora massa af rikneexempel samt af den néra anslut-
ningen mellan denna ldrobok och den d& mest begagnade
aritmetiska liroboken, niml. Aurelii lirobok (se matema~
tisk tidskrift for ar 1868, sid. 245). Bjorcks ojamforligt
mera framstdende larobok skiljde sig for mycket fran Au-
relii lirobok for att kunna blifva allménnare antagen. Vi
vilja nu pdrmare redogdra for Aurelii arbete. Dess titel &r:
radstufvaritts arkiv, afvensom att Agrell ej finnes upptagen i Warbergs
kyrkobocker, hvilka dock ej g& lingre tillbaka i tiden #n till ar 1692.
Hiraf visar sig, att man kan forligga Agrells lefnad ungefirligen mel-
lan &ren 1625—1680. Att Skane ocksd gtr ansprak pa Agrell visar sig

deraf, att han finnes uppford sisom en bland Skanes lirda i Sommelii
lexicon - eruditorum scanensiurm.
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»Institationes arithmetice: Eller Een kort Vnderwiis-
ningh om de Skidén-hognodigste Regler, exempel, Italien-
sche Practiquer och Compendier, som i daghligh richningh
mist brukelige dre: Them Konstilsk- och. Lusthafvandom
til nytta och gagn sammanskreefne och forsta gangen Cum
Gratia et Privilegio S. R. Mtis sampt Authoris egen Be-
kostnadt vnder Trycket giffne Aff Nicolao P. Agrelio Smo-
lando. Stockholm 1655». 8:0 419 sidor.

Af arbetet 4ro utkomna atminstone foljande &tta upp-
lagor, hvilka alla finnas pd riksbiblioteket i Stockholm.

Upplagan 1. Stockholm 1655, utgifven af honom sjelf

: och tillegnad konung Karl Gustaf,

" 2. Goteborg 1672, forlagd af boktryckaren
Grefve och tillegnad forf. sjelf (som
pumera under namnet Agrell blifvit
borgmaistare® och tullférvaltare i War-
berg) och fem andra min (rad- och
handelsmén i Warberg).

” 3. Stockholm 1683. Upplagan saknar fore-
tal och tillegnan. ,

» 4. Jonkoping 1729.- Arbetet inledes med na-
gra verser utan underskrift. Utan foretal.

» 5. Stockholm 1737. Utgifven af Wallersten.
Inledes med samma verser. Utan foretal.

" 6. Stockholm 1738. Med foretal af P. A,
Bliberg, ** samt med tilligg af ett
kapitel om italienskt bokhéalleri af
samme man,

» 7. Stockholm 1754. Innehaller ock Blibergs
kapitel om bokh&leri.

» 8. Stockholm 1798. Likaledes.

* Kanhinda erholl Agrell sasom en erkinsla af Karl Gustaf denne
plats i ett af Sveriges d3 nyforvirfvade landskap.

** P, A. Bliberg var informationsméstare for pagerna vid hofvet.
Pagerna bodde i Storkyrkobrinken i huset nirmast till slottet, der jern-
vagstrafikstyrelsen nu har sitt site. Deunna lilla skola for pagerna, hvilka
utgjordes af adliga ynglingar, blef snart en militdrskola, ur hvilken se-
dan Carlbergs krigsskola utvecklade sig.
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 N&gon annan olikhet mellan den forsta upplagan af
1655 och alla de féljande #n att i de senare tryckfel blif-
vit rittade, ha vi ¢j kunnat formirka, '

I upplagan af &r 1655 séger han sig hafva a,thutlt
stipendium vid Uppsala akademi samt af konungen erhallit
sarskildt privilegium p& tryckning af sitt arbete och till
tacksamhet derfor tillegnat det till konungen. Som van-
ligt i arbeten fran denna tid lyckdnskas dfven Agrelius i
en méngd verser i borjan af arbetet. Salunda lyckonskas
han af eloqu. professor Svenonius i Abo. I en af dessa
Iyckdnskningar omndmmnes han somapologist hos Gustaf
Kurk, friherre till Allens, Braheberg m. fl.

Att Agrelii lirobok varit utsatt for skarp kritik visar
sig af Blibergs foretal till upplagan af 1738. Vi kunna ej
neka oss néjet att derur gora foljande utdrag: »Onekligt
ar vil att atskilliga kortare rdknesiitt &n Agrelius brukar
dro i senare tider uppfunne och #fven vidl i Sverige 6flige,
men likafullt blir dock en ostridbar sanning, att hans me-
toder dro som erfarenheten visar sa vil tydligare som lit-
tare att fatta for de mindre gqvicka och uppstidade hufvu-
den, hvilka begripa dfven sa litet, ehuru man predikar for
dem en hop beniga algebraiska upplgsningar samt decimal-
och centonalrikningar, som bonden grekiska. En som vil
uppodlat sina snillegafvor kan med redighet lira rikne-
konsten sa, att han vet gifva besked till allt hvad han
deruti list och ma derfér en sddan gerna f6lja hvad auk-
tor han finner behag uti, men en enfaldigare lirer bist
genom flitig 6fning och exempel, fast han ej kan begripa,
hvarfor det bor vara s men intet sd. Agrelii fiender ma
derfor fritt svirta hans riiknebok, hélst som deras lack och
tadel, langt ifran att flicka och sudla henne, gifva henne
fast mer glans och befordra dess berém. Och alltsa gjor-
den I béttre och skiligare, mine kire momister, om I f6lj-
den hvad arithmetica I haden smak fére och lemnaden
denna i det vidrde hon fortjenar».
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Boken stnderfaller i fyra delar.

Forsta delen. (Hela tal och brak).
Addition. Exempel. Ifran 1550 intill 1586 hafva pa-
pisterne mdrdat, brint och ihjelslagit uti nagra atskilliga
linder, derfor att de ej ville emottaga pafviska liran:

furstliga personer . . . . 49,
grefvar ... . ... ... 148,
friherrar . . ....... 235,
adlige personmer . .. .. 147518,
gement folk ....... 700060.
Hvad 4r summan? Facit 848010.

Subtraktion. Exempel. Anno Christi 1260 blef den
kongl. residensstaden Stockholm funderad af Birger Jarl.
Huru linge &r sedan? Facit 393 ar.

Multiplikation. Ez. 1. En man blef tillfragad, huru
manga svin han hade. Han svarade sig ej hafva mer &n
12 galtar, med hvar galt 13 suggor och med hvar sugga
14 grisar. Nu fragas huru manga svinen voro. Facit 2352,

Ez. 2. Multiplicera 34567 med 23456!

Bland andra sitt att multiplicera férekomma ock f51-
jande tvenne: :

34567 34567
23456 23456
14 691341852
1221 10370630
101828 138284
8152435 1727
612203042 20
9162536 810803552
122030
1524
18

Facit - 810803552
Som man ser, bilda delprodukterna i sin uppstilning
i forra exemplet en dubbelkiigla och i senare en omvind

o : o
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‘pyramid. Nagon forklaringen pa rikningen finnes €j. Emed-
lertid mérker man snart att i férra exemplet forf. riknat
salunda:

Forsta delprodukten: 2 ggr 7 dr 14.
Andra " 2 ggr 6 4r 12, 3 ggr 7 &r 21.
Tredje " 2 ggr 5 #r 10, 3 ggr 6 ar 18,
4 gor 7 28. 0. s. v
I senare exemplet har Agrelius riknat salunda:
 Forsta delprodukten: 2 ggr 34567 = 69134.
Andra ' 3, , = 103701, der sista
siffran blifvit uppflyttad i for-
: sta raden nast efter 4.
Tredje ” 4 gor 34567 = 138268, der 6:an
blifvit uppflyttad en och 8:an tva rader. O. s. v.
Division. Ex. Dividera 110592 ore genom 32 till da-
ler. Facit 3456.
Se hir uppstilningen:
10
13
116
159
182
4160
8492
11714
14936
46158
78370
110592
32222 |
833 1
Fac.3 45 6

Afven hir finnes ingen férklaring. Dock mérker man
_ spart, att under dividenden 110592 ar divisorn 32 skrif-
ven 4 ganger, motsvarande de 4 siffrorna i qvoten. Forsta

ot ek
ok e

1
1
1
1
1

bl el e et e foed
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gangen #r 32 skrifven under talet 10 af dividenden, andre
gangen under 05, tredje gangen under 59 och fjerde gan-
gen under 32, ehuru de tre sista gangerna siffran 2 #r
uppflyttad en rad. Divisionen sker genom oupphdérliga sub-
traktioner af divisorn 32 och resten sittes alltid ofvanom
dividenden och tillika s& att dess siffror komma dividen-
den sa nidra som méjligt, hvarigenom ofta intréffar att dess
sifiror komma att stad i olika horisontela rader. Vid hvarje
subtraktion sittes ett streck i qvoten.

Liran om brak liknar den i Aurelii ldrobok. Inga
forklaringar. Inga decimaler.

Tabell ofver matt, mal och vigt.

Mynt. Torrvaror.
1 riksdaler haller 6 mark. 1 last spanskt salt 18 tunnor,
1daler. . .... 4 mark. 1 gemen ldst . ... 12 tunnor,
lmark . .... 8 ore. 1tunpa ..... . 4 half-
1o6re . ..., 24 penningar, - spénn = 6 skidppor,
Vigt. 1 halfspann. . . . 12 kannor,
1 skeppund . 2% centner, 1 skdppa ..... 8 kannor
1 centner. .. '8 lispund, Vin och 6lmatt.
1 lispund. .. 20 marker, 1 foder haller . 6 amer,
1 mark.... 1 skalpund, 1&m ... .. 1% tunna,
1 skalpund. . 16 uns, 1tunpa . ... 4 fjerdingar,
1 uns..... 2 lod, 1 fjerding . . . 2 attingar,
1lod..... 4 qvintin, 1 atting.... 6 kannor,
1 gqvintin. .. 4 ort, 1 kanna . .. . 2 stop,
1 lodig mark 16 lod. lstop..... 4 pelar,
Stycke matt.
1 bal. ... .. 10 ris,
1ris......20 bocker,
1 bok ..... 25 ark,

1 timmer .. . 40 stycken,

1 stig . . ... 20 stycken,
1 minut . . . . I2seierknépp.
Denna . tabell star i slutet pa arbetet. Vi ha flyttat
den hit. Nagra lingdmatt eller ytmatt forekomma ej.
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Dock forekomma sadana métt &fvensom andra styckematt
(t. ex. decker, mandel) i exemplen i boken.

Andra delen
innefattar 1. Regula de tri i hela tal,
2. ' , 1 brak,
3. Praxis italica.
4. Progressiones.

Regula de tri i hela tal. Ex. En fader skickar sin son
till ett universitet och gifver honom 470 rdr med sig, hvaraf
han hvar vecka f6r kost gifva maste 3 daler: item, hvar
manad till tvitterskan 1 daler; uti alla extraordinarie expen-
ser hvarjo 2 manader 4 daler. Nu fragas, huru mycket han
for hvarjo utgifvit hafver uti 3 ar, 6 manader och 2 vec-
kor. Sedan hvad honom &nnu af penningarne resterar,
‘hvart ar riknadt for 13 manader eller 52 veckor?

Facit. Kostpenningarne beldpa sig till 546 daler. Tvit-
terskans 45% daler. Extra ordinarie expenserna 91 daler.
Honom restera 2121 daler.

Anm. Hir f6lja ett kapitel om papper, ett om vata
varor, ett om torra varor, ett om penningar o. s. V.

Regula de tri ¢ brdk. Ex. En koper 89 decker bock-
hudar och betingar halfparten for 482 daler, den andre
halfparten for 522 daler hvart decker, hvad 4r summan?
Facit 4516 daler 24 ore.

Prazis italica (s& kallad efter dess uppfinnare, de ita-
liener)  4r ej annat &n hvad numera kallas partrikning.
Agrelius indelar den i fyra afdelningar, niml.:

1. Huru ore emot daler skola proportioneras.

Ex. Ett lispund kostar 5 ¢ére, hvad 120 lispund?
Facit 18 daler 24 ore.
Ty de kosta forst 120 ganger
. 4 bre eller 120 ggr + da-

ler, d. v.s. ... ..... 15 daler
vidare 120 ggr 1 Oore, d. v.
s. - af 15 daler. . .. .. 3 daler 24 ore.

3

Summa 18 daler 24 ¢re.
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2. Huru penningar mot dre skola proportioneras.
Ex. 1 aln kostar 21 penningar, hvad kosta bG7
alpar? Fac. 15 daler 16 ore 3 pgr.

‘Utrakning.
21 p. 567 alnar.
12....... 283 ore 12 penningar.
6 ....... 141 ,, 18 .
... 70 ,, 21 "

Facit 496 ¢re 3 penningar.
3. Huru multiplicationis exempla compendiose skola
behandlas.
Ex. 1 lispund kostar 6 daler 12 6re 6 pgr, hvad
kosta 240 lispund? Facit 1531 daler 28 ore.
Utrakning.
6 d. 12 ore 6 pgr.
240 ,
1440 4.
240 ggr 8 ore dr . 60 d. eller 240 ggr + daler.
B I 30 d.
240 ggr 6 pgr ... 1 daler 28 6re eller 240 ggr * ore.
~ Summa 1531 daler 28 ore.

4. Multiplicationis och- divisionis exempla.

Denna afdelning &r ganska vidlyftig, och da det #r i
synnerhet genom den, som Agrelii larobok karakteriseras,
komma vi att nagot utforligare redogéra for dem — nagot
som vi vid framstédllningen af liran om proportioner efter
Biorcks larobok (sid. 9 denna argang) antydde.

Liksom hos Bidrck #&r terminologien pa latin och later
svarligen ofversiitta sig med annat &n algebraiska beteck-
ningar. Afdelningen sonderfaller i tva stora kapitel, ett
der- forhillandena #ro storre &n 1 (proportiones majoris
inmqualitatis) och ett der forhallandena #ro mindre &n 1
(proportiones minoris insequalitatis). Hvartdera af dessa
uppdelas vidare i 5 smirre underafdelningar, allteftersom
forhallandena kunna sittas under nigon af formerna

1 m 1 P
m, 1+, 1+~, m+—-, m+ -
n n n

15
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eller under nagon af féljande
1 1 1 1

H 9 s ’
1 m r
1+- 14— m+- m+-
n n n n

1
m

A.  Majords inequalitatis. (Férhallandena storre &n 1).
I Proportio multiplex. (Forhallanden, hvilkas expo-
nenter kunna uttryckas med ett helt tal m).
Ex. Proportio sextiquingecupla (d. v. s. = talet 56).
Om 7 lispund kosta 12 daler 16 ore 16 penningar, hvad
" kosta 392 lispund. Facit. 701 daler 5 6re 8 penningar.
Agrelii uppstilning och utridkning &r féljande. ‘
isp. 392 lisp.
’17 lisp. _ 12 rdr 16 ore 16 p. — 26 ]lS_pr. Fac. 701
daler 5 6re 8 pgr.

S& vil i detta som i foljande exempel ir ej sjelfva pro-
blemets uttryck angifvet, utan far man tinka sig i stillet
for den ena strecken (—) i exemplet ordet »kosta» och i
stillet for den andra orden »hvad kostan.

IL.  Proportio superparticularis. (1 + %) ;

Anm. Forhallandet 1% kallas sesquialtera,
' 1+ ,, sesquitertia,
I 1+, sesquiquarta, o. 5. V.
Ex. Proportio sesquioctava (d. v. s. = talet 1%).
16 lisp. — 12 daler 18 6re 16 penningar — 18 lisp. Fac. 14 da~
16 ler b ore.
1, 18, 8 ’ 2
14 d. 5 ore 0 penn.

III.  Proportio superpartiens (1 + %) .

Ex. Proportio super uonipartiens quadridecimas (d.
v. s = 1.5
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14 lisp. — 12 dr 14 6re 18 penn.'— 23 lisp.

14
6 b T w 9 v T
28 , 114 ..... 1
28 ,, 11&..... 1

Facit. 20 dr 15 6re 2% penn.
IV. Proportio multiplex superparticulam’s (m +;lz-) .

Ex. Prop. septupla sesquioctava (d. v. s. = 7).
8 lisp. — 20 daler 20 6re 20 penn. — 57 lisp.
144 ,, 17 ,, 20 56
2 ., 18 ,, 144 1
Facit. 147 dal. 4 ore 10% penn.

V. Proportio multiplex superpartiens (m+%) .
Ex. Proportio nonupla superseptipartiens decimas (d.
v. 5. = 95%) )
10 lisp. — 8 dr 16 ¢re 20 penn. — 97 lisp.

76 23 12 90

4 8 10 5
27 64 1 [

27 6% 1

Facit 82 dr 22 ore 11% p.

B. Minoris inequalitatis. (Forhallanden mindre &n 1).
L. Proportio submultiplez (d. v. s. formen ;—]n)

Ex. Proportio suboctupla (d. v. s. = 3).
72 lisp. —~5 dr 6 dre 7 p.—9 lisp.

"8 Facit 20 ore e 182 p. 1

)

Ex. Proportio subsesquiquinta (d. V. 8 = ~«~).

IL.  Proportio subsuperparticularis

3




220  aFp. 1 SVENSEA ARITMETIKENS HISTORIA.

30 lisp. — 16 dr 14 6re 12 p. — 25 lisp.
8 7 6 15
5 15 12 10
Facit 13 dr 22 ore 18 p.

' 1
III.  Proportio subsuperpartiens (—_7-7—?,)
1+ -
n

Ex. Prop. subsupertripartiens septimas (: -]—1§> .
7
10 lisp. — 12 dr 16 6re 12 p. -7 lisp.
6, 8, 6 5
2, 16 , 22 2

Fac. 8 dr 24 ore 82 p.

1

IV. Prop. submultiplex subsuperparticularis (—1—~—) .
m + 7—1

Ex. Prop. subquintupla subsesquisexta (= —17) .

5%
31 lisp. — 64 dr 17 6re 9 p.—6 lisp. .. .. (@)
30 12 29 .. (8)
1 13 TE.. .. ()

Facit 12 dr 15 6re 18 pgr.
D& foregaende afdelningar temligen ldtt begripas af
dem, som forstd partrikning, dr denna och féljande IV

och V) ndgot svarare. Emellertid mirker man snart att
1

raden (8) dr + af raden () och att raden (y) dr ;5 af ra-

den (B). Facit dr = (8) minskad med (y). Forfaringssittet
i denna och féljande afdelning grundar sig derpa, att

1 1 mn _lmn+p—p_l<l_ P )

p m mntp m mn+p m
n

11 _»r

m m mn+p

7

. . . 1
V. Proportio submultiplex subsuperpartiens. (— ‘7).
m + —
n

Ex. Prop. subnonupla subsuperseptipartiens decimas. <£71.,—>
- T



AFD, I SVENSKA ARITMETIKENS HISTORIA. 221

97 lispund — 82 dr 22 &re 113 penningar. — 10 lisp.

90 ...... 9, 6 , 11
1.....c.... 3 39 %%g—%
6 e 18 ,, 42322

" Facit: 8 dr 16 ore 20 penningar.

T'redje delen innehaller:

1. Regula conversa. 8. Stick- eller byterdkning.

2. Regula dupla. 9. Factorie.

3. Interesse. 10. Vinst och forlis.

4. Rebatto. 11. Societatisell.séllskapsregeln.
5. Thara. 12. Skeppsparter.

6. Fusti. 13. Axf- och annor delningsrik-
7. Vexel- och kassardkning. ning.

Vi vilja nagra exempel pa ndgra af dessa 13 riknesitt.

Om intresse. Ex. En tringder man tager af en danist
skinnare och ockrare 400 daler med sadant férord, att han
hvar vecka af dalern 1 6re gifva skall. Nu fragas hvad
han foeneratori efter ett ars férlopp uti interesse gifva skall.
Facit 600 daler. Det &r pro cento om aret 162 och en half
daler. . ‘

1 dr 1 o6re 400 dr
1 vecka 124 dr 52 veckor.

Anm. Detta dr si vidt vi erfarit forsta gdngen som
ordet procent forekommer i en svensk rdknebok.

Om rebatto. Ex. En koper en obligation om 3456 dr
24 ore, uti sex ar forfallande emot 51 pro cento de anno:
Nu fragas hvad han kontant derfor gifva bor? Facit. 2599
daler 1123 ore,
: 133 — 100 — 34565 dr.

Om thara. Thara kallas det ting uti hvilket nagot vi-
ges, sasom sdckar, tunuor, nidfver, korgar etc. Detta bor
subtraheras fran hela vigten, anders finge man (det oskiligt
vore) sa dyrt betala, nifver som smor, en grof sick som
muskot, en gammal handsketumme som saffran, o. s. v.

Thara ar trefaldig.

1. Thara, som subtraheras af godset, hvarefter det
ofriga betalas.
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2. Thara, si och s& mycken thara pa (auf) hvarje
skeppund. ' ,

3. Thara uti eller af (in eller von) hvarje skeppund.

Exempel pa det férsta slaget af thara.

En manglerska vill kdpa af en bonde 4 nifverskrindor
smér, hvarfér han for hvar mark 3 ore begir. Detta synes
kéringen for dyrt, gifver honom alltsd 10 dr 30 &re ofdr-
sedt. Smoret vog brutto

14, 1%, 12, 11 lispund.

Thara fér nifvern ir

. 3, 3%, 4%, 4% mark.

Nu fragas hvad henne en mark netto kostar, och hvil-
kendera bedragen blef,

Facit. Hvar mark kostar henne 3% ore. Blef forden-
skull manglerskan bedragen, ty hon gaf bonden 8 pgr for
hvar mark mer 4n han begdrde, det &r tillhopa 1 dr 3 ére.

51 lisp. — 10 dr 30 6re — 1 mark.

Anm. Mellan de tva andra slagen af thara &r det un-
gefir samma skilnad som mellan diskont och rabatt i vara
riknebdcker.

Om fuste (vrak). Ex. En kioper 560 sablar och befin-
nes uti hvart hundrade 5 stycken oduglige och forderfvade,
hvart decker de biste kosta 40 rdr, och hvart stycke fusti
2 rdr. Facit 2184 rdr.

100 — b — b60.. Facit 28 st.
1 deck. 40 =~ — 532 st.
1 st. 2rdr — 28 st.

Om vezel och kassardkning. Att forvandla ett lands
matt, mal och vigt i ett annat lands.

Ex. Nir 30 oére gora 12 hollindske stooter, och 2
stooter “gora 5 brabandiske stiiver, och 100 brabandiske
stiiver gdra 5 hollindske gylden, och 21 gylden géra 3
flemske unobel, och 12 nobel giora 42 hollindska statens
dr. Nu frigas huru manga hollindska statens daler man
far for 750 svenska dr? Facit 600 dr.

Om stick- eller byte-rikning. Denne regel lirer, huru man

gods emot gods skall barattera, forvexla och férbyta.




A¥D. L SVENSEA ARITMETIKENS HISTORIA. 223

Ex. Tva vilja med hvarandra barattera. A hafver
koppar a 40 dr skeppundet, men sitter det i stick for 44
daler. B hafver jern, kostar & skeppund 32 dr. Nu fra-
gas, huru hogt han det skall siitta i stick eller byte, pa
det han sitt jern efter sitt virde sitter sa hogt i stick,
som den andre sin koppar. Facit 35% daler.

40 dr bahr — 44 dr stick — 32 dr bahr.

Nota. Nar detta ordet bahr framstilles, da forstar
man dermed de penningar, som &ro godsens ritta virde,
forrin de stegras till stick eller byte.

Om faktori. Faktori &r en rdkning emellan en kop-
man och hans kommissionir (faktor).

Ex. En kopman eller principal i Stockholm forsinder
sin facteur i Westervik gods af atskilliga sorter pa 6000 daler,
hvilket facteuren & hans végnar pa det bista foryttra skall,
For sddan sin provision och omak tillsiges honom 23 daler
for hvart 100. Nu kommer godset senare &n facteuren det
hafver forskrifvit, och kan fordenskull godset ej hogre foryttra
in principalen honom det i hinderna satt hafver. Nu fragas
hvad facteuren for hans provision efterlata bor? Facit 150 dr.

100 — 24 dr — 6000 dr.

Om wvinst och forlis. Ex. En koper en am brunsvikisk
mumma foér 18 dr 24 dre och vinner 16 pro cento. Kort
derefter slar han af att han 24 pro cento forlorar, hvad
kostar dd en &m? Facit 12 dr 9 ore 215 per.

Om skeppsparter och delar. Ex. Tre frakta ett skepp
for 184 dr. Deruti vill A hafva en halfpart, B  och C
3 Nu frdgas hvad hvar betala bor? Facit. 4 48 dr, B

4

64 dr och C 72 dr.

16 48
23 — 184 — {3 — 8 Facit 64
-9 72 dr.
23

Fjerde delen
innefattar 1. Regula alligationis,
2. ,, falsi,
3. »  cesis eller virginum.
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Héar sammanfaller Agrelii framstéllning med Clavii och
Aurelii. (Se argangen 1868).

Boken slutar med »nagra lustiga fragor». Se hidr en.

En bondpiga (Corebij syster) gar till torgs med nagra
dgg, hvarest henne mdoter en druckenbulter och slar sonder
nagra af #dggen. Pigan brukar mun. Denne druckne siger:
Huru manga véro dggen, jag vill dig dem betala. Pigan
svarar och siger: Bumsse ma Gute hielpe, ia wa ett talij-
kit alike, ia ottade intet pd undr moor hasse inladhe, men
Guds blum hd4, huxar ia, at han forst lade dum i jeen korgh
altijdh 2 tillijka och ta bleeff ett afver, sedan lade hun
dum i een annor korgh medh 3 och ta bleeff & ett &fver,
lijka s& m# ndr hun lade in dum 4 eller 5 eller & 6, ta
bleeff altijdh 1 afver, men sidst lade hun dum in inedh 7
och t& gick hda juust uth: Nu fragas huru manga dggen
voro. Facit 721.

Anm. Man boér hiar ha

.7.4.57ﬂ1 = ett helt tal,
saledes ocksa
3n—1

T = ett helt tal,

hvilket gifver = =15, 12, 19, hvaraf
talet = 60n+1 = 301, 721, 1141, 1561, ..., 301 + n.420.

Stutord. Af var framstilning af Agrelii arbete visar sig, att detsam-
ma #r ofver mattan detaljeradt och att der hufvudsak och bisak dro blan-
dade om hvarandra. For dess lisare bor riknekonsten forefalla synner-
ligen vidlyftig, dess inhemtande ett verkligt herkulesarbete, och forfat-
taren Agrelius sjelf ett miirkvirdigh underdjur i afseende pa lardom.
Tanken p& huru Sveriges ungdom i nira 200 &r plagats med detta ar-
bete och derigenom tillbakahallits i sin utveckling #r { sanning forfirande.
Man kan derfor ej vara nog tacksam mot de min, hvilka genom korta,
enkla och val redigerade lirobocker bidraga till att sprida och hos litet
hvar inplanta de sanningar och upptickter, som vara store min bragt i
dagen. Tanken pa hvad ondt Agrelii lirobok gjort och hvad godt en
god undervisnirg kan gora, bor vara lifvande for hvarje skolman. Skol-
mannen #r ju mellanhanden, som forer det skapande snillets alster &ill
hvarje hird. Utan denna mellanhand skulle dessa alster komma verlden
till liten eller ingen nytta.
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AFDELNING IL

Angéende den kiinda karakteriska egenskapen
hos homogena funktioner.

Af C. J. MALMSTEN.

Vid Fysisk-Matematiska foreningens sammankomst d.
19 oktober 1871 framstilldes till behandling bland andra
uppgifter dfven den, att pa ett enkelt sitt bevisa den be-
kanta egenskapen hos homogena funktioner

(et vgs) fla, ) = nw=1)....la=E=1). @, ),
der f(x, y) #r en sidan funktion af »* graden.
Det ar med anledning hiraf som jag tilliter mig hir
nedan meddela fvenne sdrskildta bevis for den likaledes
ki#nda, dnnu generellare satsen

d d % Vo TR
(w‘axT + %?ZET- vt wmd—xm)f_ n(n—-1)..(n~k-1).7,...(1)

der
F=f (@, @, oo om)

dr en homogen funktion af n* graden.
Det jorra A af dessa bevis, hvilka bada forutsitta
sasom bevisadt, att

d d d .
(xid—%+a2m+...+xmm>f—n.j, PRI (2)
ar onekligen det enklaste; det senare B — eller rittare

sagdt, hvad som i noten bevisas — torde icke heller sakna
intresse, da det lemnar ett ganska godt tilifalle till 6fning
i kalkylen med hogre partiella derivator,

15
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A. Bewis fran k til & + 1.
Antag att formeln
d d d \r . —
(.Z’I(“iml“-*-wﬂ d—xz“f' ...+.Z'md—x’,n) f = n(n—l) e (72*'](:— 1).f o en (3) .

ar gillande for k. Om man da & dmse sidor opererar med

d d d
: (x, RZ + .Z’zd—xz + 00 w”‘,?j;")) e e e (4)
erhalles med tillhjelp af (2)

d a d d d \*
(w, da, +az2d +. +‘T'"dx,,.) [(x1 E.x_t+....+m,,.‘—i-5,;) ]f'

=n*n-1) ... (n~k- ])f’

Men resultatet af operationen (4) pa

d d d \*
(.Z'idai'i'mzd . —(.i‘,z;) e e e (6)

ir = summan af resultaterna som erhallas, om man forst
opererar med (4) pa (6) sasom om i (6) =z, Zp,... %n
vore konstanta, och sedan opererar med (4) pa (6) sisom

d d d
i ———y Sy s konstanta.
om i (6) do dz’ dn vore konstanta

DA nu i allménhet
( R N d)( R A .fl_)"_
Ve T e Tt g I\ G, Y, T T ) T

I 2y
= (al d,,’vl Qa, d.% PO ol 7 ) dl’m 9

och

d d
(w’?l‘z_'l-*—wzd +a:md )(A & + Ay, ¥+ A ) =

=k(A, @ + Ay, + .o+ Aprn)t (A2, + Ay + .0+ Apty)
=k(4a + Aymy + oo + Anaa);

sd blir naturligtvis resultatet af operatiouen (4) pa (6), un-
der forutsitining att © (6) @, , ®,, ... an dro konstanta,

d d d \F+1
(x,-——+wzz;+...+w,,.d—%) s oo (D
2
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och resultatet af operationen (4) pa (6), under forutsdttning

, d d d
attz(ﬁ) d—xi,m...m

d d d \*
k(w.ﬂ+w2%;+ -~-+‘7/'md_w;)' e (8

Om nu summan af dessa bida (7) och (8) insittes i
(6) i stallet for

O [T S
"z s, ”‘a") dz " gn ”’"dwm”
erhalles omedelbart

dro konstanta,

k41

d ad d d d\* .
(aqd +w2d +"'+me> f+k(wld +.. +xmdwm>f

&,

=n’(n— l)...(n—lc—l).f,

~och med tillhjelp af (3)
44 d d \HH =
(.2:, e +a,mm) F=n(@-1)... @) (n-B) f. (9)

Vi hafva siledes bevisat att, om formeln (3) giller
for %k, densamma é&fven giller for %k+1, och siledes
i allmdnhet.

B.

Om man pa den bekanta relationen
d d " )
B — t Ty . D n.
(= Tt s, BLAPE g
opererar a omse sidor med

(w 2 _d_)"
Yda, TP dm T T T A
erhilles omedelbart
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Men nu #r i allminhet, sdsom hir nedan i noten skall
bevisas, #

.4 d .. +a —d—)kK LA Iy +x-—‘-i—)]=
(‘”'}Euf“’fjmﬁ“' mdam) \dz, P2 da, ors

(. d d i d)"“
_(miﬂ+wﬂc—i—w—+ et Ty

d d d \*
+ k (ml%+w2a~w—+ "'+w”‘—.72_) 5
1 2

saledes erhalles ur (10), om i stillet for k sittes £—1,

* Om man enligh kinda reglor utvecklar

d d d \k
Py = (‘Tldaj +x2dx '+mm67:r;)""""(a)

 erhalles
dk
A dalr L dahw’ ®)

3
Pr =2’M.m’{‘.x"’ ez,

2 m
der summationstecknet hanfor sig till alla mojliga kombinationer af
virdena pa %, Fy, ... Am, hvilka uppfylla vilkoret

Bi+kot+ oo v hm=Fk......... e ()
P4 grund af (8) erhalles da #fven

e aL
Pr [(x‘ dxy + Tada, T T iy )]

m

()

13 (Zk d i (

0 L A —
1 moagh ggh | ggtm (5’ ag Tt 5'"(1; )

Bt B Sk

om man, effer att hafva verkstallt
. d* o a d d
eratio —_—— —_— — Eop =
operationen (]271‘! . ds;‘“ dulm pa (51 dg, + & a5, + ... 4 ”mflé'm) ,
N = m

gor i resultatet &= x.
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d d d\*
(m‘dw +.z2d +...+,z,,.—(z—;n) =

=n—Fk— ])(m,—(fi—+ veo + T d )kﬂlf.

d z,

Om i denna formel sittes undan for undan
k-1,%k-2,%-3,...3,2,1

Men utan svarighet inses att for &=

3
;
4

ee

, @t d 4 _4
;/ ’ &k' dEk’... ékm(1g:—i+szzt—§"+ "'+“mdf)=

2 sm
dlt:-i—l dk

= GG gk g T Ma@E a2
JEt dk

+ x2 ——; k— +

- by —r——————
A agtt L agm T T adh ak L agm

+
.
.
.
.
.
.
.
.

Cdk+1 a*

- + Fn
A&k agh ...dgf:ﬁl Tagh L akk, L qgm’

m

S —————
.
.
.
.
.
.
.
.
.

+ Im

d. v. s, till folje af (y) (for & = x)

d d d @
TN\RaE T RaR ot AR g gk ag
- N “m

&
b T T S,
A&y . g ... dEm

Detta insatt i (5’) gifver, pa grund af (a) och () (for & = z)

d- o d a
Pz x‘d&t‘i d.l‘ + o0+ xmdwm =

a . a d d a d
‘—f— (x, dﬁj+x2d£§2+...+xmd§m)( df +m)dt +..-+lmdt )

i d d d \k
+ ($1d§1+$2(l§2+...+9fmd-§;n)
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i stillet for k, och resultaterna multipliceras samt de lika
faktorerna & omse sidor bortdivideras, erhalles

k —
(‘“’1 dd + &, dd +.. +.x,,,djm) f=nr-1) ... (@nm-t=1).7

Hvilket skulle bevisas.

eller, hvilket #r detsamma, (for § = z)

d E+1 d a d
—(w,dg +$2d2 + . +xmd§) (x,dE +3‘2¢E+ +-Z'md§)
och siledes slutligen

(g gl [l gt
m’dw,+x2dx2+"‘+x”‘m xit_{xl_*_xzm.*-m-l—lmdxm =

(o 2 vy Etrom )t (i Ay
= m’dx,+w2(1x2+"'+x"’dx; + i\ dx,+x’dx2+"'+m’"d:vm

Hvilket skulle bevisas.

Om integrationen af partiela lineéira differential--
eqvationer af andra ordningen med » obero-
ende variabler.

Af M. FALR.

Foljande hidrledning &r i hufvudsak lika med den af
prof. Boole i hans Diferential Equations gifna framstill-
ningen af Monges metod fér integration af partiela linedra
differentialeqvationer af andra ordningen med tvd obero-
ende variabler. Vi hafva likvdl skiljt oss fran Boole
deruti, att vi sokt gora en bestimd skilnad mellan diffe-
rentialeqvationens satisfiering medelst en forsta integral in-
nehallande en arbitrir funktion af definita funktioner och
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dess satisfiering medelst ett system, som uttrycker att samt-
liga dessa definita funktioner #ro konstanta.

Att Boole sammanblandat dessa fran hvarandra be-
stimdt skilda siitt att satisfiera diff. eqv., har blifvit en f6ljd
af det oriktiga férmenandet, att en relation u = f(v) skulle,
pa grund af den omstdndigheten att f dr arbitrir, vara iden-
tisk med tvd relationer, innebirande att bade » och v &ro
konstanta. Han sluter ju af du = f'(v)dv till, att du =0
och dv=0. Men detta dr samma felslut som att pa-
std, att eqvationen & =y skulle, endr y #r arbitrirt,
endast satisfieras af 2z=0 och 2 =0, d.v.s. repre-
sentera blott en linde (y-axeln), ehuru den ju tillater oind-
ligt manga andra virden pa a2 och y, eftersom den re-
presenterar en andregrads-yfa. Denna anmirkning tro vi
oss veta vara allmint bekant; forf. till denna uppsats dr
ej den firsta, som gjort den.

-Efter dessa forberedande anmiirkningar ofverga vi till
sjelfva hirledningen af integrations metoden. Héar lata vi
z betyda den beroende variabeln, som #r funktion af de

oberoende &, , %y, ... &; pi ma betyda (%;z for hvarje
1

forekommande Z-virde, och w, , u,, ... u, @#ro ett sy-
stem af .» defindta funktioner af variablerna, bland hvilka
funktioner atminstone nagon forutsdttes innehalla en eller
flera af 2* derivator p.

Teorem 1.

Om det finnes en forsta integral
Fluy , uy, oo, u)=0 . . . . (1),
der F dr en arbitrdr funktion, Gl en viss partiel differential-
equation af andra ordningen med » oberoende variabler, sd
dr denna-partiela differential-equation dfven satisfierad af sy-
stemet stmultana equationer :

U=, Uy =y ey U= . . . (2);




232  AFD. II. OM INTEGRATIONEN AF PARTIELA ETC.

och omvdndt: om systemet (2) satisfierar differential-equatio-
nen, sd satisfieras han dfven af (1).

Bevis. Ur (1) hirledes diﬁ’érential-eqvationen/genom
partiel derivering i afséende pa hvar och en af de obero-
ende variablerna och derpd foljande elimination af deriva-
torna af F i afseende pa funktionerna w. For enkelhets
skull mena vi med (;—;ﬁ) | uttrycket ;—Z;wtngg.
att erhalla differential-eqvationen hafva vi di att eliminera
de nimuda derivatorna af F ur systemet:

For

i=r j=r

BF[(bm) v du; 9%z J

-— |{—] + — " =0,
= dui [\de, ;é dp; dz, dz;
"i%’ 2F [(bu) +’§ duy a2zm] o ,
=1 du dxﬂ =1 dpf dwz dmj ’ S e e oa e (3).
¥ 2F [22) .5 R
& dw [\dz, = dp; da, daz;

J

Eqvationerna (2), betraktade som simultana, innebira,
endr derivatorna p #ro funktioner af variablerna, bestimda
af den funktionsform af dem som z &r, » stycken relationer
mellan de 7+ 1 -variablerna =z, @, 2, ...y @. I
eqvationerna (2) hafva vi saledes blott en oberoende varia-
bel och » beroende, hvarfér vi der hafva verkliga relatio-
ner mellan alla variablernas differentialer, hvilket icke &r
hindelsen i (1). Vi kunna tdnka oss det i (2) uttryckta
sambandet mellan variablerna si, att vi anse z som funk-
tion af de ofriga variablerna och dessa utom en som funk-
tioner af denna undantagna. P& grund hiraf hafva vi di
ur den omstindigheten, att z far anses som funktion af
Ty y Lyy ooey Br,
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L=

(lzzzpid.z,- B )
=1

och
1 v 2% 1
dp, = Z e
o= e gy g O
=1
=
! Yz g “
-3 2
- da, da; .o . . (5).
i=r '
\ 024
dpy = & —— da;
= Ay dx;
_ J

Dessa eqvationer hafva vi alltsd att forena med f5l-
jande ur (2) hirledda:

—=r Bui i—r bu‘
E (—(HI) d.m; + z ZZE,' Clpi = 0 N
< 5102> 1:‘: du,
— (Z.Z‘.[ + —2d ;= 0 9
E (dwi :1' dp: P ... (6).

=r bur = bur
2 (Zl?) dx; + 2 dp:

=1 = dp:

]
=)

Ur (6) dr dz redan bortskaffadt pi grund - af bety-
0

delsen af (T.:)’ vi behdfva derfor blott anvinda (B)
och (6) och mellan dem till en borjan eliminera dp;. Da
erhalla vi det med (5) och (6) eqvivalenta systemet

16
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=r j=r

Bu,) du, %z }

|+ — - N da; = 0,
E [(daz'i 2 dp; dwid

Jj=1
i—=r 5162) J=r auz 22, :l
=+ e da; = 0,
E [(dwf E dp; d; da L (7). *

. . .

=r

3 24, = w\ 9%z 7.
2 [(7) « 2 (G) qomam) o= 0
=

i—=1

Kosfficienterna till derivatorna af F i (3) dro nu de-
samma som koéfficienterna till differentialerna af varia-
blerna @ i (7), dock sa, att de horizontela raderna i det
ena systemet #ro i ordning lika med de vertikala 1 det
andra. Enpligt det pa determinant-teorien byggda elimina-
tionssédttet blifva da eliminationsresultaten lika. Héaraf f61-
jer saledes, att eqvationen (1) och systemet (2) alltid satis-
fiera samma differential-eqvation.

Korollagiwm. Om vi nu littare kunna finna systemet
(2) dn eqvationen (1), sa behdfva vi blott, sedan vi fatt sy-
stemet (2), gora upp en arbitrir relation (1) mellan de
funna funktionerna w for att erhalla en forsta integral till
differential-eqvationen. Klart &r é&fven, att alla vilkor,
som metoden att utgd fran (1) infor, &4fven innehallas i me-
toden fran (2), och tvertom.

Teorem I

Hiirledning of ett system ordindra diferential-equationer,

som  systemet (2) mdste satisfiera, om det skall gifva upphof

tll den linedra partiela differential-equationen:

* Att detta #r eqvivalent med (5) och (6) sammantagna, &r klart
deraf, att de ingdende derivatorna af z uttrycka, att # #r funktion af
XLyy Lyy +0e Tpo .
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i=r j=r

sz«}dwdxj'—‘[]. . . . (8)

=1 j=¢

eller, som &r samma eqvation,

= i=r-1 j—=r .
glxudm +§lj; x:;dm% =U. .(9).

Denna eqvation skall sdledes vara resultatet af alla
differentialers elimination mellan (5) och (6). Den innehal-
les derfor i systemet (5), om dess innehallna differentialer
satisfiera (6), d. v. s. om systemet (2) satisfierar differen-
tial-eqvationen (9). Vi hafva derfér att tinka oss, att deri-
vatorna p, hvilkas differentialer inga i (b) dro sadana funk-
tioner af variablerna, som satisfiera (2). Da blifva ifven
(6) satisfierade och differential-eqvationen bér fslja ur sy-
sterwet (). Multipliceras derfér eqvationerna (5) i ordning

“med indeterminerade faktorer 4,, 4,, ..., 4, och adde-

ras, sa fas

32 —r _

eller, som man litt finner,
= 3 22 f=r—1 j—r i=r
Em.ldm,+ > Y Wdai+hda) = Eldp,.. (11).
i=1 z S =1 j=—ifl

Men enligt systemet (2) maste denna eqvation vara
homogen och af l:sta graden med afseende pa differentialerna
de,, d@y , ..., day, hvilka ju dfven ingd pa detta sitt

i dp;, da dessa p; betraktas som funktioner af variablerna, -

sidsom ofvan nidmnts. Men dessa variablers 2 differentia-
ler hafva till hvarandra forhallanden, som &ro funktioner
af variablerna. Foljaktligen kommer eqvationen (11) efter
division med en af dessa differentialer di icke att inne-
halla nagon af dem. Han bor derfor med limpliga funk-
tionsvirden pa qvantiteterna 4 ofverga i (9), hvartill tyd-
ligen &r ndodvandigt och tillrdckligt att
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—=r

. 2 hdp,
&1% _ 12% o l.,.d:vr _ /Ljd.%’ + l1d.x] . (12)
Xi1 X2 Arer Lij U '

Dessa utgdra alltsd de eqvationer, som det dr nddvin-
digt och tillrdckligt, att qvantiteterna A och eqvationerna
(2) skola satisfiera, for att dessa sistndmnda eqvationer, be-
traktade som simultana, skola satisfiera (9). Dessa eqva-
tioner (12) kunna vi dela uti tvd grupper, hvaraf den ena
ger qvantiteterna 4 och de vilkor, som i 6frigt maste vara
uppfyllda, och den andra utgér sjelfva systemet ordindra
differential-eqvationer, hvars integralsystem eqvationerna
(2) dro. TUr (12) fas for alla ¢ och j, som forekomma i
dubbelsumman i (9) eller (11), eqvationerna

A
Xi,] l x'. z+ xj FARE . . DY (13),

hvilka dels bestimma qvantiteternas A4 forhallanden - och
dels aro vilkors-eqvationer mellan koéfficienterna i (9).

r (7 1)

Dessa eqvationer (13) dro till antalet -+ och

eqvationerna (12) dro » + —(T—~—) stycken, hvarfér, om
qvantiteterna 4 satisfiera alla eqvationerna (13), vi blott
hafva r distinkta differential-eqvationer qvar af (12) for
att bestimma de » funktioberna u i (2). Men detta sy-
stem innehdller mer &n en differential mer 4n eqvationer-
nas antal och &r saledes ofullstindigt. Det #r derfor icke
sikert, att man kan erhalla ett system af » integraler till
detsamma; detta kan ju tydligen blott ske, da differential-
eqvationen har en forsta integral af formen (1).

Om det lyckats att bestimma gvantiteterna 4 sa, att
alla eqvationerna (13) 4ro satisfierade (hvilket icke alltid &r
mojligt), kan man insdtta dem i systemet




’ x'iv 3 xjv J

* AFD. 11, OM INTEGRATIONEN AF PARTIELA:ETC. 237

Aidp,
A de, _ _/12_62& _ _ Avd 2y _ z.—:zl ’ (14)
X1,1 X2,2 Y U T ,

som da i forening med eqvationen (4) &r det stkta hjelp-
systemet, hvarur (2) skola hirledas.
[Hvad detta hjelpsystem angér, har Boole med an-
vindning af variations-kalkylen funnit eqvationerna
2 2 _
xi,z. dxj — xi’j d.zi d:c]. + x_;‘,j dml. =0,

som utgéra hvad eqvationerna (13) blifva, om qvantite-

~terna 4. och /lj ersittas med de mot dem proportionela

e och cla;/»

ment till Boole’s Diff. Equ.].

Se hidrom det af Todhunter utgifna Supple-

Eqvationerna (13) dro stycken; de i dem in-

p(r—1)
2

gaende. bbekanta (qvoterna mellan qvantiteterna 1) #ro
r—1 stycken. Antalet vilkor, som (13) innehalla, &r sa-

ledes (l;—]-)z(tz—) For » =2 i#ro dessa vilkor 0 styc-

ken, och for » =3 fas ett vilkor, som ldtt befinnes vara
4X1.1x2,zX3,3+X1,2%2:3X1,3'%1,1){5,3-X2:2X12,3"X3,3X12,230---(15),
som, eget nog, #r vilkoret for,- att ytan

X188 +yeen® 4+ x558% + X2l + X158+ 128y =U
der &, u, { #ro lspande koordinater, har antingen ingen
eller odndligt manga medelpunkter. For det allménna fal-
let (» oberoende variabler) blifva vilkoren flera, men af samma
form som (15).

Vi skola nu bevisa foljande

Hjelpsa,ts

2 F LiipF
ap, = R M o 2 "(da>~—-UM....(16),

der M dr en af @ oberoende funktwn.
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Bevis. Eqvationerna (5) och (6) dro eqvivalenta med
(6), (13) och (14), endr hvartdera systemet aterger (9).
Men (5) och (6) 4ro eqvivalenta med (5) och (7); derfor
maste (7) vara eqvivalent med (13) och (14), sedan man i
sista membrum af (14) eliminerat dp, med (5). Vi bora

derfor #afven erhalla (9) genom att mellan en af eqvatio-
nerna (7) [t. ex. den som innehéller ] och alla eqvatio-
nerna (14) utom en [vi undantaga den, som fis genom att
anvinda sista membrum] eliminera differentialerna af vari-
ablerna @, hvarvid naturligtvis qvantiteterna i maste satis-
fiera (13). Denna elimipation ger

=r =r—1 j—r
v _f u;, 3%z [Xz, ¢ gy x}, d uk] %z
A" A; de 2 2 i dpJ l dp.l dz;da; dw

=1 j==i+1

=r
N Xid (b u,,)
+ -— |5=] = 0.
=1 Z‘i dz;
Som denna eqvation skall sammanfalla med (9), maste
vi hafva
1 Buk

= 2% o
7. dn- ’

Xiidw Xj 3w

7y T M

Z:P‘

xi,i<3uk) B
27 G -

)

=31

der m; 4r en af ¢ oberoende funktion. Det andra af
dessa vilkor #r uppfyldt p& grund af det forsta, emedan
det foljer ur det forsta i forening med (13) genom elimi-
nation af qvantiteterna A. Vi behdofva saledes blott det
forsta och det tredje vilkoret, och dessa gifva eqvationerna

-

P
- (16) genom multiplikation med -— och summering fran

d’l&k
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k=1 till £=2, om man for korthetens skull med M

=r
d
betecknar den af 7 oberoeode funktionen E my —— r
= duw

Teorem III,

Om quantiteterna p sotisfiera de forsta integralerna till
9), betraktade som simultana equationer, s wppfylla de df-
ven integrabilitets-vilkoren for equationen (4).

Bevis. Enligt Booles Diff. Equ. sidan 354 eqv. (45)
maste de funktioner af formen @ =0, som tillsammans
med F =0 ouppfylla de ndmnda integrabilitetsvilkoren,
hérledas ur eqvationen

¥ [ A S P
= dz;) dp: dp; da; dp: dz 7 ’

hvarfér @ = 0 fas ur hjelpsystemet bestdende af eqvatio-
nen (4) och

dz, da, dee __dp, _ _dpy _ _
2F F 3R (ap)"' (ap)“ -
d \
P dp, dp, da, d, ... (1),
__9pr 4@
B (ap 0
da.

Dessa gifva med tillhjelp af (16) systemet

=r
. x'z,z‘ .
(im_,_d_%_ _day =t l;vdpi
Y U
Sitter man vidare hiri xi’ = u; och eliminerar alla
i

A ur detta system och ur (13), sd far man
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E Wi dp;
pday _paday _ pda = ... (18),
X1,1 X2,2 Kr,r u

der qvantiteterna u bestimmas ur eqvationerna

R . Y IV 19).
Yi Hi,{,,? + P Y T 1))

Men som nu dessa eqvationer (18) och (19) dro allde-
les desamma som (14) och (13), si &r satsen bevist.

Obs. 1. Da »>2, blifva de generela forsta inte-
gralerna till antalet firre #n qvantiteterna p och ricka
derfér ej till bestamning af dem. D& maste man soka att
integrera en af dessa forsta integraler, hvilket latt gir for
sig, om den &r linedr i afseende pa derivatorna p.

Obs. 2. Man kan dfven soka en komplett primitiva
till (9) och dervid gd si tillviiga, att man forst séker en
komplett forsta integral till (9). En siddan kan erhdl-
las derigenom, att man Ioser en generel forsta integral
F(u,, uy,, w)=0 1 afseende pa en funktion w innehal-
lande atminstone ndgon af derivatorna p, si att man far

We = F (g 5 Uy ovo Uiy, Upat 5 oo v Up)

och ponerar f = en arbitrir konstant C. Detta visar, att
alla de eqvationer af systemet (2), som innehalla nagon
eller nagra af derivatorna p, tillika dro kompletta forsta
integraler till (9). Sedan en siddan (u; = C) ar erhallen,
sitter man i (17) F =11 —C och sdker ur det silunda
uppkomna systemet, om mdojligt, ut (» — 1) frdn denna
skilda forsta integraler. Dessa tillsammans med w = C
gifva virden pa derivatorna p, som gora (4) integrabel, och
gifva saledes en komplett primitiva till (9).
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Om den oskulerande koniska sektionen.

Af ErRIK LUNDBERG.

Att finna den koniska sektion, som har en bestdmd punkt
O il brinpunkt och © ndgon viss punkt P oskulerar en gif-
ven kwva APB (fig. 22).

Lat den gifna kurvan APB, hidnford till O sasom
origo och OX sasom grundriktning, vara representerad af
en eqvation i polarkoordinater

o, &)=0 . . . . . . (D.
De gvantiteter som sékas &dro:
A = vinkeln XOK mellan grundriktningen och den del
OK af den koniska sektionens axel, som dr riktad
fran origo mot nirmaste punkt L af den koni-
ska sektionen,
¢ = den koniska sektionens excentricitet,
P = vy . parameter.
Aro dessa bestimda, #r den koniska sektionen till
lage, form och storlek fullstindigt kand.
Sambandet mellan koordinaterna » , 6, for hvilken
punkt som helst pa den koniska sektionen &r
il +eCos(8,—-4)} =p.
Hiraf erhalles genom differentiation
7, 11+ ¢ Cos (8, —4)} = er, Sin (6, — 4),
7y {1 + e Cos (6, —4)} = 2er, Sin(0, — 1)+ er, Cos (0, — 4).
Men enligt vilkoret i problemet skall den koniska
sektionen oskulera den gifna kurvan, hvilket fordrar, att,
om man gor
. _ 6, =80,
det dfven maste intriffa, att
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ry =1,
' ’
PyET,
" " ’
Py =7,

hvaremot det i allménhet ej &r mojligt att bringa de ho-
gre derivatorna 77, ¢y etc. till likhet med »", v etc.,
endr man ej har flere dn tre parametrar 1, e, p att for-
foga ofver.
Med begagnande hiraf fa vi vilkorseqvationerna
rfl+eCos(0—-Al=p . . . . (2),
P{l+eCos(@--A4) =erSin(0-4) . . . (3),
7" {1 +eCos(0—A)] = 2er Sin(§—A4)+erCos(6—4)...(4).
Enér 6 #dr den arbitrdrt bestimda kontaktspunktens
polarvinkel, och ¢, ¢, ¢ medels (1) kunna ténkas ut-
tryckta i 6, innehalla dessa eqvationer inga andra obe-
kanta 4n 4, ¢, p, for hvilkas bestimning de saledes dro
tillréckliga.
Divideras (4) med (3) erhalles

Cot(f)-—l):%,~2;. C e L),

hvaraf man genom jemforelse med (3) finner

_ 79’ Cosec (8 —4) NrEr? 1 (207 —pp)
TP 20— P24 292 — " )

.. (6).

Med anvidndande af dessa uttryck for A och e gifver
slutligen (2)

7,3

p= . (M.

, P ey
Hérmed &r i sjelfva verket problemet ldst.
Emellertid blifva formlerna (5)— (7) anmirkningsvirdt
forenklade, om man i dem sitter
1
PE- . o . . . .. L (8

(2

och infor « sasom beroende variabel i stillet for s
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Insdttning af (8) i de redan funna uttrycken for 4, e,
p mbter naturligtvis ingen svarighet, men vi foredraga en
direkt utledning af de nya uttrycken for samma qvantiteter.

Vi tinka oss medels (8) kurvans eqvation vara bxagt
till formen

Y, )=0 . . . . . 9.
Genom likartadt betraktelsesitt med det for harledumg
af (2)—(4) anvanda finna vi

pu =1+eCos(0-4) . . . = (10),
pu =—e¢Sin(@-4) . . . . . (1),
pu' = —eCos(6—4) . . . . . (12).

Hiraf erhalles med ldtthet
COc(o—x)=f‘—, Coe L (13,
'\/u +u" (14),
utu ,

' 1

P= (15).

D& nu e och p #ro kiinda genom (6) och (7) eller ge-
nom (14) och (15), finner man, under antagande att ¢ 1,
den koniska sektionens halfaxel a och halfva fokaldistans
¢ af eqvationerna

a==L— . . . . . . . (16),

c=ae=-L% . . . .. (17},

hvarvid sasom positiv anses riktningen fran L eller O
mot K. ‘

Kallas afstdnden fran origo till den nirmaste och till
den afligsnaste dndpunkten af axeln respektive =, =,,
bada dessa afstand 1aknade positiva i riktningen OK,
har man




i .

244  APD. 1I. - OM.DEN 0SKULERANDE KONISEA SEKTIONEN.

r1=a—a=a(e——l)=efl ... (18),
7‘2=c+a=a(e+1)'=e—z_?—1— ... (19).

Nagon mera anmirkningsvird geometrisk egenskap hos
den nu funna oskulerande koniska sektionen eller nagot
samband mellan henne och den oskulerande cirkeln har jag
ej funnit. * Dock torde formeln

‘B_<’L>3
e \s/’

der som vanligt ¢ = krokningsradien och s = bigen, ej

5

sakna allt intresse. Dess sanning dr ldtt bevisad.

Vill man finna orten fér den oskulerande koniska sek-
tionens medelpunkt, d& kontaktspunkten successivt flyttar
sig utefter kurvan (1) [(9)], har man att mellan uttrycken
for ¢ och 4 i ndgondera variabeln, t. ex. 6, eliminera
denna variabel, hvarefter det erhallna, af 6 oberoende sam-
bandet mellan ¢ och 4 utgdor eqvation for den i friga va-
rande orten, ¢ och A dervid betraktade som lspande koor-
dinater. Naturligtvis ar det dock for detta andamal ej
behofligt att hafva ¢ och 4 explicit uttyckta i 6, utan
man kan i stdllet lika vdl eliminera 6, »(u), e, p wel-
lan (1)~ (4) [9)-(12)], (17). |

Anvindes (18) eller (19) i st. f. (17) finner man pa
samma sitt orterna fér axelns dndpunkter.

* Vid sokande harefter patriffade jag foljande formler for bestim-
ning af centrum curvature (u,, #;) och radius curvature g:
Cos (0 —6g)  ww' —u?

U w(u +u")?

Sin (8 —6p) ' (u*+ w"?)
g Tl (u o+ w)’

(u? + w2
¢= W+ uy "

Ehuru de e hora hit, har jag dock ansett dem fortjena anteck-
nas. Den sista formeln forekommer i Todhunters Differential Calculus.
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Orten for den rorliga brdnpunkten dr naturligtvis en
med orten fér medelpunkten i likformighetsiorhallandet 2
homotetisk kurva.

Vi ga nu att tillimpa det foregdende pa ett par
exempel,

Ez. 1. Den gifna kurvan wma vara en logaritmisk
spiral APB (fig. 23) sadan, att den konstanta vinkeln OPZ’
mellan radius vector och tangenten dr = ea. Da vi till
grundriktning vilja riktningen af den radius vector, hvars
langd &r = 1, blir kurvans eqvation

p=Cte L L. ()
eller
w= ettt

Man finner nu enligt det foregaende:

Axelns vinkel XOK med grandriktringen:

‘ A=6+a—-n . . . . . (D),
excentriciteten: '

o
i

Cos e,
halfaxeln LM:
a=—r,
halfva fokaldistansen OM:
c=—prCose . . . . . . (o,

radias vector O till axelns ndrmaste dndpunkt:
r, =7(1—Cose),
samt radius vector ON till axelns andra dndpnkt:
7y = —2(1 + Cos ).

Héraf framga foljande egenskaper.

De oskulerande koniska sektionmerna &ro alla likfor-
miga ellipser med excentriciteten  Cos ¢. I hvar och en af
dem 4r storaxeln parallel med spiralens och ellipsens ge-
mensamma tangent, si att kontakten eger rum i den ena
dndpunkten af ellipsens lillaxel. Héraf dr en naturlig
foljd, att lingden af ellipsens halfva storaxel &r = radius
vector till kontaktspunkten,




246 - AFD.II.  OM DEN OSKULERANDE KONISKA SEKTIONEN,

Pa grund af dessa egenskaper dr det ytterst ldtt att
i hvilken punkt som helst af spiralen konstruera den osku-
lerande ellipsen.

Eliminerar man » och 6 mellan (a), (8), (¢) erhalles
—¢=Cos . grtm—loba

eller, da han i stillet for —-¢ och A+ =, hvilka hir

kunna betraktas sasom l5pande koordinater, skrifver » och 6,
r=Cosa,gb—m0ta (d).

Denna eqvation representerar orten for medelpunkten,
i figuren utmérkt genom den prickade linien.
Pa liknande sdtt finnas orterna for axelns dndpunk-
ter 1. och NV:
r=(1-Cosa)eb—c=t+mCta . (o)
och
r = (1+Cos @)et—aCte . (f).
Eqvationerna (d), (¢), (f) utmirka, som man ser, loga-
ritmiska spiraler, lika den gifna (@), men skiljande sig
fran denna till sina ldgen resp. med vinklarna
log Cos &
~“Cote
o _log(1-Cos a)
Cot «
log(1+ Cos «)
Q——"" ——,
Cot e ,
Ex. 2. LAt den gifna kurvan APB (fig. 24) vara
78 =k

k]

eller

6 .
u=7c- . . . B . . . (a).

.2
Hos denna kurva dr subtangenten " konstant = — k.
»

For 6 =0 #dr » = oo. Kurvan har saledes en asymptot,
parallel med grundriktningen och beligen pa afstindet %
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ofver densamma. DA # vixer fran noll, aftager r allt-
jemnt, och kurvan beskrifver ett odndligt antal hvarf kring
origo, hvarintill hon obegrénsadt nérmar sig.

Mot negativa vdrden pa 6 svarar en dylik gren, sym-
metriskt med den férra i foérhallande till ordinataxeln OY.
For undvikande af oreda har dock i figuren blott den mot
positiva viarden pa r och ¢ svarande grenen blifvit utméirkt,
lika som vi dfven i det foljande inskrinka oss till att taga
endast denna gren i betraktande.

Formlerna (13)-(19) gifva
A=0+2 . L. LW,

2
.e:% ((,'),
k
p=g=1 d),
Y
=16
k
“=1¢ ©;
k
leﬁ’e . . . . . . . (f),
k

Py = I—:g [ S (g) .

Af (b) och (d) synes, att kontakten mellan den gifna
kurvan APB och dess oskulerande koniska sektion eger
rum i #ndpunkten P af den sistndmndas parameter OP,
sa att axeln LV &r vinkelrdt mot radius vector OP.

Ténker man sig OY tagen till grundriktning i stillet
for OX, &r det af (0) tydligt, att (e)—(g) just blifva eqva-
tioner for medelpunktens samt axeldndpunkternas orter.

Det &r ldtt att finna utseendet af de genom (e) —(9)
representerade kurvorna. Sa forestilles t. ex. i figuren
den forsta af dem (orten for medelpunkter) genom den
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prickade kurvan ace, Mb. D& kontaktspunkten flyttar sig
utefter den gifna kurvan fran odndligt afstind mot den
punkt C, hvars koordinater dro r =k, ¢ =1, flyttar sig
medelpunkten i den oskulerande koniska sektionen, som
enligt (¢) da ar en hyperbel, utefter aec. I C &r den osku-
lerande koniska sektionen en parabel, hvadan motsvarande
punkt af (¢) fiyttas pa oiindligt afstand, och, som man litt
finner, har kurvan hir en asymptot GH, beligen pa af-
standet g fran origo och bildande med OY en vinkel
= 1. Nir sedan kontaktspunkten loper utefter den ater-
staende delen CPB af kurvan, dr den oskulerande koniska
sektionen en ellips, och dess medelpunkt ISper utefter
¢, Mb, Dbeskrifvande en spiral, somm med odndligt ménga
hvarf omsluter origo. _

(f) eller orten for axelns ndrmaste dndpunkt L ir
samma kurva som den gifna, vriden i positiv led en vin-
kel =7-;——1.* (9) eller orten for axelns andra #nd-
punkt N dr den kurva, som uppkommer, da (f) hvilfves
ett hvarf kring OY. Dessa bada kurvor (ej utsatta i figu-
ren) #ro saledes litta att upprita, och det inses utan sva-
righet, huru man med deras hjelp kan konstruera den osku-
lerande koniska sektionen 1 hvilken punkt som helst P af
den gifna kurvan.

Emellertid kan man #fven konstruera den oskulerande
koniska sektionen oberoende af dessa kurvor. Vi hafva
nimligen sett, att lingden af subtangenten OK ir kon-
stant och = k&, pa grund hvaraf tangenten KP kan dra-
gas. Men da tangenten och den ena fokalradien OP iro
gifna, erhalles genom afséittning mot tangenten af en med
KPO lika stor vinkel den andra fokalradien PF och sa-
ledes #fven, da ju axelns riktning &r kidnd, den andra

* d. v. s. vriden s& mycket, att punkten C kommit att samman-
falla med a.
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branpunkten F. Héarmed #&r &fven medelpunkten M be-
stimd, och storaxeln finnes nu antingen p& grund deraf,
att dess lingd skall vara = FP+OP, eller pad grund
deraf, att dess halfva lingd M7, skall vara medelpropor-
tional mellan MO och MK.

- Om konvergensen af kedjebraksutvecklingen for

Ve —b.

Af M. FaLK.

Schlémileh har i »Zeitschrift fiir Mathematik und Phy-
sik», 1872 l:sta hiftet, meddelat, att en herr doktor Weyr
uti »Abhandlungen der bshm. Gesellschaft der Wissen-
schaften» i febr. 1869 genom geometrisk undersékning upp-
tickt, att konvergensvilkoret” 24 > 5+ 1 (hvilket Schls-
milch for ofrigt blott bevist vara afgdrande, dd 2a och b
aro hela tal) for kedjebraket i hogra membrum af eqva
tionen :

- . b ‘
2 _ = -
Nat—-b=aqa 24— b

2a — b

2a —.

ir for inskrankt och att det uttommande kriteriet pa detta
kedjebraks kouvergens i stdllet &r a®>> 5. For denna
sats lemnar Schlomilch derefter ett enkelt analytiskt be-
vis. Att Schlémileh verkligen anser nimnde d:r Weyr hér-
vid hafva upptéckt nagot nytt, inses temligen klart af fol-
Jjande hans yttrande: »Neuerdings hat nun Herr D:r E. Weyr
durch eine geometrische Untersuchung gezeigt....... , und
es entsteht daher die Aufgabe, dies auch analytisch nach-
zuweisen», hvarmed man sammanstille hvad han straxt

17
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ofvanfor séiger om kriteriet 2a > b+ 1: »Der Grund fur
die letztere Beschrinkung lag in dem Mangel ausreichender

Criterien fiir die Convergenz solcher unendlicher Ketten-

briiche, welche aus negativen Einzelbriichen bestehen». Men

vid den tid, d& Schlomilch utgaf 3:dje upplagan af sin

»Handbuch d. algebr. Analysis» (1862), hade vi hir i Sve-
rige redan i 14 ars tid varit vida béttre lottade, &n hvad
detta sista citat visar hafva varit hindelsen i Tyskland,

ity att vi hafva det Malmstenska skarpa kriteriet, som

offentliggjordes ar 1848 uti Vetenskaps-Akademiens hand-
lingar. I detta bevisas som specialfall af det allmanna kri-
teriet, att kedjebraket

_ b,
T a0,
Q; — by
a; —
Qp—1Qp

konvergerar, om

> 4. Som det foregdende kedje-

n

braket har a,_1 = a, = 2a och b, = b, sa ger detta
kriterium @*2> % som konvergensvilkor. Det #r hiraf
tydligt, att dran af den upptéckt, som Schlomilch tiller-
kdnner dir Weyr, och dessutom den mycket storre af att
hafva funnit det skarpa generela kriterium, hvaraf denna
d:;r Weyers’ upptickt &r specialfall af patagligaste art,
tillkommer professor C. J. Malmsten sedan nidra ett fjer-
dedels sekel tillbaka.

Denna anmirkning hafva vi velat offentliggbra for att
befria dem af vara svenska matematiker, som icke tagit
kénnedom om det Malmstenska kriteriet, men méjligen i en
framdeles kommande ny upplaga af Schlémilehs Handbuch
d. alg. Anal. f4 se denna d:r Weyrs upptickt omnimnd,
frin att tro, att dir Weyr ar den, som ftirct gjort 088 t’ull-
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AFDELNING 1IV.

Berdkning af vérdet pa en premie-obligation for en
tidpunkt hvilken som helst fore forfallotiden.

For nagra veckor sedan lemnade mig en bankir en Smélands hy-
poteksforenings premieobligation med anhillan att fi veta dess nirva-
rande virde. Som berikningen hiraf utom dess praktiska nytta &fven
erbjuder ett teoretiskt intresse, infores den samma hir. Obligationen
utgifven pa tyska, har pa svenska ofversatt foljande lydelse.

ina sidan.
*Premie-obligation
utfirdad af den svenska hypoteksforeningen mellan jordigare i Smaland
och andra provinser. '

| _Ser. 218. | Grundad pd jordegendomar beligna | N:o 4360.
i provinserna Smaland, Halland, Blekinge och Skaraborgs lin
for hela ldnesumman utgtrande

) tio mill. (10 000 000) mark hamburger banko.

Stimpel for AN
r})glﬂl(ﬂ%ﬂ. Mark Mark
5 Groschen .
eller 200 Vapen. 200
=1
17']: Krewzer.) Hamburger banko. ! Hamburger banko. -
N N N W e

Vi OSKAR med Guds ndde, Sveriges, Norges, Gotes och
Wendes konung,

gore veterligt, att sedan styrelsen for hypoteksforeningen, mellan jord-
igare 1 Sméland, Halland, Blekinge och Skaraborgs lin jimte andra-
gande, huru i fsljd af vunnen erfarenhet under foreningens verksamhet
atskilliga forindringar och tillsatser erfordras i det af Oss den 12 no-
vember 1846 faststilda reglementet for en tilltinkt hypoteksforening,
till oss i underdanighet inlemnat en i foreskrifven ordning af deltagarne
i foreningen antagen plan till ett fornyadt reglemente for ofvannimnda
tilltankta forening med ansokan om Var nidiga stadfistelse a detsamma.
S8 hafva Vi, efter profning af den nimnda planen, med upphiifvande af
Vira den 12 november 1846 och den 2 november 1847 gifna nadiga
forordningar, faststilt foljande reglemente for den ofta némnda foreningen
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under forindrad bena,mmng ”Hypoteksforenmg nellan Jordagare i Sma-
land och andra provinser”: — — —

§. 26. Foreningen eger att forskaffa sig l8n 1) genom att upp-
taga s. k. amorteringslan efter de grunder, som i allminhet iakttagas
vid statslin — — —

§ 27. Amorteringslin fa genom styrelsen upptagas si val inom
landet som i utlandet, hvarvid dock i senare fallet erfordras ett sérskilt
af foremingen pd ordinarie bolagsstimma fattadt beslut derdfver samt
dfver lanets maximibelopp., — — — :

§ 83. Foreningens penningelan garanteras af dess. enligt demnna
ordning #gande fordringar af reservfonden och af ail annan foreningen
tillhgrande formogenhet.

I den ovintade hindelse att, sedan alla dessa medel blifvit anlitade,
brist likval skulle uppsta, skall bristen betickas si val af foreningens
I8ntagare med deras i foreningen forpantade gard och grund som ock
af de intressenter, hvilka icke hafva erhéllit nigot 1an, i forhallande till
deras insatser, och skall denna sikerhet tillhora obligationsinnehafvarne
med foretridesriitt framfor foreningens intressemter. — — —

Gifvet i Stockholms slott den 13 nov. 1849.
OSKAR.

A. P. Sandstromer.

Vid i dag hir hallen ordinarie bolagsstimma af medlemmarne i
hypoteksforeningen mellan jordigare i Smaland och andra provinser blef
foreningens styrelse befullmiktigad att vid forsta gynsamma tillfalle upp-
taga ett nytt amorteringslan a hogst tio millioner hamburger mark
banko i utlandet, hvilket hirmed forsikras. Wexio den 9 december 1857.

C. J. Key. C. 0. Hellman.
Ordférande pad bolagsstimman. Foreningens ombudsman.

Vi undertecknade direktorer for hypoteksforeningen mellan jord-
agare i Smaland och andra provinser forklara hirmed, att vi, i foljd af
uppdrag p& ordinarie bolagsstimma den 9 december 1857 af medlem-
marne i denna forening och 1 foljd af deras fullmalkt hir ofvan, sdsom
ock pd grund af kongl. majestits nidiga sanktion af det derdfver utfir-
dade reglementet af den 13 november 1849 och med uttryckligt tillstand
af chefen for finansdepartementet i Stockholm af den 17 juli 1858,
hafva for ofvan nimnda hypoteksforenings rikning afslutat ett amorterings-
18n & tio millioner mark hamburger banko till har nedan angifna villkor
och i foljd haraf for beloppet af detta 18n & tio millioner mark hambur-
ger banko utgifvit 50000 stycken pa innehafvaren stilda och med 60
halfars rénte-kuponger forsedda obligationer i 2500 serier med 20 styc-
ken i hvarje.
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Vi direktorer forplikta oss pa det kraftigaste, for oss och vira ef-
tertridare i styrelsen, att for hypoteksforeningens rikning oaterkalleligen
iakttaga gedanstiende bestimmelser:

1. Aterbetalningen af kapitalet jimte réintan sker under de forsta
tio &ren genom utlottning med premier for innehafvarne enligh den pa
obligationernas baksida tryckta planen.

2. For detta sndamal foretages dragning af de planmissiga serie-
talen hvarje ar den 1 oktober och dragning af de planméssiga nummer-
talen den derpa foljande 2 januari i Hamburg i nirvaro af tvd notarier
och ett befullmiktigadt ombud frin foreningen eller af ett vittne, som
angifves af herr Paul Mendelssohn-Bartholdy i Hamburg. Den forsta
seriedragningen sker den 1 oktober 1859, den forsta nummerntlottnin-
gen den 2 januari 1860, Den forsta premieutbetalningen &ger rum den
1 juli 1860. ‘

8. Resultaten af utlottningarne skola offentliggtras genom &tmin-
stone en berliner- och en hamburger-tidning. _

4. Betalningen af de genom utlottningarna faststilda beloppen
sker den 1 juli efter dragningen kostnadsfritt till innehafvarne af de
dragna obligationerna hos herr Paul Mendelssohn-Bartholdy i Hamburg
eller hos herrar Mendelssohn et C:o och H. C. Plaut i Berlin, Utofver
de forfallna kapital- och réintebetalningarna godtgtras aldrig' vidare rén-
tor, och beloppet af felande kuponger afdrages vid aterbetalningen.

5. Efter tio ars forlopp, d. v. s. fran den 1 juli 1869 sker for-
rintningen af linet med 4 procents &rlig rinta i halfarliga delar den 2
januari och den 1 juli hvarje &r efter kuponginnehafvarnes val kostnads-
fritt i Hamburg eller Berlin hos de forut under n:r 4 angifna handels-
husen. Amorteringen forsiggir genom arliga utlottningar den 2 januari
med 280 mark banko for hvarje obligation betalbar den derpd foljande
1 juli.

6. Ligviden af rantorna samt af kapital-aterbetalningspremierna
sker i Hamburg i bamburger banko, i Berlin i preussiska thaler kurant
till dagens kurs.

7. Kapitalaterbetalningar och rintor, hvilka ej aterfordras inom fyra
ar efter deras forfallotid, tillfalla foreningen.

8. Skulle l3neobligationerna brinna upp eller pa annat sitt for-
komma eller blifva odugliga, s& r hypoteksforeningen skyldig att mot
ersittning af derigenom for foreningen uppkomna kostnader, lemna nya
obligationer i stallet, sedan innehafvaren skaffat de erforderliga bevisen
och sedan ett proklama utgdtt, hvarigenom de forkomna obligationerna
blifvit dodade.

9, Hypoteksforeningen stiller pa det sitt sikerhet for lanet, att
oberoende af tidigare lin ett belopp af 10000 000 mark hamburger
banko i inteckningar i jordegendomar maste finnas i styrelsens #go och
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under dess skydd och ansvar, hvilket hypotek endast far ligga inom
forsta halften af det vid skattliggningen lagligen faststélda virdet.

18. Hypoteksforeningen #r ocksd med afseende pa detta lin un-
derkastad kongl. svenska regeringens kontroll.

Till sikerhet for det hir sagda lofva och forplikta vi direktorer for
hypoteksforeningen oss for oss sjelfva och vara eftertridare i styrelsen
pa det hogtidligaste att hilla och iakttaga allt det, som af kongl.
majestit i nader foreskrifves till sikerhet for foreningens borgendrer.

Vi direktorer forklara hiirigenom vidare for oss och vara eftertri-
dare i styrelsen, att innehafvarne af obligationer hafva inda till det i
hvar och en af desamma faststilda beloppet en obestridlig fordran hos
hypoteksforeningen liksom en mot storleken af hvarje obligation mot-
svarande andel i alla de rittigheter, villkor och fordelar, hvilka #ro till-
forsikrade samtliga obligationerna.

Slutligen forplikta vi oss och vara eftertriidare i styrelsen i hypo-
teksforeningens namn och & dess vignar till noggrant och hastigt upp-
fyllande af forestiende forpliktelser ingdngna vid bolagsstimman mellan
samtliga medlemmarne i hypoteksforeningen och sanktionerade af kongl.
majestit, och bestrida for oss och vara eftertrfidare i styrelsen och i
hypoteksforeningens namn invéndningar och inkast af alla slag, hvilka
skulle kunna anforas mot dessa vara utfirdade obligationer, sirskilt den
invéndningen, att en allméin protest icke galler, om icke de enskilta
invindningarna i detalj anforas, vi bestrida invéindouingen om det miss-
taget, att saken blifvit annorlunda nedskrifven &n efter aftalet, vi be-
strida rittigheten for oss att begagna oss af moratorium eller af med-
gifvet uppskof for andra gildenirer af deras betalningsforbindelser, vi
bestrida den invéndningen, att blott si mycket behofver betalas som
innehafvarne af obligationerna hafva gifvit i valuta for deras fordran,
och ofverhufvud alla invindningar, som kunna hirledas ur de svenska
lagarne och den svenska forfattningen.

Wexit, den 20 juli 1858. .

J. C. Kej. J. H. Forshell. C. Kijlenstjerna. A. Hederstjerna.
G. C:son Ulfsparre. J. C. Kuylenstjerna. C. v. Boisman.
J. Axelson. Wilhelm Rappe.”

Andra sidan. (Se vidfogade tabell).




| (Tillbor sid. 254) o o Andra sidan.

"Ofversigt af vinstdragningarna.

Den forsta seriedragningen sker den 1 oktober 1859, den forsta nummerutlottningen den 2 januari 1860. Den forsta premieutbetalningen dger rum den 1 juli 1860. De foljande dragningarna och
’ premieutbetalningarna ske under de derpd foljande nio &ren pd samma terminer. '

1860. ' 1861. 1862. 1863. 1864.
1 stycke & mark 200 000 1 stycke & mark 200 000 1 stycke & ~ mark 200 000 1 stycke & mark 200 000 ~ 1stycke & mark 200 000
1, & 5, 40000 1 ., & » 40000 1 ., 4 » 40000 1, a ,» 40000 1, a » 35000
2 ,, 410000 mark ,, 20000 2 ,, 410000 mark ,, 20000 2 ,, a 8000 mark 5 16000 2 ,, 4 8000 mark , 16 000 2 ,, 4 7000 mark ,, 14 000
2 ,, a4 5000 ,, 10000 2 , a4 5000 ,, ,» 10000 2 ., ad000 » 10000 2 ,, ab5000 » 10000 2 ,, 44500 5 - 9000
10 -, a 1000 , , 10000 }{ 10  ,, & 1000 » 10000 10 ,, 41000 » 10000 10 ,, a 1000 5 10000 10 ,, a1000 » 10000
24 ,, a4 700 , 1680 24 , a 700 ,, ,» 16800 28 ,, a4 700 ,» 19600 28 ,, a 700 ,, 5 19600 28 ,, a 700 ,, , 19600
60 ,, a 400 ,, , 24000} 60 ,, a 400 ,, » 24000 56 ,, a 400 ,, » 22400 86 ,, a 400 » 22400 56  ,, a 400 ,, , 22400
800 a 224 , 179200 | 800 ,, a 224 ,, » 179200 {1000 ,, a 232 ,» 232000 {1000 ,, a 232 » 232000711000 ,, a 240 ,, 5 240000
900 stycken mark 500 000 | 900 stycken mark 500 000 | 1100 stycken mark 550 000 |1 100 stycken mark 550 000 | 1 100 stycken ““mark 550 000
1865. 1866. 1867. 1868. 1869.
1 stycke & mark 200 000 1 stycke & mark 200 000 1 stycke & - mark 175 000 1 stycke & mark 170 000 1 stycke & mark 170 000
1 ,, a 5, 80000 1 ,, a » 20000 1 ,, A 5 25000 1 ., a 5 20000 1, a , 20000
1 ., a ' 8 000 1 5, a 5, 10000 1 ., 4 s 8000 1 ,, a ’s 8 000 1, a . 8 000
3 ,, & 4000 mark , 12000 3 , 44000 mark ,, 12000 3 , 44000 mark ,, 12000 3 5 44000 mark ,, 12000 3 ,, 44000 mark , 12000
10 ,, a1000 » 10000 10 , 41000 » 10000 10 , a1000 » 10000 10, a1000 ., » 10000 10 ,, 41000 ,, , 10000
28 "a 700 , 19600 28 ,, a 700 5 19600 36 ,, a 1700 » 25200 3¢ ,, a 700 5, 23800 34 ., a 700 5 23800
56 ,, a4 400 ., 22400 56 ,, a4 400 ,, ., 22400 48 ,, a4 400 » 19200 50 ,, a4 400 » 20000 50 ,,; a 400 ,, 20000
1000 ,, & 248 , 248000 {1000 ,, & 256 » 25600011060 ,, & 260 . - 276600 {1060 ,, & 270 » 286200 11060 ,, a 270 ,, 5 286 200
{100 stycken mark 550 000 | 1000 stycken mark 550 000 |1 160 stycken mark 550 000 | 1160 stycken mark 550 000 | T160 stycken “mark 550 000.

De obhbatlonel, som genom dessa tio dragningar icke amorteras, forréntas frin den 1 juli 1869 efter 4 procent om &ret i halfirliga delar. Aterbetalningen af dessa sker med 280 mark for
stycket enligt de &rliga utlottningar, som i foljande utlottningsplan iro faststilda. :

Amorteringstabell.

Nummerdragningarna for de obllgatloner, som enligt denna plan skola amorteras, dga rum hvarje a&r den 2 januari, betalningen for de utlottade pa,ntblefven den derpd foljande 1 juli.
_Den forsta utbetalmngen sker den 1 juli 1870. et e S ? :

AT LR »._.J.M P s O TG S E I S

Ar. Stycken. Ar. Stycken. Ar Stycken. Ar. Stycken, Ar. Stycken.
1870 843 | 1876 : 999 | 1882 1183 | 1888 1401 | 1894 1659
1871 868 | 1877 1028 | 1883 1217 | 1889 © 1441 | 1895 1706
1872 893 | 1878 1057 | 1884 1251 | 1890 1482 | 1896 1755
1873 918 | 1879 1087 | 1885 1288 | 1891 1524 | 1897 1805
1874 944 | 1880 . 1118 | 1886 1324 | 1892 1568 | 1898 1857
1875 971 | 1881 1151 | 1887 1362 | 1893 1613 | 1899 1907

Tryckt i det kungl. preussiska statslotteriet.”
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Till hvarje obligation’ hora 60 rinteqvitton eller kuponger utgd-
rande tillsammans ett ark, hvaraf man afilipper en kupong, som lem-
nas i utbyte hvarje gdng man uppbir en halfirsrinta. Vi aftrycka hir
endast den forsta och sista kupongen.

"M 1. ° Den fOrsta rdntekupongen. M1
horande till premieobligationen, som blifvit utfirdad af den svenska
hypoteksfsreningen mellan jordigare i Smaland och andra provinser.

Ser. 218 A 4360
betalbar den 2 januari 1870.

Innehafvaren af denna kupong emottager den 2 januari 1870
halfarsrintan fér den ofvan betecknade laneobligationen & tva hundra
mark hamburger banko med

Jyra mark hamburger banko

for hypoteksforeningens rékning hos herr Paul Mendelssohn-Bartholdy
i Hamburg eller i preussisk kurant till dagens kurs hos herrar Men-
delssohn et C:o och herr H. C. Plaut i Berlin.

Wezit, den 20 juli 1858. .
(L. 8) J.C Key. C. Kiijlenstjerna. G. M. Ohlson.

Réantor, hvilka ej lyftas inom fyra ar frin den i kupongen ut-
satta beta.lmngsdagen tillfalla hypoteksfsreningen”.

"/ 60. Den sextionde rdntekupongen. # 60.

Ser 218. N 4360.
betalbar den 1 juli 1899,

Vi ofvergd nu till berakmntren af virdet pa en obligation for en
gifven tidpunkt.
Antages den procent, som obligationsktparen erhaller pa sina pen-
ningar vara = p,
och sitter man det viirde 280, hvarmed obligationen inlsses, = a,
» » 4, hvarmed hvarje kupong inloses, = b,
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och for korthets skull

! c
Py
(1 + m—o)
samt
Vaos Vogs v oonv- Vo
obligationens vérden den 1 januari 1899, 1898, ..... 1870 respektive,
s8 fir man obligationens virde den 1 juli 1899 = b + a = kupon-

gens + obligationsbrefvets virde = 284.
Vidare blifver
Voo =b(1 +¢) + ac
eller lika med virdet b af den kupong, fér hvilken penningar lyftas
genast den 2 januari 1899 :
+ det for L ar rabatterade virdet be af den kupong, for hvilken
penningar lyftas den 1 juli 1899
+ det for 4 ar rabatterade virdet ac af det obligationsbref a, for
hvilken penningar lyftas den 1 juli 1899.
Derefter finner man
07
Vie=0b1+¢) + ;)—.E;Z—Z ac + %—’?@ 2V,
d. v. s. = néirvarande virdet af de bada kuponger, som utfalla den 2 ja-
nuari och den 1 juli 1898
+ nérvarande virdet ac af obligationen @ multiplicerad med

: 1857
sannolikheten 3764 att denna obligations nummer utfal-

ler vid lottningen den 2 januari 1898
+ ndrvarande virdet ¢*. Vy, (d. v. s. ¥, rabatteradt tillbaka 2
halfar) af obligationens virde V,, den 1 januari 1899

1907
multipliceradt med sannolikheten 3764 att obligationens

nummer ej utkommer vid lottdragningen den 2 januari
1898. *

* Visste man med sikerhet, att obligationens nummer utkomme

vid dragningen den 2 januari 1898, si vore
Ve = b1 +¢) +ac,
visste man Ater med sikerhet, att denna nummer vid nyssnimnda drag-
ning ej kunde utkomma, sa vore
Vg =08(14¢)+c2V,.

Nu vet man intetdera, derfor miste man vid berikningen af vir-
det V,, medtaga af si vil ac som af ¢? V,, s3 mycket som sannolikhe-
ten for intriffandet af hvardera bjuder.
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Anm. Som bekant uttryckes sannolikheten for att en hiindelse 4
intréffar genom ett egentligt brak, hvars tiljare utgbres af antalet af
for hindelsen 4 gynsamma fall och hvars nimnare utgores af antalet
af alla for samma hindelse mgjliga fall, gynsamma och ogynsamma.
Hir visar sig af bifogade amorteringstabell, att antalet gynsamma fall
for att obligationens nummer utkommer vid lottningen den 2 januari
1898 ar 1857 ssmt att summan af alla d3 ej &nnu (strax fore dragnin-

gen) utkomna lotter utgéra 1857 + 1907 = 8764.

P4 samma

V97

1805

=b(1+c)+5—56—9ac +

1755
= b(l + ¢) + 735 ac¢

1706

= b(l + ¢) + gpag @°¢
1659

= b(l + ¢) + 70689 “¢

1613
= b(1 + ) + {3353 @¢

1568
. = b(l +¢) + 13870 4¢

1524

= b+ ) + 75350 4¢
1482

= (1 + ¢) + 7gg7g *¢
. 1441

== b(l + ¢) + 18317 ¢
1401

= b(1 + ©) + 19775 %¢

1362
= b(l 4 ¢) + 37080 4¢

1324
; = b(1 + ) +g55p5¢

1288
= b(l + ) +33g952¢

1251
= b(1 +¢) + 57543 9¢

1217
= U(l + ¢) +5g7509¢

+

+

+

-+

+

+

+

+

+

+

sitt erhilles med ledning af amorteringstabellen

3764
5569 ¢
5569
7324 ¢ Vors
7324
9030 ¢
9030
10689 Vs »
10689
19300 ¢" Vosr
12302
13870 c? Vga s
13870
15394¢
15394
16876°
16876
18317 °¢
18317
19718°¢
19718
51080°
21080
59404¢" Vet
22404
93692 ¢
23692
24943°¢
24043
26160°

2
VQR ’

2
Veo s

Ifﬂz ’
2 Vg‘l 4
* Vl.?o;q
? VBQ H

? VBB’

2
VSﬁ ?
2

V85 H

2 VS“
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- 1183 26160

Vg = b(1 +¢) +grggac + 273430 Viss
1151 27343

Vg = b(1 + ¢) + 58791%¢ + 284946 Vs
1118 28494

Vep = b(1 + ¢) +35672%¢ + 3313 Vats
1087 29612

Vg = b(1 + ¢) + 30699 %¢ + 30b996 Veos
1057 30699

Vie =01 +¢) +377564¢ + mﬁcﬁ Vigy
1028 31756

Vip =01 +0) + go7ggac + :3@7—810”481
999 32784

Vi = b(1 + ¢) + 33783 ¢ + 337830 Virs
971 33783

Vs =01+ ¢) +3g7510¢ + 54704:6 Vige

944 34754

Vi =01+4 ¢ +3Eggg ¢ + 551:7986 Vess
918 35698

V=001 +¢) + 3pETe®c¢ + 360166 Vos
893 36616

Vi =01 +¢) +3—7m§ac + 37@‘9021713,
868 37509

Vi =0( + ¢ +3ggTRac + 586776 Vias

843 38377
Vie = b(1 + ¢) +393552¢ + 39350¢" Va1s

Anm. Summan af tvd pi samma rad staende sifferbrak utgtr all-
tid 1, emedan det ena braket uttrycker sannolikheten for att en hin-
delse intriffar och det andra sannolikheten for att samma hindelse icke
intraffar. Det dr anmérkningsvirdt att talen i tiljarne af den forsta
vertikalraden temligen nira bilda en aritmetisk serie af andra ordnin-
gen. Tager man successivt skilnaden mellan tvad pa hvarandra foljande

" taljare, uppstdr nimligen en aritmetisk serie, hvars forsta term &r 50
och sista term 25 (allt ungefirligen).

For dren 1860—9 finnas inga kuponger. Vid dessa &r forekommer
utom nummerdragningen den 2 januari, ifven en seriedragning den 1
oktober (dock ej &r 1869). Men som texten till obligationen ej pa né-
got stille gifver vid handen, hvarken hurn manga serier vid hvarje se-
riedragning skola utlottas, ej heller huru minga nummer af hvarje serie
vid nummerdragningen skola forekomma, #r det ej mdjligt att berikna
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virdet for tidpunkten ‘den 1 januari, utan vilja vi derfor under dessa
ar i stallet tidpunkten den 1 juli och beteckna obligationens virden den
1 juli 1869—59 med respektive

Vs Vigs vve Vg,
Med ledning af ofversigten pa obligationens andra sida finner man
Vi = ¢ V7,
d. v. s. = obligationens virde den 1 januari 1870, reduceradt till den

1 juli 1869
o BB0000 30220
"es = 40880 * ¢ T 20380% Ve
Anm. 550000 #r = summan af de vinster, som utdelas 1869
den 1 juli.
39220 = antalet af den 1 juli 1869 #nnu gvarsta-
ende outlottade obligationer.
40380 = 39220 + 1160 antalet af den 1 juli 1868 &nnu
gvarstaende outlottade obligationer.
550000 40380
Vie = 71520 @ + 11520 V'es
550000 41540
Vies = o700 © + 32700 Vot
. 550000 42700
Vies = 13800 ¢ + 23800 Vs »
550000 43800
Voo = 21900 © * 900" Vo5 |
550000 44900
Vis = 45000 ¢ *+ 16000 " 'e4»
550000 46000
Vie = 27100 @ * 27100 o2
, 550000 47100
Vi = 78900 * 18200¢" Ve
500000 48200
Vi = 79100 ¢ + 29100 Vot »
500000 49100
Visa = 0000 ©* * 50000¢" V'eo
Efter verkstillande af hir tecknade rikningar finner man obliga-
tionens virde
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4 9/, 5 o/, 6 %,
1899 den 1 juli vara mark 284,00 — 284,00 — 284,00

1899 den 1jan.  , 282,48 — 981,16 — 279,85
1898 . 280,99 — 271835 — 27581
1897, . 27953 — 271564 — 271,90
1896 . 27809 — 272,99 — 268,10
1895, . 216,67 — 270,40 — 264,40
1894, . 27528 — 267,88 — 260,82
1893 . 27444 — 26590 — 257,82
1892 . 21301 — 26341 — 254,36
1891, . 271,63 — 260,98 — 251,02
1890 . 27028 — 25863 — 247,18
1889 ., 26897 — 256,34 — 24464
1888 , 267,68 — 254,10 — 241,60
1887, » 266,41 — 25192 — 23865
188 s 265,18 — 24980 — 235,79
1885 » 26397 — 247,73 — 233,02
1884 . 262778 — 24571 — 230,33 .
1883 . 26161 — 24495 — 227,72
1882, . 260,46 — 24228 — 22517
881, . 259,35 — 240,37 — 222,25
1880 . 25825 — 23850 — 219,91
1879, . 25717 — 236,68 — 217,63
1878, . 256,11 — 93490 — 21541
1877, ., 925508 — 23317 — 213,26
1876 . 25405 — 231,49 — 211,16
1875, » 25306 — 92984 — 209,13
1874, . 25208 — 22823 — 207,15
873, . 25111 — 296,66 — 205,49
1872, . 250,16 — 22514 — 203,59
1871, . 24924 — 22365 — 201,76
1870 . 24832 — 22220 — 199,98
1869 den 1 juli . 24349 — 216,85 — 194,24
1868 . 240,50 — 21356 — 190,83
1867 . 23753 — 210,32 — 187,49
1866 . 23457 — 207,13 — 184,22
1865 . 23197 — 204,27 — 18128
1864, . 922935 — 201,43 — 178,38
1863 s 226,75 — 198,64 — 17554
1862 . 22417 — 195,89 — 172,76
181, S, 921,30 — 198,17 — 170,02
1860 . 21897 — 190,30 — 167,07

1859 . 216,38 — 187,50 — 164,20,
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Antager man, att obligationen sildes den 1 juli 1859 for jemnt
200 mark, finner man genom interpolation, att den verkliga rintefoten
ar 4,543 procent. Tager man niamligen differenserna, finner man

A4 %) = — 2888
A (B %) = —2330
och hiraf
A* (& %) = + 558.
Enligt Newtons intérpolationsformel

n(n--1)
U, = Up + AU + —7 Ty Al F L

blir saledes

2—n

200 — 216,38 — 28,88n + 5. 558,
eller efter hyfsning
n?—11,352n + 5,871 = 0,

som gifver
n, = 0,543, n, = 10,809

Men som # hiir bor vara ett egentligt brak, firner man procen-
ten vara

= 44 0543.(5—4) — 4,543.

Stockholm, den 21 december 1871,

F. W. HoLTMAN,
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Anmialan och granskning af'bﬁokef.

. 1. SeGeRsTEDT, A., Geometrien ¢ folkskolan och for nybegyn-
nare. - Metodiska, anvisningar. XKarlstad 1871. - 51 sidor.  Hiftad.
50 ore. . . ’

Arbetet #r indelt i tre kapitel. Det forsta innefattar en i ofver-
ensstimmelse med Bergii “geometri och linearteckning® metodiskt ord-
nad kurs i geometrisk ask3dningslira. I det andra far man Iira sig
att berikna ytan af en parallellogram, triangel, manghtrning, cirkel,
cylinder, kon och klot (dock utan bevis for klotet); att finna rymden af
en parallelepiped, ett prisma, en cylinder, pyramid, kon och klot, &f-
vensom att. losa nigra dermed sammanhingande uppgifter. Det tredje
kapitlet innehaller ndgra af satserna i forra hilften af Euklides’ forsta
bok med stringa bevis. Beken, som il stor del &r utgifven sisom én
ledning for liraren, #r enkelt och klart skrifven samt forrader mycken
pedagogisk - erfarenhet, hvarfor den synes oss limplig for sitt afsedda
indamdl. FEndast i nigra smirre punkter tillita vi oss ndgra anmirk-
ningar.

Sid. 4. Hir siger forf., att en lirjunge pd frégan: “hvad kallas

en yta, som inneslutes af en korda och en bage?< skall svara: “den
yta, som inneslutes af en korda och en bage, kallas segment.© Rigti-
gare #r det att svara helt enkelt: “eft segment¢. Logiken fordrar
namligen, att svaret angifver det uttryck; som skall sittas i st. f. fra-
geordet. :
Sid. 8. Forfattarens definition, att kantvinkel #r rummet mellan
tva ytor, som skiira hvarandra, ofverensstimmer ej med forfattarens defi-
nition pa linievinkel (¢oppningen mellan tvenne linier ) och &r dessutom
svarfattlig, emedan det mellanliggande rummet dr oéndligh stort.

Sidd. 24 och 25. Hir visar forf, huru ytan af en rektangel finnes
endast di sidorna betyda hela tal, men later sedermera icke desto min-
dre sidorna ifven {4 brutna talvirden. Samma anmérkning giller for-
fattarens framstilning af sittet att berfikna rymden af en kub (sidd.
37 och 38).

Sid. 82. Nast sista raden. Framfor <3,14¢ bora tillsittas orden
“i det narmaste <. :

Sid. 41. Referenten har ej lyckats forstd, (ehuru det mdjligen bor
vara ganska latt,) huru forf. tinker sig en parallelepiped med gvadra-
tisk bas sonderdelad i fem pyramider med samma hojd som pyramiden,
af hvilka en har till bas parallelepipedens gvadratiska bas och de tfriga
fyra hafva till baser rektanglar lika stora med halfva basen. Emedlertid
moter det inga svarigheter att uppdela en parallelepiped hvilken som
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helst i tre lika stora pyramider, som till baser hafva tre af parallelepi-
pedens bestimmande sidoplan och till spets en af parallelepipedens vin-
kelspetsar. '

Forfis arbete ir vardt erkinnande derfor, att han pé ett enkelt och
klart sitt visar de vigtigaste af elementar-geometriens sanningar vid
mitning af plana och solida figurer och derigenom tidigt inviger nybor-
jaren i elementar-geometriens kanske mest fingslande kapitel.

F. W. HULTMAN.

2. ALBR. SEGERSTEDT. Hufvudrikningskurs for folkskolor och nybe-
gyrnare. Utarbetad af A. Segerstedt, seminarie-adjunkt. Karlstad.
1871. E. Kjellin. 124 sidor. 8o. Hift. Pris: 90 ore.

Det hor till var tids foretriden att hafva framalstrat larobicker,
der tillborligt afseende blifvit fastadt pa pedagogikens fordringar. Sir-
skilt galler detta i afseende p& lirobocker for barn. Om & ena sidan
intet synes littare &n att skrifva en larobok for barn, alldenstund de
derfor erforderliga kunskaperna #ro ganska obetydliga, s& torde & andra
sidan knappast ndgot vara svirare, eniir liroboksforfattaren skall kunna
helt och hallet stalla sig pa barnets standpunkt, géra sig fri fran en
mingd forutsattningar, som fér honom synas axiomatiska,-men som for
barnet ej #ro det, samt ytterst lingsamt g& framit. Den som ej hand-
lagt barnaundervisning kan ej gora sig en forestilning om de oerhorda
svarigheter barnaundervisaren har att bekiimpa, sa framt han ej har for-
magan att uppfylla de hir angifna fordringar. Vid felaktig barnaunder-
ning sittes ldrarens talamod pa de hardaste prof, for hvilka han mén-
gen gang duokar under, och i stillet for att erkinna felet ligga i hans
egen: undervisning, hinder debt ofta, att han tilldelar barnet skymford,
eller att han om barnet faller nedsittande omdémen, sidana sisom t. ex.
att det &r dumt, enfaldigt o. s. v. Den som skrifver dugliga larobscker for
barn, gagnar saledes ej ensamt derfor att han ligger en god grund till
ett nyttigt vetande och derfor att han meddelar Tirarne sittet att gora
undervisningen angenfim, han gagnar barnen ifven i moraliskt hinseende
derigenom, att han besparar dem minga till intet tjenande snisor, be-
friar dem fran mycket gnat och silunda #fven frdn ingalunda efterfsl-
jansvirda foredmen. Han gifver barnet hvad detta tillhérer. Han vi-
sar detsamma den aktning, hvartill detsamma sis.m en Guds afbild &r
berattigadt. Han uppfostrar i viss mon barnalirarne, han utbreder hu-
tanitet i verlden. ‘

Ett arbete i denna rigtning #r i friga varande hufvudrikningskurs
af Segerstedt..
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Segerstedts arbete &r indeladt i 6 kapitel
Forsta kapitlet 19 sidor behandlar talet 1--5,

andra ” 17, ’ , 6—10,
tredje nw 1T " ,, 11--15,
fjerde ,, 18 , ” , 1620,
femte s 28 ' 5 21—100,
sjette »w 24 , Ofver 100 jimte sorters

reduktion och tlllamlpnmg af de fyra riknesitten.

Redan af denna indelning visar sig en pedagogisk anordning.

Ofver halfva arbetef eller 71 sidor #ro egnade &t talen 1—20, och
af dessa 71 sidor &r den drygare fjerdedelen afsedd for talen 1—5. Ser
man nirmare pd innehallet, skall man &fven der finna pedagogikens for-
dringar tillgodosedda. Silunda utgtres hvarje kapitels ena hilft af ad-
ditions- och subtraktionssfningar, andra halften af multiplikations- och
divisionsofningar. P2 begge slagen af divisionsfragorna forekomma ex-
empel. Arbetet bestar till storsta delen af idel fragor rérande konkreta
exempel i systematisk ordning vanligen utan svar. Som exempel pé
forfis metod anfora vi nagra:

Sid. 5. “Uppskrif med siffror huru méanga fotter du har!

" ., streck ,, ,»  tar duhar pa hvarje fot!
” , siffror ,,  fotter en oxe har!

” ,, streck ,,  horn han har!

’ , siffror ,» - horn en hund har!¢

Sid. 7. “En bonde hade ett par hiistar; deraf sildes 1, och 1
bortbyttes mot en annan hist, huru ménga hade han
sedan ?¢ '

Sid. 10, €En svala forde till sina ungar 2 flugor, 1 humla och 1
geting; — d3 hon kom tillbaka, var blott en fluga
qvar; huru manga insekter hade ungarne uppitit?<

8id. 21. <P3 ett tak sutto 6 foglar, bade sparfvar och drlor;
huru manga af hvardera slaget?<

(Bra pahittadt exempel!)

Sid. 27. I en ask lago 5 tindstickor; deraf anvindes 3 pa mor-
gonen och lika minga pd aftonen; huru ménga #ro se-
dan qvar ?¢

Detta exempel ir anmérkningsvirdt for dess sokratiska metod.

Sarskilt erkéinnande fortjenar forfis sitt att fore rikningen med talen

21, 22, 23 .... rikna med talen 10, 20, 80, o. s. v., ehuru vi skulle
onskat att forf. i allmiinhet skarpare accentuerat vigten deraf, att sedan
man réknat ett tiotal med enheter af ligre ordning, man bor ofva sig
med enheter af hogre ordning, innan man borjar att rikna med tal
sammansatta af enheter af begge slagen.
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Den pedagogiska géngen synes oss béra vara foljande:
1) rikning med talen 1, 2, 3,.... 9,
2) » » 10, 20, 30,.... 90,

3) w11, 12, 13,.... 99,
4’) ” ” i 1007 2007 300, sees 900,
5) " ’ » 101,102, 103, .... 999, 0. s. V.

Vi gilla derfor ej, att forf. stallt talet 100 i samma kapitel, der

talen 21—99 sta.

Négra andra sma anmérkningar ha vi ock att gora:

Sid. 5. Sista raden Talet 5 &r betecknadt med 6 streck.

» 7. Ex. 17. Star: “den® och “en annan<; lis: <det® och
“ett annat.€

» 18. Forf. siger sig i slutet af § 2 erhalla 40 ofningar. Huru
forf. kunnat f3 detta tal ha vi ej lyckats forsta.

Sidd. 15—18. Har forekomma de pa detta stadium oegentliga ut-
trycken %, -1:’%, fl%, ? Hvad menas med en en-del?

Sid. 26. Ex. 83. Har hade forf. bort anmirka, att en manad
kan innehalla 28, 29, 30 eller 381 dagar och att 58~
ledes pa fragan kan lemnas 4 olika svar.

,» Dl. Ex. 78. <Lat mig f2 hilften af dina 15 #pplen®, sade
en gosse till en annan, “min syster har #nda dubbelt
s& manga som jag€. Huru ménga hade systern? For
att barnet skall kunna besvara demna fraga, hade forf.
-#fven bort angifva, huru ménga pplen den forstnimnde
gossen hade fran borjan.

» 53. Ex. 28. Har bér std, att kippens lingd innehalles i
tradets lingd, ej att kippen innehalles i tridet. Man
kunde annars tro, att frigan giller kubikinnehallet.

» 68. Ex. 10. Hir tages ankare i en annan betydelse #n i
ex. 96 pa sid. 60.

» 83, Ex. 189. “Arvid 1ig sjuk i messling frin och med den 17
till och med den 26 maj; hans syster sjuknade den 12
och lag dubbelt s8 lang tid; nir blef saledes hon frisk?
(den 30.).% Svaret bor bli: “den 1 juni.

P% sid. 113 lagger forf. en synnerlig vigt pa att barnen sikert
kunna utrikna sidane produkter, hvilkas faktorer &ro
mindre #n 26, Hurn har forf. ftt just talet 26 och

. ej nagot annat?

Sid. 116. D3 forf. siger en manad vara = 30 dagar, borde forf.
tillagt att i ‘vissa linder anses vid rinteberdkmingar
alla manader ha 30 dagar, afven om de i verkligheten

18
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¢j ha det. I England lir dock réintan riknas efter
verkliga antalet dagar i ménadén. Nigra af forfis ex-
empel pa sid. 116 #ro olimpliga, emedan forf. ej an-
gifvit hvilka ménader han menar,
Dessa sma anmirkningar hindra oss icke fran att anse forfis ar-
bete godt och motsvara sitt andamal. ‘

F. W. H.

'

3. P. E. BERGSTRAND. Fem-siffrige Logaritmer %1l 11000 of P. E.
Bergstrand, forfattare till €Anteckningar i Faltm#tningskonst®, €An-
teckningar i Hojdmitningskonst¢, m. m. Stockholm. Iwar Hegg-
stroms Boktryckeri 1872, Pris: 50 ore.

Vid anmilan af bocker hinder ofta, att man uraktlater omtala
hvem som tryckt arbetet. Om vi dertill stundom gjort oss skyldiga, ha
vi tvertom denna gang ansett oss bora med fetstil utmirka boktrycka-
rens namn. I friga varande arbete anslir nimligen genast genom dess
i alla afscenden eleganta utstyrsel och fryck. Hvarje sida &r innesluten
i en ram af fyra roda linier, Logaritmerna &ro tryckta med svarta, tyd-
liga typer, men talen sjelfva #ro tryckta med roda typer. Vi ha hort
sigas att i Sverige, ja kanske ingenstides, ett arbete med dylikt tryck
blifvit verkstidldt. Att inpassa roda siffror tatt under eller ratt ofver
svarta siffror &r ingen litt sak. Tack vare emedlertid herr Iwar Hegg-
stroms satt att trycka, framstdr emedlertid skilnaden mellan hvad som
ar tal och hvad som #r logaritm ganska skarpt, ja néstan som en mili-
tér i paraduniform bredvid en svartklidd eivil man. Detta lilla arbete
4r en tunn bok, ej storre #n att dem hel och héllen kan stoppas i en
planbok, utan att denna deraf synes pa nigot ovanligh sitt vara spiickad.

Herr Bergstrands logaritmtabell liknar temligen den af oss i 1868
ars Argdng anmilde logaritmtabellen utgifven af Broch., Skilnaden mel-
lan desse begge forfattares tabellverk #r féljande:

1. Brochs tabeller innehalla bade tallogaritmer och logaritmer for

trigonometriska funktioner,

Bergstrands tabeller innehalla endast tallogaritmer.
2. Brochs tallogaritmer &ro tryckta pé nio Sppningar, en for talen
1000—1999,
en for talen 2000—2999,
en for talen 9000—9999.
Bergstrands tallogaritmer #ro tryckta pa tio Sppningar. Han

har nédml. dessutom en Gppning for talen 10000—10999,
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8. Broch markerar skilnaden mellan talen och logaritmerna ge-
nom rubrikerna “tal¢ och “mantissor skrifna ofverst pa hvarje sida.
Bergstrand markerar talen genom rubriken “tal® och, sisom vi forut
namnt, genom att trycka dem med roda typer, s& att hela talkolumsen
till venster pd hvarje sida #fvensom siffrorna 0, 1, 2 .... 9 &fverst och
underst pa hvarje sida #ro tryckta med roda typer.

4. Broch har proportionalparter till alla differenser. Det minskade
utrymmet i Bergstrands logaritmtabell har gjort att han pa den forsta
sidan (dock endast der) nodgats utesluta nagra differenser jimte deras
proportionalparter.

5. For rantebersikningar har Broch i slutet af sin tabell tillsatt
nagra logaritmer med 7 decimaler (frin 1 till och med 5 procent). Om
Bergstrand hade pa den tionde oppningen forsett sina mantissor med-
tva decimaler till, hade #fven hans tabell varit anvindbar vid rikning
af rénta pa rinta pa kapital under 1 till 100 ar. De tabellverk, som
ha logaritmer for 100000 till 108000, ba af denna anledning for dessa
tal alltid atminstone 1 decimal mer i mantissorna, Wackerbarths 5-siﬂ’rig§
tabellverk har pa detta stille 7 decimaler.

6. Hvarje sida i Brochs tabeller &r ungefir 1 tum lingre och 1
tum bredare &n en sida i Bergstrands.

7. Bergstrands ofvertriffar Brochs i elegans.

8. Brochs tabell kostar 30 ¢re svenskt, Bergstrands 50 ore.

D3 forfattarens arbete ir si utmirkt framfor andra arbeten i af-
seende pd dess vackra tryck, &r det forvinande att se att forfin ej ocksa
begagnar sig af senare tiders sitt att genom frin- eller tillvaron af
streck markera huruvida sista decimalen #r for lag eller for hog, s&
mycket mer som i Sverige anvindas atminstone fyra tabellverk, der s-
dan markering &r iakttagen, naml. Schrons sjusiffriga, Schlémilchs och
Gernerths femsiffriga samt Phragméns tresiffriga (i hans trigonometri).
Antag t. ex. att man vill veta log. /2. - Enlig Bergstrands tabell
ir den = (3.0,30103 =) 0,15052 efter vanligt sitt att rikna, men
enligt Schl. eller Gern. &r den bestamdt == 0,15051, emedan sista
siffran 8 i log. 2 #r under- eller dfverstruken. P3 samma sitt blir log.
NEB (= 1.0,69897) — 0,34949 bestimdt, emedan i de nyssnimnda
tabellerna streck saknas under eller pd siffran 7 i log. 5. — — Som
vid vara elementarliroverk logaritmer numera endast begagnas pa real-
linien, men der ater trigonometriska tabeller #ro ytterst nédige, vore
det onskligt att forf. kompletterade sina tabeller med dylika, sasom
forf. i foretalet ocksd antydt vara hans afsigh. :

Forfns eleganta, i en nitt och beqvim form utstyrda tabéll re-
kommenderas. Sérskilt anse vi oss bora #nnu en géng egna boktrycka-
ren herr Iwar Heggstrom var hyllning for hans fortjenstfulla atgoranden
i detta herr Bergstrands foretag. : F. W. H
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4. Elementarkurs § Geometrisk formldra och teckning. For skolor-
nas behof af J. E. B. Helsingfors 1871, G W. Edlunds forlag.
12 sidor text och 26 sidor plancher. 4:0. Pris: 2 mark.

Detta arbete skiljer sig frin Ekmans och Bergii forberedande ar-
beten till den egentligen vetenskapliga geometrien derigenom, att den
upptager en afdelning ornamentik. Man indelar sidorna till en regulier
manghorning i ett godtyckligt antal lika stora delar, sammanbinder se-
dan olika sidors delningspunkter p& nigot sitt si, att en symmetrisk
figur uppstar. Denna figur, ofta stjernformig, alltid sidan, att skon-
hetssinnet tilltalas, skall lirjungen beriikna till sitt ytinnehdll i forhal-
lande till hufvudfiguren. I utlandet, forndmligast i Tyskland utgtr den
geometriska formliran med sin ornamentik ett sirskilt lirodmne fore
den vetenskapliga geometrien. Vi rekommendera detta arbete af Fin-
lands utmérkte pedagog, professor Bergroth, bearbetaren af Mundts
geometri, utgifvaren af en utmirkt algebra, af en god fysik, till sven-
ska lirares synnerliga uppmirksamhet, forvissade att det geometriska
studiet i vart kiira fosterland skall derigenom vinna betydligt.

Rithaften for larjungarnes rikning hérande till demna kurs kunna
reqvireras for 35 penni stycket hos G. W. Edlund i Helsingfors.

Furusund, 1871,

F. W. HuLTMAN

5. FaB. WREDE. Forsok att theoretiskt bestimma krutets verkan ¢
 kanoner. Med 8 taflor. 42 sidor. 4:0. (Ur kongl. svenska vetensk.-
akademiens handlingar.) Stockh. 1871.

Liksom mikroskopet i stort for oss framstilt en verld, om hvars
tillvaro menniskan forut knappast haft en aning, emedan de i densam-
ma forekommande varelserna varit s& smi, att menniskosgat €] kunnat
mirka dem, si framstillas ock genom denna afhandling i stort en mingd
foreteelser, om hvilka man forut ej haft mycken kunskap, emedan tiden
for deras fortvaro varit for liten for omedelbar iakttagelse, och emedan
dessutom sjelfva iakttagelsen varit forenad med stora faror, ja nistan
omdjlig i anseende till otillgingligheten af det rum, der foreteelserna
ske. Hela tiden, som forflyter frn antindningen af ett skott i en ka-
non, tills kulan lemnar mynningen, utgdr endast ;%5 sekund. Det ar
foreteelserna inom kanonen under denna lLilla tid, som man genom Wre-
des afhandling far se i stort. Man fir nimligen hér, for ett dgonblick
hvilket som helst under denna lilla tid, veta, hvar i kanonen kulan for
tillfallet &r, hvilken hastighet hon d& har, hvilket tryck som d& verkar
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pA henne; man fir pd en mingd taflor se, hvar trycket #r storst, lagen
for dess till- och aftagande, lagen for hastighetens tillvext, :amt hura
s val tryck som hastighet variera allt efter krutkornens storlek och.
form, kulans storlek och laddningens vigt. Ej nog hirmed. Forf. har
ockss anvindt sina formler pd en mingd preussiska med noggranhet
verkstalda skjutforstk och derigenom lyckats bestimma den hastighet,
hvarmed ett kruthorn af den sort, som dervid begagnades, i en ka-
non forbrinner. Han har funnit att pa 1 sekund fortplantas i en kanon
forbrinningen i ett sidant krutstycke (gediget) 5,4 dec.~tum. Likaledes
har han med samma metod funnit, att i en kanon fortgdr antéindnin-
gen af en krutmassa med en hastighet af 354 fot i sekunden. De be-
stimningar af dessa hastigheter som man forut gjort ha visat sig otill-
forlitliga.

Grundtanken, hvarur n#stan alla resultat blifvit héirledda, &r den,
att gasens tryck pd kulan stadd i rorelse &r si mycket mindre #n tryc-
ket pa kulan, tinkt sdsom fast, som det tryck som erfordras for
att framdrifva krutgasen i det bakom kulan uppkommande forikade
rummet.

Ledd af denna tanke finner forf. accelerationen pa kulan i ett sgon-
blick hvilket som helst vara

2 2
%Z’ =& [a@oy et —s. ‘;—fz],
der titheten
5 0
n+x+hf(E)"
Har 4ro %, a, b, ¢, m, n, h konstanter,
x = kulans tillryggalagda vig i kanonen,
F(©) = en af tiden ¢ rationel funktion, som dock #ndrar
form tvinne ginger under £ tillvext.

Denna invecklade differentialeqvation, hvilkens integrering dfver-
stiger analysens hjelpmedel, afskriicker dock ej forf. fran att taga i tu
med den. I st f att genom hypoteser stka firenkla eqvationen och
derigenom fi densamma lamplig for integrering, soker han for olika
virden pi ¢ de motsvarande hastighetstillskotten och erhaller genom de-
ras summering integralen, det vill hir siga hastigheten i ett godtyck-
ligt dgonblick, #fvensom titheten m. m., hvilka berikningar visas i en
sirskilt tabell. '

Genom att studera de afhandlingen atfoljande 8 taflorna far man
en hastig, klar och fu]lstandlg ofversigt af foreteelserna inom kanonen
under den lilla tidrymden af 35 sekund. Bland lagar, som forf. fannits
fortjenar foljande att framhallas:

“Om ur olika stora, men likformiga kanoner skjutas likformiga
projektiler med likformiga laddningar, till hvilka begagnas krut, hvars
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“korns diametrar &ro proportionela mot kalibern (d. v. s. mynningens dia-
meter), si blifva hastigheterna och trycken alldeles desamma i bada
kanonerna, pa samma i kaliber bestimda afstdnd frin kanalbottnarne.<

Enligt denna lag blir saledes hastigheten i en jittekanon ochi en
jiten nyckelpipa desamma, om de sjelfva, projektilerna, laddnmga,ma,
krutkornen #ro likformiga och i samma skala. —

Vi hemb#ira forf. var tacksamhet for hans i alla afseenden briljanta
forevisning.

Stockholm, januari 1872.
F. W. HULTMAN.

Upplysning till svenska aritmetikens historia.

Vid framstilningen af Biorcks lirobok patriffade vi ett pro-
blem, hvars ldsning ledde dertill att det var sammanskrifvet pa Me-
dardi dag. Vi yttrade di vir forvining ofver ett si besynmerligt for
oss dittils obekant namn. Med anledning deraf har prof. A. D. Wacker-
barth séndt oss foljande meddelande.

“I afseende pa “tidskr. for mat. och fysik® jan.—mars 1871 pag.
8 radd. 2 och 3 vill jag underriitta, att S:t Medardus var biskop i Noyon
pa 6:e arhundradet. Han vigdes af S:t Rémi (den samma biskop, som
dopte Clovis) 530. Kret for hans dod ar osikert, somliga angifva 545
och andra 561. S:t Medardi dag &r den 8:de juni. Den biskopsstol, till
hvilken han egentligen blifvit vigd, var Augusta Veromanduorum, for
nirvarande en by kallad Vermand litet norr om Sommefloden, men da
denna stad skoflades foljande &ret af hunner och vandaler, flyttade han
biskopssiitet till Noyon sasom en befistad stad. Jag tror det var han, som
flandrenserna hafva att tacka for kristendomens inférande i deras land.€




i
i
|
i
i

PRISUPPGIFTER. - 271

Prisuppgifter for ar 1871,

A den ena si lydande:

?Om de rita linier BD och EA dro Uike stora, hwilka dela midt
itw tvdnne vinklar EBA och BED, som ligga pd samma sida om det
gemensamma vinkelbenet BE, sa dro desse lika stora”

ha geometriska lgsningar inkommit, nimligen af —o—a, J. A—t,
L.J. D..... n frin Lidkoping, en anonym fran Upsala och en dylik frin
Kopenhamn. Priset har blifvit bestdmdt &t den sistnimnda uppsatsen pa
grund af dess elegans och naturliga bevisningsmetod. Vid namnsedelns
oppnande befanns forfattaren vara den genom sina uppsatser i dansk ma-
tematisk tidskrift for oss val bekante Anton Pullich, adjunkt ved metro-
politanskolen i Kjebenhavn. Honom tillfaller det storre priset for ar 1871,
niml. de tre forsta argangarne af tidskrift for matematik och fysik.
Med utmdrkt loford ma herr J. A—t:s eleganta losning omnimnas.

A den andra prisuppgiften s lydande:

YAt wpprita en quadrat sd att dess fyra vinkelspetsar ligga pd
tre gifna obegrdnsade linier”

hafva fyra losningar inkommit, niml. frin studenten Carl Traaen i
Kristiania, studenten L. Bygdén i Upsala, —o—o frén Upsala samt
fran herr L. Knudsen, exam. polyt. Bland dessa losningar har redak-
tionen bestimt priset at herr Knudsens, sdsom pa en gang enkel, kort
och fullstindig. Honom tillfaller det mindre priset for ar 1871, niml.
Plane Trigonometry by J. Todhunter.
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