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Till var Allménhet.

Snart har jorden fullindat ett kretslopp, sedan fdrsta haf-
tet af denna tidskrift utkom. Det &r d& i sin ordning, att vi
kasta en blick tillbaka pa tidskviftens verksamhet under det nu
forflutna Aret for att deraf beddma hennes karakter.

I 6gonen fallande #ro den mingd satser, hvilka till stor
del blifvit lemnade af ynglingar vid elementarliroverken, och
pd hvilka #fven en mingd l5sningar inkommit, ehuru utrymmet
ej tillatit att deraf intaga mer #n ett ringa antal. Om &n nd-
gra mdhinda finna det trottande att ldsa dylika 15sningar, sd
bor det deremot- for andra kinnas ljuft att pd detta sitt kunna
lemna bidrag till tidskriften. I allminhet vicker ju ett arbete,
som man sjelf gjort, stérre ndje &n det, som en annan gjort.

Bland afhandlingar, som fér undervisningen béra vara
synnerligen vardefulla, rikna vi HoLMGRENS om den elemenidra
Sframstillwingen af mazima och minima, DILLNERS om isope-
rimetriska produkters mazima ocl mintma, samt den senares
afhandling om grunddragen of den geometriska kalkylen. Hir
fir man ej glomma PHrAGMENS och D—os geometriska tolk-
ningar af ett par satser i trigonometrien. Inom mckaniken anse
vi oss bora pdpeka tvenne uppsatser fér undervisningen, nidmn-
ligen Diruxers bevis for krafiparallelogrammen och THALENS
framstallning af liran om enkla pendeln. Utrymmet medgifver
ej att anfora ofriga hit horande uppsatser.

Genom de historiska uppsatserna har tillfille blifvit beredt
att for en stund lyssna p& den bdde sdsom vetenskapsman och
sdsom menniska utmirkte fysikern FaraDAY's foreldsningar, di
han uppdagar nya, hittills obekanta, hemligheter i naturen. Ge-
nom dessa uppsatser hakl man fétt tilltrade till den berdmde lord
Rosse’s palats och velkstad {for att derifrin betrakta nya verl-
dar, férut ej skddade af menskligt 6ga. Genom dessa har man
inda fr8n dess borjan fér omkring 250 &r sedan fatt folja det
aritmetiska- studiets utveckling i vért land. Vi hafva ifven der-
vid fatt gora bekantskap med de frimmande och svenske min,
till hvilka vi i detta afseende std i stor forbindelse.
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P& den fysiska afdelningen finna vi en redogdrelse for na-
gra af nutidens mérkligare uppfinningar. Vi erinra hérvid om
Dzrreuits luftpump och om THEORELLS reglstrermgsapparat for
barometer- och termometerobservationer. LU

Genom uppsatsen om bicellen hafva vi sokt édavalagga huru
matematiken kan bidraga att uppvisa sanningen af den vilbe-
kanta satsen: »allt har DU ordnat i mitt och tal och vigt» ™.

Den diskussion, som uppstitt med -anledning af under
dret utkomna arbeten; bér ej vara utan virde for kommande
forfattare och fér allminheten.

Slutligen har tidskriften, genom att redogéra fér de i mo-
genhetsexamina vid elementarliroverken gifna satserna och
genom att inféra de bista l6sningarna af dessa, sdkt dels att gifva
ett begrepp om stindpunkten af de matematiska och’ fysiska
studierna vid véra liroverk och- dels att uppmuntra ynglingarne
till fortsatta framsteg.

Den i tidskriftens forsta hifte upptagna prisuppgiften har-
framkallat en liflig verksamhet. Frén manga hall i Sverige
hafva inkommit lgsningar; s@som en synnerligen intressant fore-
teelse m4 némnas, att en af dessa #r gifven af ett fruntimmer.
Afven fran Norge hafva vi haft glidjen emottaga en lssning.
Vi hoppas att #nnu fd emottaga &tskilliga fore nydret.

Utan tvifvel skall en granskare efter denna 6fverblick finna
mycket att anmirka. HEn fortjenst bor han dock uppticka hos
tidskriften — hennes varma hingifvenhet for det matematiska
och fysiska studiets allt vidare utbredande i vért land.

Tidskriftens program blifver fér nista &r oférindradt. Vi
tacka for det forflutna aret. Under forhoppning, att hvar i sin
stad genom bidrag med storre eller mindre littfattliga uppsat-
ser, anmérkningar och granskningar understdder virt foretag,
borja vi tillitsfullt det nya kretsloppet. Vi anhdlla att fortfa-
rande fi vara inneslutne i vir Allminhets vilvilja.

* »Qmnia in mensura, et numero, et pondere disposuisti”.

F. W. HurrMan.
S G R G
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AFDELNING I

Svenska aritmetikens historia.
Af F. W. HULTMAN.

I det foljande d&mna vi framstilla en, si vidt mojligt,
fullstindig redogirelse for de larobicker i aritmetiken,
hvilka Dblifvit utarbetade af svenskar frin aldsta tider till
den nérvarande, och dervid visa, huru aritmetiken utveck-
lat sig till sin nuvarande standpunkt, samt angifva nér
tecken, nir decimaler borjade inforas, nér man borjade
ligga vigt pa att ej allenast minnet, utan #fven forstandet
fattade de i biockerna meddelade reglerna. Det ir tillika
af ej ringa intresse att betrakta naturen af de problem,
hvarmed lirobdckerna under olika tidehvart sysselsatt sig.
Exemplen i de idldsta riknebickerna beréra vanligen hir-
firare med deras krigshdrar, mytologiska guddomligheter
(Herkules, Pallas, Edipus, m. fl.), bibliska personligheter
och tilldragelser (Moses, Daniel, syndafloden, forfoljelser
mot judar), lagfragor af kinkig natur, m. m. Dessutom

. dro exemplen, att jag si ma siiga, ganska skarpt farglagda

genom en mingd omstindigheter, lhvilka ej hafva det rin-
gaste att gira med deras aritmetiska lgsning. Vissa exem-
pel genomga en hel foljd af riknebocker t. ex. de om Hie-
ros krona och Augias’ stall. Vi skola vid redogérandet
for de olika forfattarne framstilla ett och annat exempel,
for att gifva en lifligare forestillning om larobdckernas och
tidens standpunkt. :
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Som vi skola fi se, innehalla de dldsta svenska léro-
bockerna vanligen regler, p& hvilka man skulle blindt
* tro. Att begripa dem ansdgs sannolikt 6fvergd sundt for-
noft. Sjelfva " forfattarne hollos utan tvifvel for rigtiga
trollkarlar eller &tminstone som menniskor utrustade med
synnerligen ovanligt forstand. Ofta inledas nimligen rakne-
bockerna af verser pa latin och grekiska, hvilka till for-
fattarnes ara Dblifvit skrifna af professorer vid universite-
ten. Sina utgifna ldrobdcker tillegna forfattarne vanligen
furstar, landshéfdingar, biskopar och andra rikets herrar.

Det #r tydligt, att innehallet af larobocker med obe-
gripliga eller svarfattliga regler endast med svarighet kan
bana sig vig till en stérre allménhet. Liksom i medve-
tande hiraf hafva de svenska forfattarne, utom den skrift-
liga rdkningen med siffror, i lirobdckerna dfven framstilt
ett annat (sannolikt mycket gammalt) sitt att verkstilla
de i praktiska lifvet foérekommande rdknefragorna, ndmli-
gen medelst ett slag af enkla rdknemaskiner, hvilka bestodo
af linier, belagda med s. k. riknepenningar. I flertalet af
de p& 1600-talet utgifna ldrobdckerna utforas alla rdkne-
sitt ocksd med riknepenningar.

Innan vi ofvergd till de af svenska forfattare utgifna
lirobéckerna, skola vi redogdra fér tvenne utlindska, hvilka
synas hafva utdfvat ett stort inflytande pa véra. Dessa
bada utlindska arbeten #ro forfattade, det ena af Ramus,
det andra af Clavius,

P. RaMmus (Pierre La Ramée).

Det arbete af Ramus, till hvilket vi haft tillgang *, &r
utgifvet efter hans déd af ‘Stadius och har till titel: Petré
* Hirmed begagnar jag tillfallet att till kongl. bibliotekarien Klem-
ming och kongl. bibliotekets ofriga tjenstemin frambira min hjertligaste
tacksigelse for den beredvillighet, hvarmed de tillhandahallit for mig
behofliga bocker och meddelat mig dnskade upplysningar,
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Rami professoris regii Arithmetice libri duo, a Jo. Sta-
dio, Regio et Ramea professionis Mathematico, recogniti
et illustrati. Parisiis 1581. 96 sidor 80 *,

Forsta boken behandlar fragor horande till hela tal,
brak och sorter; den andra innehaller en vidlyftig teori om
regula de tri, alligationsrdkning samt geometriska serier.

Firsta boken.

1 afseende pa siffrornas namn fortjenar det att anmér-
kas, att han kallar nollan for »circulus.»

Sasom exempel pa addition har han bland andra f5l-
jande: »om ndagon fragar fir hurw linge sedan Homerus

* Ur Firmin Didot’s Nouvelle biographie générale. Paris 1862 hemta
vi nedanstiende biografiska underrittelser om Petrus Ramus. Ra-
mus var f6dd 1515 i Cuth i Vermandois och mordades pa det parisiska
brolloppet 1572 den 26 Aug. Fadren var en fattig arbetare. Sonen
Pierre hade att utstd en stor kamp for att under sina studier ej blifva
ofvervaldigad af fattigdomen. DA han vid 21 ars alder aflade sin exa-
men, forsvarade han pa ett lysande sitt en af homom mot den peripa-
tetiska skolan (till hvilken hans lirare horde) utgifven sats: “quecunque
ab Aristotele dicta essent, commentitia esse“ (allt hvad Aristoteles har sagt
4r falskt). Derefter undervisade han i filosofi och angrep skarpt skola-
stiken med alla dess onyttiga finesser, sokte reformera logiken och bil-
dade en sarskild skola, som efter honom kallades den rameiska. Ar
1544 blefvo hans skrifter fordomda och han sjelf forbjods att undervisa
i filosofi. Detta forbud &tertogs ar 1547, och fyra ar semare (1551)
blef han professor i filosofi och viltalighet vid Collége royal. Har fore-
« laste han de forsta 8 aren grammatik, retorik och logik. Men efter Henrik
Iks dsd 1559 egnade han sig At matematiken och ofvergick samtidigt fran
katolicismen till kalvinismen. Ifrdn denna stund var hans lif stindigt
utsatt for forfoljelser. DA kalvinisterna blefvo forjagade frin Paris, er-
holl han en fristad i Fontainebleau, men flydde sedan hit och dit, tills
han- efter freden i Amboise 1563 aterfick sin professorsstol. Derpa stu-
derade han teologi, kom pa nytt med i de borgerliga krigen och &ter-
vinde 1568 till Paris. Nu begiirde han afsked och bestkte de flesta
europeiska universitet (Strassburg, Basel, Zirich m, fl.).- Han ater-
kallades till Paris for tredje gdngen 1570 efter freden i S:t Germain en
Laye. Sasom kalvinist fick han dock ej vidare forelisa. I stillet offent-
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lefde, och Gellius svarar, att han lefde 160 ar fore Roms
grundliggning, hvilket skedde 752 Gr fire Kristi fidelse,
hvilket Gter intrdffade for 1567 dr sedan; hwad skall man
svara?

Vid subtraktion, hvilket riknesitt han kallar sub-
ductio, verkstiller han subtraktionerna fran venster till ho-
ger eller i motsatt ordning emot hvad man nu brukar. Re-
sten sattes ofvan minuenden. Ex.: Fran 432 skall bort-
tagas 345. Hvad aterstdr? Rikningen utfires sdlunda:

liggjorde han sina afhandlingar. Ett for honom fordelaktigt anbud af
en katolsk furste afslog han, emedan han ¢j ville tjena en katolik. Fa
dagar derefter intraffade den forfarliga bartolomeinatten. Han omkom
pé den tredje dagen. Hans kropp blef genomborrad och, innan &nnu
lifvet slocknat, utkastad genom fonstret fran femte viningen, slipad pa
" gatorna och kastad i Seinen.

Hela Rami Iif var en strid, de forsta 20 &ren mot armodet, de fol-
jande 37 aren mot obskurantism och skolasticisin inom vetenskaperna-
och religionen. Ramus har i vetenskapen forsokt en reform analog med,
Luthers och Calvins. Han proklamerade forstandet sisom sanningens
hogsta kriterium, sokte reformera alla vetenskaper. Han var sin tids
storste matematiker i Frankrike, ofversatte Euklides' elementer, forfat-
tade en aritmetik, en geometri, en algebra, som &nmu i det foljande
seklet begagnades. Slutligen upprittade han i Collége royal med egna
medel en professorsstol i matematiken, hvilken sedermera illustrerades
af Roberval. Copernici system riknade Ramus bland sina forsta anhin-
gare. I fysiken visade han sig sisom fiende till hypoteser och abstrak-
tioner.

Med forbigiende af hans manga ofriga arbeten upptaga vi endast
hans matematiska och fysiska.

Arvithmetice libri tres. Paris 1555 in 4:0, ater utgifna flere ganger
till 1627,

Scholarum physicarum Hbri VIII Paris 1565 in 8:0 (en knitik af
Aristoteles).

Proe@mium mathematicum. Paris 1567 in 8:o.

Geometrie libri XXVII. Bale 1569 in 4:o0.

Scholarum mathematicarum libri XXXI. Bale 1569 in 4w0.

Arithmetice libri IT et algebree totidem. Francfort l publicerade
1586 in S:o. efter

Optice libri IV. Cassel 1606 in 4:0. [ Rami dod,

.
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87  Man siger: 3 fran 3 gor noll; 4 fran 12 gor 8;

4'1‘3% 5 fran 12 gor 7. De siffror i minuenden och sub-

345 trahenden, med hvilka man riknat, dfverstrykas *
) omedelbart efter deras uppndmning, oberoende af

s. k. laning.

Multiplikation definierar han rigtigt att vara det rdk-
nesitt, i hvilket multiplikanden lika manga ganger adde-
ras, som enheten inneballes i multiplikatorn. Resultatet
kallas factus. Liksom fallet var med addition, sa utfores
ifven detta riknesitt alldeles pa samma sitt som i vara
dagar. Bland exemplen har han foljande: »det frigas,
hura ménga gyllen (»aureos») i manadtlig sold 456 solda-
ter skola hafva, da hvarje soldat far 4.»

Division bestimmer Ramus att vara det riknesitt, i
hvilket divisorn borttages fran dividenden lika méanga gin-
ger, som han innehalles i densamma. Resultatet kallas
qvot. Utrdkningen af divisionsexempel afviker i afseende

pa uppstillningen betydligt . fran vart vanliga. Divisorn
t1ll venster om dividenden skrefs under denna pa nytt for
llvarje operation, resterna staldes ofvan dividenden och qvo-
© . ten pa sidan till hoger om dividenden pi siitt som vidfo-
gade exempel ndrmare upplyser. Man skall dividera 7476
med 6:

|
|
|
l ) I
| 123
I

6) 7|4?7‘€7 (1246
6666
: 146
23
For att géra forfaringssittet fullt tydligt, framstilla
vi hér en tabell, som visar rikningens olika utseenden un-
der divisionsoperationen, i forhoppning att derigenom all
beskrifning blir ofverflodig.

* Ofverstrykningen utmirkes hir med streckar ofvan siffrorna.



1. 2, 3.
6) 7476 6) 7476 6) 7476 (1
. 6 6
6. 7. 8.
1 1 12
6) 7476 (12 6) 7476 (12 6) 7476 (12
66 66 66
12 12
11. 12. 13, 14.
12 123 123 123
6)TAT6 (124 6) 7476 (124 6) 7476 (124 6) 7476
666 666 6666 6666
124 124 124 124
2 2 2 "2

4. 5.
1 1
6) 7476 (1 mvﬁgquﬂ
6 66
9. 10.
12 12
6) 7476 (12 6) T476 (124
666 666
12 12
15. 16.
123 123
(1246 6)7476 (1246 6) T476 (1246
6666 6666
1246 1246
23 23

Allteftersom siffrorna under operationen blifvit begagnade, m?mnmc%wmm de.
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Vi vilja nu framstilla utseendet pa en division med
flersiffrig divisor. 841 »coronati» skola fordelas sasom
byte mellan 29 soldater.

26
20) 841 (29
29

O
— 00—

29
Ul
261

Hvarje soldat bekommer siledes 29 coronati. Mot
detta exempel skulle man kunna géra den anmirkning, att
det ‘enligt hans definition pa division ej hér under detta
raknesitt. :

Léran om brdk upptager endast halfannan sida. Braks
forkortning sker medelst den storsta gemensamma divisorn
enligt den i Euklides’ sjunde boks andra sats framstilda
vanliga metoden att dividera det stdrre talet med det min-
dre, det mindre med den i den fdregiende divisionen er-
hallna resten o. s. v. Vid braks addition adderas endast
tvd brak hvarje gang. Braks division sker genom att di-
videla téljare med tiih'are och ndmnare med ndmnare. Ex.:
o divideradt med § gifver . Af decimalbrak finnes icke
en tlllstvmmelse '

Forsta boken afslutas med sortrdkning. Vi meddela
" endast ett exempel. »Fran 86 libelle 1 as 7 denarii skola
borttagas 47 lib. 10 asses 3 denarii.»

Rikningen utfores enligt foljande schema med resterna
ofvanom minuenden och med iakttagande af att 1 libella
ar 20 asses och att 1 as &r lika med 12 denarii

38 11 4
éél. la.  7d.
471, 10a. 34

Aterstoden blir 38 libelle 11 asses 4 denarii.




Andra boken.

Denna bok borjar med att omnidmna den hos Eukli-
klides VIL. 19 framstilda s. k. »gyllene regeln»: »dd
Syra tal dro proportionella, sid dr produkten af de ytter-
sta lika stor med produlten af de medlersta»; och »om fyra
tal dro sa beskaffade, att produkten af de medlersta dr
lika stor med produkten af de yitersta, sd dro talen pro-
portionella».

Ramus karakteriserar 4 proportionella tal, di han si-
ger, att om det fdrsta dr t. ex. = af det andra, sa skall
det tredje vara % af det fjerde. '

Derpa folja manga exempel forst for det fall, att de
tre gifna talen &dro hela, sedan for det, att en eller flera
af dem #ro brutna. :

Vidare visar han pa ett utmirkt sitt, att en mingd
exempel dro sa beskaffade, att man maste gora atskilliga
forberedande rikningar, innan man kan erhalla de tre tal,
pa hvilka den gyllene regeln skall tillimpas. Somliga pro-
blem fordra en foregaende addition, andra subtraktion,
multiplikation eller division, andra ater fordra upprepade
tillimpningar af den gyllene regeln.

Bland exempel, hvilka erfordra en firegdende addi-
tion, upptaga vi endast tvenne, hvilka vi sedermera kom-
ma att aterfinna i manga af vara svenska rdknebdcker.

Ex. 1.
» Augeam interrogavit magna virtus Alcide
Multitndinem armentorum quarens, ipse vero respondit,
Circa quidem Alphei fluvium, amice, dimidium quidem horum:
Pars autem octava collem Saturni circumpascuntur.
Duodecima autem secessit Taraxippi ad montem.
Circa vero Elidem divinam vigesima pascuntur.
Verum in Arcadia trigesimam reliqui.
Reliquos autem videto greges, hic quinquaginta.»
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Ur Agners i Stockholm ar 1743 tryckta Arithmetica
meddela vi foljande Ofversittning af detta problem:
» Augea tilfragat blef
af Hercule, den man sa gif,
hure manga Noth han dger?
Augea svarar och siger:
Halfparten lit jag qvar i bet,
vid Alphei strand: jag wist nu wet,
en ottonde del férwist
vid Saturni berg, férutan brist
de wandra, om de fodo fa,
tolfte delen lika sa.
Tjugonde med Elida.
Tretijonde uti Archadia fins
och hér pa denne Strand
50 mig nér til bhand.
Huru stor all Summan ir,
af tig weta jag begir?»

Ramus lgser detta problem pa det sdttet, att han forst
adderar briken %, &, 4%, 3%, 3%, hvarigenom han far
summan 5% eller den del af hans hjord, som &r franva-
rande. Den aterstiende delen utgdr sdledes {5%, men denna
var ock enligt uppgift 50. De tre tal, pa hvilka gyllene

' regeln skall tillimpas, blifva foljaktligen: 25, 50, 120 %,

hvaraf finnes, att antalet kreatur i Augeas hjord utgjorde 240.

Ex. 2. En damm har tre aflopp, af hvilka det for- -
sta ensamt kan tdmma dammen pad 4§ timme, det andra
ensamt pa + timme, det tredje ensamt pa 1 timme. Fra-
gas, pa huru lang tid kunna alla tre afloppen tillsammans
tomma dammen.

Ramus rdknar forst ut huru manga ganger dammen
kan tommas pa en timme genom hvardera afloppet, och
finner da for det forsta afloppet 4 ginger, for det andra
2 ganger och for det tredje 1 gang. Summan af 4, 2 och

* Ramus tecknar: 25.50.120. 240.
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och 1 gér 7. Deraf erhaller han sedan analogien: 7.1.
1. L. Det sista talet (3) angifver det sokta timantalet. -

7

Bland exempel, som erfordra en firegdende multipli-
kation upptaga vi ett i vara dagar pa s. k. sammansatt
regula de tri forekommande exempel: .

»Om 10 oxar pad 7 dagar plsja 35 tunland, huru
ménga tunland kunna di 20 oxar plsja pd 24 dagar?»

Genom limplig multiplikation erhaller Ramus de tre
talen 70, 35, 480, af hvilka han medelst anvindande af
den gyllene regeln erhaller det fjerde talet 240:

Som man ser, stiller Ramus det ena paret storheter,
som #ro af samma slag, i forsta och tredje rummet, och
det andra paret i andra och fjerde rummet.

Hérefter kommer i ordning att behandla alligations-
rdkning, hvilken Ramus liksom stérre delen af hans efter-
foljare behandla mycket utférligt. Exemplen &ro ndmligen
af den obestimda natur, att flere svar dro méjliga. - Vi
uppskjuta dock denna redogédrelse, tills vi komma till né-
sta forfattare, Clavius, hvilken serdeles fullstindigt och
lattfattligt visar forfaringssittet vid detta slag af rdkning.

Efter att hafva talat om storheter som #ro proportio-
nella i ordning och i motsatt ordning (»de equatione» och

nde equatione turbata»), ofvergar Ramus till summering

af serier. Serien
2,4,8,..... 64

summerar han pa det sdttet, att han fran den andra ter-
men (4) och sista termen (64) subtraherar den forsta ter-
men (2), hvarigenom han erhaller aterstoderna 2 och 62.
Derpa sgker han fjerde proportionalen till dessa bada ater-
stoder 2, 62 och forsta termen 2. Summan af den er-
hallna fjerde proportionalen 62 och sista termen 64 utgér
seriens summa.

Har liksom néstan 6fverallt i Rami bok saknas bevis
for rigtigheten af forfaringssittet. Med tillhjelp af alge-
bran #dr det dock for detta fall e] svart att astadkomma




11

ett bevis. Lat niimligen den geometriska serien vara fol-
jande:
a, agq, agvz, ceoagtTt,
De bada differenserna blifva alltsd a(¢ — 1) och
a(g"—*—1). Den fjerde proportionalen till dessa bada dif-

n—1 __ 1
ferenser och till seriens forsta term a &r gg—%———i—),

n__l R

hvilken lagd till sista termen ag®—?! gifver a.? sa-

-1
som det bdr vara. ‘

Om #n i pedagogiskt hiinseende Rami lirobok i arit-
metiken lemnar atskilligt 6frigt att onska, kunna vi ej an-
nat #n beundra den skarpsinnighet *, hvarmed han redu-
cerar en méingd problem till regula de tri. :
(Forts.)

Problem af F. W. HULTMAN.

En fader forordnar i sitt testamente, att det dldsta af
hans barn skall af hans efterlemnade egendom hafva en

summa a r:dr och dertill en viss del ;11 af resten; det an-
dra 2a r:dr och dertill % af det, som dad dr quar, det tredje

3a ridr och dertill ;L af det, som da dr quar o.s. v. Vid

verkstillandet af testamentet befanns, att alla barnen fdtt
lika mycket. Hurw stor var egendomen, huru stor var
hvarje barns del, och huru stort var barnens antal?

Vid uppstillandet i eqvation af detta problem, hvilket
forekommer i flere af vara algebraiska lirobdcker, pliagar
man vanligen begagna sig af endast den uppgiften, att det

* Bure, den #ldste svenske firfattare af en raknebok, siger i sin
Abacus om Ramus, att hans metod i regula de tri &r snillrik men svar
(*Ramus docet ingenioso quidem, sed difficili negotio ).
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forsta och andra barnets delar dro lika. Det funna virdet
af egendomens storlek &r foljaktligen oberoende af storle-
karne pa de ofriga barnens andelar. Det bor derfére vara
af intresse att underséka, huruvida icke en likhet mellan
andelarne af tvenne barn hvilka som helst mdjligen med-
for likhet mellan alla barnens lotter, sa snart dessa be-
stammas enligt den i problemets uppgift angifna lagen. Vi
gi att foretaga en siddan undersokning.

Sittes egendomens virde = z och barnens andelar re-
spektive

A,, 4,, 4,, .. .. 4,,

erhalles
4, = a .x—a,
n
A2=2a+ x_Al—ﬁzaa
n
— A, -3
A3:3a,+w AI A2 as
n (D
A —-A,—...—4, _s—(m—1Da
Am_lz(m—l)(ler Ai 2 n 2 (m ) )
Am=ma+x—A‘_A2—'7;'_Am“1—ma.

Genom att successivt subtrahera en foregdende eqva-
tion fran en efterfoljande elimineras 2. Man finner pa
detta sitt

A4, — k4, = —a,, ]
A4, -kd, = —a,
A, — k4, = —a, } ........ (2)
-Am—l _kAm = —-a, J
hvarest
ko= — =1y ]
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Formedelst eqvationssystemet (2) kan man utan sva-
righet uttrycka de (m — 1) obekanta
. Ax " A27 v Am—l
i 4, och kinda storheter. Eqvationerna gifva

o E—-1
Ap—1 = kdn—a . o1
E*—1
= 24 - p—
Ap_o = k4, -a . P 1
k-1 Ce . (3)
. 3 _ =
Am—S = k Am a . k _ 1 ’
km—t — 1
— m—1 — —
4, =k Ay —a . -

Hittills d&r om andelarne ingenting annat bestimdt &n
att de skola bildas enligt den i problemets uttryck angifna
lagen. Skulle nu det vilkoret tilliggas, até tvenne bestimda
af dessa m andelar skola vara lika store, t. ex. att
Ap = A, , erhaller man eqvationen

km—p 1 kr—r — 1
km—«p - i = m— 1 — —
Aﬁz a . '—k_‘—: 1 k ! Am a . k‘ _ 1 b
~ hvilkens losning gifver
a
Y [ @)

Hiraf visar sig, att virdet pa 4,, dr oberoende af p,
» och m eller af ordningsnunimern pa de tvenne andelar,
hvilka voro lika stora. Ur eqvationssystemet (2) finner
man sedan, att '

Am = Am—l = Am—? T oeee s = -A1 = (?’L - 1)“‘-
Den forsta eqvationen i systemet (1) gifver vidare
z =am-17,........ ... )

hvaraf sedan féljer, att barnens antal &r = n — 1.
Anm. Skulle man i stdllet for vilkoret, att tva de-
lar skola vara lika stora, infora det, att egendomen skall
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vara helt och hdllet wtdelad, dd det m:te barnet fdtt sin
andel, blefve tydligen detta barns del 4,, lika med ma,
och man erhélle de ofriga barnens andelar genom att i
eqvationssystemet (3) 1 st. f. 4, sitta ma. Delarnes och
egendomens storlek blifva

Am = ma, :
_a kfkm — (m + 1)]a
Ant = =1t -1 :
_ e, Elkm —(m + 1]a
E-1 "~ k-1

a km— 1[km (m + 1]a
“E-1 " E—1 ’
"m—(m—1)]a

z = an— 1)2+——

( )m—l

Emedan

fem—(m + 1) =,

synes, att dessa virden pd de obekanta sammanfalla med
de forut i (4) och (5) funna virdena, om man gor

m=mn-—1,
d. v. s. later barnens antal blifva = n — 1; ett resultat,
som man kunde vinta sig.

Geometriskt bevis af formlerna fior tredje hindelsen
vid snedvinkliga trianglars berdkning. (Jfr Lindmans Tri-
gonometri, s. 73).

Gifna: a, b och C.

Ow @ och b #ro olika, si lat a beteckna den stirre.

Konstruktion (se fig. 1): A C skires midt i tu genom. CI.
BD och AE dragas 1 mot CD och 4 F mot BD.
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Bevis. A CBD =90°—3C=3(4 + B);
A ABD =1(A + B)— B = ;(4 - B).
AF=CD—~CE och BF=BD + DF.
Men nu dr
AF =csini(d - B); CD=acosiC; CE=beosiC;
BF = ccos (4 — B); BD = asin +C0; DF="bsin;0.-
Saledes ar
¢sin (4 — B) = (& — b)cos 7 C,
ccos L(A — B) = (a + b)sin 5 C:
Af dessa erhallas slutformlerna

a—b)eotg3C C
tg 44 - B) = E7 D
(a—-b) cg C ’ _ (a + b)sin :C
T sini(d-B) eller ¢ = "5 (4~ B)

LARS PHRAGMEN.

Satser af F. W. HULTMAN.

11 Astrands Aritmetiska Genvdgar, Goteborg 1852,
andra upplagan, forekommer foljande genvig for att
fiorvandla sddana brak, hvilkas nimnare dr 19, 29, 39,
49, . . . o. s. v. till decimalbrak.

»Téljaren divideras med forsta siffran af ndmna-
rens nésta tiotal; qvoten anses sdsom ny dividend,
hvilken Ater divideras med samma divisor o. s. v., da
qvoterna uppskrifne formera det sokta decimalbraket.

Om t. ex. 3¢ skall reduceras till decimalbrak, 54
siger man 2 uti 16, 8 ginger; 2 uti 8, 4 ganger; 2
uti 4, 2 ganger; 2 uti 2, 1 géng; 2 uti 1, 0 g;’mrr
med 1 till rest; 2 uti 10, 5 ganger 2 uti b, 2 gan-
ger, med 1 till rest; 2 uti 12, 6 ganger; o. s. v., sa
att man har & = 0,84210526310 ceeo.

Bevisa rigtigheten af detta forfaringssitt.
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S

I nyssnimnda bok, sid. 53, forekowmer ett sétt att for-
medelst successiv division utdraga qvadratroten ur ett
gifvet tal.

»Om t. ex. qvadratroten begires ur 124, sa di-
videras 124 med rotens nérmaste tiotal, nemligen 10;
; emellan detta och qvoten 12,4 sdkes medeltalet 11,2,
] hvarmed det gifna talet aterdivideras, da qvoten Dblif-
ver 11,07. Medium af denna och det forra medeltalet -
ir 11,135, som &r den sdkta roten med trenne deci-
maler. Onskas den noggrannare, si divideras det
gifna talet 124 med den sistfunna roten, da qvoten
blifver 11,1860574 och medium af detta tal samt den :
sistfunna roten 11,185, gifver roten = 11,1355987 rig-
tig intill sjunde decimalen, sid att man i allménhet for
hvarje division far ett dubbelt antal decimaler.»

Visa detta forfaringssitts rigtighet.

3. Samma bok angifver foljande sitt att genom successiv
division utdraga kubikroten-ur ett gifvet tal.

:
:
:
:

»Om t. ex. kubikroten begires ur 72, sa divideras

detta tal med dess nirmaste heltaliga kubikrot, nem- %

. . !

‘ licen 4; qvoten 18, dividerad med samma tal 4, gif- |
' ver en qvot = 4,5. De bada divisorerna 4 och 4 samt j
sistfunna qvoten 4,5 hopadderas; summan divideras |
med den konstanta divisorn 3, di ett nytt nidrnings- }
virde a roten erhalles = 4,167. Denna rot begagnas 1
nu pa samma sitt, som det forst antagna narmnings- 1
;

i

|

3

3

k

i

virdet 4, hvarvid sista qvoten blifver 4,14653. Medi~
um af denna och tva ganger 4,167 gifver ett tredje
nirmningsvirde & den sokta roten = 4,16017, rigtigt
intill femte decimalen.»

Visa orsaken till detta forfaringssitt.

4. I problemen 4—11 #ro en triangels tre sidor gifna (a,
b, ¢). Att finna uttrycken pa lingderna af de tre li-
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nier, som dela vinklarne midt i tu (bissektricerna af
triangelns tre vinklar) och dro utdragra, tills de triffa
motstiaende sidor.

Att finna uttrycken pa lingderna af de tre linier, hvilka
dela triangelns yttre vinklar midt i tu och &ro utdragna,
tills de triffa forlingningen af den triangelsida, som
stir emot den intill ifrigavarande vinkel beligna inre
vinkeln i triangeln. (Bissektricerna af triangelns yttre
vinklar).

Att finna uttrycken pa triangelns tre hojder.

Att finna uttrycken pa de tre rita linier, som fran
vinkelspetsarne dragas till motstaende sidors midt-
punkter (triangelns midtellinier).

Att finna uttrycken pa de tre linier, som férena tri-
angelns vinkelspetsar med de punkter pa deras mot-
staende sidor, der dessa tangeras af

a) den i triangeln inskrifne cirkeln;

8) den cirkel, hvilken tangerar en sida i triangeln
och de bada andra sidornas forlangningar (utan-
forinskrifven cirkel).

Att finna uttrycken pa ytorna i de tre trianglar, af
hvilka hvarje har den omskrifne cirkelns medelpunkt
till spets och till bas en sida i den gifna triangeln.
Att finna uttrycken pa ytorna af de tre trianglar, af
hvilka hvar och en har sin spets i den inskrifne cir-
kelns medelpunkt och till bas en af triangelns sidor.
Att finna uttrycken pa ytorna af de tre trianglar,
hvilka hafva sina spetsar i medelpunkten till den cir-
kel, som tangerar en sida och de bada andra sidor-
nas forlingningar, och hvilka hafva triangelns tre si-
dor till baser.

Att, om mojligt, uttrycka en triangels vinklar,
sidor och yta i
triangelns bissektricer (se probl. 4);
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13. triangelns bissektricer af de yttre vinklarne (se probl. 5); }
14. triangelns tre hojder; ]
15. triangelns tre midtellinier (se probl. 7); ‘
16. de tre linier, som férena triangelns vinkelspetsar med
de -punkter, der dessa tangeras af i
@) den i triangeln inskrifne cirkeln;
§) den cirkel, hvilken tangerar en sida 1 trian-
‘ geln och de bada andra sidbrnas forlingningar;
17. radierna till de tre utanfor-inskrifna cirklarne (se
probl. 8 8);
18. triangelns omkrets och radierna i de in- och omskrifna s
cirklarne. ‘

I problemen 19—28 #ro lingderna pa de tre
kantlinier, hvilka bestimma den solida vinkeln vid
spetsen i en triangularpyramid, lika med respektive
@, a,, a,, samt lingderna p& de tre kantlinierna,
‘hvilka bilda bastriangeln, lika med b, b,, b,, dock s&
att b, sammanbinder #ndpunkterna af @ och a,, b
dndpunkterna af @, och a, samt siledes b, &ndpunk-

- terna af a och a,.

19. Att finna uttrycket pa radien i det inskrifna klotet.

20. Att finna uttrycket pa radien i ett klot, som tangerar
pyramidens basyta och de tre sidoplanernas forling-
ningar. ‘

21. Att finna uttrycket pa radien i det kring pyramiden
omskrifna klotet.

22. Att berdkna ytorna af de tre trianglar, af hvilka hvar
och en bildas af en fran pyramidens spets giende
kantlinie, en frdn samma spets i motstaende sidoplan
giende bissektrice och af en linie, som forenar nyss-
ndmnda liniers &ndpunkter.

23. Att berdkna ytorna af de tre trianglar, af hvilka hvar
och en bildas af en fran pyramidens spets giende
kantlinie, af en fran samma spets i motstdende sido-
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plan gaende hdjdlinie och af en linie, som forenar
ndmnda liniers fotpunkter.

Att berikna ytorna af de tre trianglar, af hvilka hvar
och en bildas af en fran pyramidens spets gdende kant-
linie, en frin samma spets i motstdende sidoplan ga-
ende midtellinie samt af en linie, som forenar nidmnda
liniers fotpunkter.

Att berdkna ytorna af de tre trianglar, af hvilka hvar
och en bildas af en fran pyramidens spets gaende kant-
linie, af en linie, som dr dragen fran samma spets i
motstaende sidoplan till tangeringspunkten for den i
sammy plan inskrifne cirkeln, och af en linie, som
férenar nimnda liniers fotpunkter. '

Att berdkna ytorna af de trianglar, hvilka hafva sina
spetsar 1 det tnskrifna klotets medelpunkt och hvilka
till baser hafva pyramidens kantlinier.

Att berdkna ytorna af de trianglar, som hafva sina
spetsar i medelpunkien af ett af de utanfir inskrifra
kloten och hvilka till baser hafva pyramidens kant-
linier.

Att berdkna ytorna af de trianglar, som hafva sina
spetsar i det omskrifna klotets medelpunkt och till ba-
ser pyramidens kantlinier. ' ‘

Att, om wdjligt, upprita en triangel, ‘dd man
kédnner
sidornas midtpunkter;
fotpunkterna af hojderna;

de punkter, der sidorna skiras af bissektricerna till’

de inre vinklarne;

de punkter, der sidornas forlingningar skidras af bis-
sektricerna till de yttre vinklar, som ligga bredvid de
emot dessa sidor staende vinklar i triangeln;

de punkter, der sidorna tangeras af den inskrifne cir-
keln;
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de punkter, der en sida och de bada andras forling-
ningar tangeras af en cirkel; )
d& man kidnner medelpunkterna till de tre cirklar,
som tangera en sida i triangeln och de bada andras
forlingningar,

\

Satser af KNuT WICKSELL,
elev vid Stockholms gymnasium.

Om man af sidorna i en triangel, hvilken som helst,
afskiir en tredjedel fran vinkelspetsarne rdknadt och
at samma led och sammanbinder skdrningspunkterna
med motstdende vinkelspetsar, sa bildas en trlangel
som #r + af den ursprungliga.

Att med en gifven medelpunkt upprita en cirkel, som
skidr tvd gifna cirklar s&, att kordan, som fGrenar
skdrningspunkterna blir parallel med en gifven rigtning.
A BC #r en triangel, der vinkeln vid C #r £ af en rit.
Pa sidorna #ro uppritade liksidige trianglar; bevisa,
att triangeln pa A4 B tillsammans med triangeln 4 BC
ar lika med triangeln pa A4 C tillsammans med trian-
geln pa BC.

Om tva linier, som skira tva yttre vinklar till en
triangel midt i tu och begrinsas af de motstaende si-
dorna, dro lika stora, sa dro de tudelade vinklarne
lika stora.

I ett tvasiffrigt tal &r den venstra siffran udda och
den hogra jemn och dubbelt si stor; om man tager
halften af talet och stdller siffrorna i det derigenom

bildade talet i omvidnd ordning, uppkommer ett tal,
9

som dr 2 af det ursprungliga. Hvilket &r detta tal? -

Tva personer P och @ skiljas vid hérnet af ett qva-
dratiskt torg 4 BCD med 225 fots sida. P gar i
rigtningen 4D, @ i rigtningen 4 B med ¥ af P:s
hastighet. Hunnen till E vill P for nagon angeligen-




42.

43.

44.

45.

21

het ater uppsika @ eoch begifver sig derfore i rit li-
nie mot @ utefter FF (@ befinner sig ndmligen nu i
punkten F) samt framkommer till F i samma 6gon-
blick, som @ kommer till B; @ har nimligen alltjemt
fortsatt sin vdg. Bestim punkterna E och F.

Satser af G. H. LiNDQVIsST,
elev vid Stockholms gymnasium.

Att fran en punkt utom en gifven cirkel draga en se-
kant till cirkeln sd, att stycket mellan punkten och
den utbidjda delen af periferien blir lika stort med vin-
kelrita afstaindet fran medelpunkten till sekanten.

I en cirkel dro dragna tva radier vinkelrdta mot hvar-
andra. Att frdn den enas dndpunkt draga en rit li-
nie, som skdr periferien och den andra radiens for-
lingning si, att stycket mellan afskirningspunkterna
blir lika med sidan i den i samma cirkel inskrifna
qvadraten.

Satser af A. E. HELLGREN,
forne elev vid Stockholms gymnasium.

Pa sidan AC af en triangel 4 BC 4r en punkt D
tagen efter behag. Fran D #r dragen en rit linie DE,
som triffar sidan BC i E, si att vinkeln C.D E ir
lika stor med vinkeln B. Bevisa, att de tangenter,
hvilka dragas fran C till hvilka cirkelbidgar som helst
pé styckena A.D och BE, dro lika stora.

Att upprita tvenne cirklar med gifna medelpunkter sa,
att radiernas summa blir lika med en gifven rit linie,
samt att den gemensamma tangenten (stycket mellan
tangeringspunkterna) till de bada cirklarne, blir lika
med en gifven rat linie.
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Att med gifna medelpunkter upprita tvenne cirklar,
hvilka skdra hvarandra sa, att deras gemensamma
korda blir lika stor med en gifven linie och att deras
gemensamma tangent blir lika stor med en gifven linie.
Att med gifna medelpunkter upprita tvenne cirklar,
hvilka skédra hvarandra s, att vinkeln, som bildas af
den utdragna gemensamma kordan och den gemensam-
ma tangenten, blir lika med en gifven vinkel, samt sa,
att denna vinkels spets ligger pa ett gifvet afstand
fran en af de gifna medelpunkterna.

Medelpunkterna 4 och B dro gifna. Det begires, att
man skall upprita cirklarne, d& man kidpner lingden
af den gemensamma tangenten C'J) och lingden D E
af forlingningen af tangenten C'D, som ligger emel-
lan tangeringspunkten Z? och rita linien 4-B .

‘Att mellan en gifven vinkels A ben inpassa en gifven
begrinsad rit linie B sa, att, om man skir den in-
passade linien B i tre lika stora -delar och samman-
binder den ene af dessa skidrningspunkter med vinkel-
spetsen A, vinkeln A4 blir skuren midt i tu.

Att mellan en gifven vinkels ben inpassa en gifven rit
linie sa, att om man skidr henne i tre lika delar
och sammanbinder en af hennes delningspunkter med
vinkelspetsen, vinkeln mellan den inpassade linien och
den sist dragna réta linien blir rit.

Att fran en gifven punkt utom en cirkel draga en rit
linie, som skiir cirkeln s&, att det stycke af henne,
som ligger inom cirkeln, #r lika med det, som ligger
utom densamme.

Satser af lektor LINDMAN.
Om nérliggande sidor i ett trapezium skiras i samma
proportion, sa bilda nérliggande skérningspunkters
sammanbindningslinier en paralellogram, hvars diago-
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naler skira hvarandra pa den linie, som forenar de
punkter, i hvilka trapeziets diagonaler dro midt i tu
skurna, samt skiira denna linie i samma proportion,
hvari sidorna blifvit skurna.
Att geometriskt och trigonometriskt bestimma en tri-
angel, d& man kinner tva af hans sidor samt att den
enas motstaende vinkel &r dubbelt sa stor som deras
mellanliggande vinkel.
Att bestimma ¢ ur eqvationssystemet
Reos(B+¢) = (b—y)cos C—(a— =),
Reos(Ad+9) = (a—a)cosC—(b—y),
zsin (B+¢) + ysin(d + ¢) = esing,
hvarest
B=,a-2?+0—-y?—2(a—ax)b-ycosC
och a, b, ¢ sidor, 4, B, C vinklar i en triangel.
Om en udda dignitet af 2 dkas med 1 och om en jemn
dignitet af 2 minskas med 1, s& uppkomma tal, som
hafva 3 till faktor.

il

-+

Satser af student E. LUNDBERG.

Los eqvationen :/1 — "3.;2 + :/3@52 -1 = 3,:/5’.

Att genom dndpunkten af en gifven korda i en cirkel
draga tvenne andra kordor si, att de med den gifna
kordan bilda lika stora vinklar, och sa, att dessutom
deras summa eller skilnad blir lika med denna korda.
Bevisa geometriskt, att, om de punkter, der en trian-
gels sidor tangeras af den inskrifna cirkeln, samman-
bindas med motstaende vinkelspetsar, sammanbindnings-
linierna rakas i en punkt.

Bevisa geometriskt, att, om man har figuren till Eukl.
1. 47 uppritad, de tva rita linier, som sammanbinda
de yttersta punkterna af hypotenusan med spetsarne
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af de pi motstaende kateter uppritade qvadraterna,
rakas pa perpendikeln, som frin den rita vinkelns

spets dr nedfald mot hypotenusan.

(Lésningar af satserna 1—359 remitteras ull lektor Hultman),

- Satser af student N. PETERSON,
forne elev vid Upsala priv. elem.-laroverk.

ABC ar en ritvinklig triangel, uti hvilken den ena
kateten A B dr dubbelt s& stor som den andra A C.
Otver A B och BC sisom diametrar aro tvenne cirklar
uppritade, och fran B ir en godtycklig korda dragen
i segmentet ACB. Huru denna korda #n ma dragas,
sd dr dock alltid hennes afstind frin den mindre cir-
kelns medelpunkt lika stort med det stycket af henne,
som begrinsas af de bada cirklarnes periferier.

Anm. Detta teorem, jemnfordt med Eukl. ITL 7,

gifver vid handen, huru en korda skall dragas i cir-
keln, for att summan af henne och hennes afstand fran
medelpupkten mé blifva ett maximum.
Tvenne cirklar CABD och EABF, hvilkas medel-
punkter dro @ och P, skiira hvarandra i A och B.
Radierna P4, PB, @A, @ B forlingas till punkterna
C, D, E och F. Visa, att skilnaden mellan vinklarne
AQB och APB ar lika stor med dubbla skilnaden
mellan vinklarne CGD och EHF, di G och H iro
tvenne punkter, den forra pa cirkelperiferien CA BD
och den senare pa cirkelperiferien E4 B F.

. A, B, € och D #ro medelpunkterna, E, F, G och

H tangeringspunkterna for fyra cirklar, af hvilka
hvarje tangerar tvenne. Visa, att kring fyrhérningen
FE FG H kan omskrifvas en cirkel, som tillika dr in-
skrifven i fyrhérningen A BCD.

En cirkel ABD EC, uti hvilken O dr medelpunkt
och 4 E en diameter, dr gifven. Genom en punkt P
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pad radien OA drages en korda BC sb att PB blir
lika stor med PO, och frin C drages en diameter
CD. Visa, att bagen A B &r hilften af bagen BD.
P& periferien af en cirkel, hvars medelpunkt &r 4,
tages en punkt B till medelpunkt fér en mindre cir-
kel CD E, hvilkens periferi rakar den stérre cirkeln i
C, linien AC i D och linien AB i E. Visa, att

" vinkeln A ED ar 3 ginger si stor som vinkeln 4 D E.
. Trenne cirklar skdra hvarandra. De linier, som for-

ena intersektionspunkterna for hvarje cirkelpar, rakas

i en punkt. ’ :

Att i en gifven cirkelsektor (radien = r, vinkeln = 2w,

kordan = ¢) inskrifva en maximirektangel, som har

tvenne horn beligna pa bagen. Trigonometrisk be-

handling.

Samma problem. Algebraisk behandling.

Samma problem. Geometriskt bevis.

Tvenne lika stora ecirklar (radierna = 7 fot) skiira

hvarandra sa, att den enes periferi gar genom den an-

dres medelpunkt. Aft uti den for de bada cirklarne

gemensamma ytan inskrifva en maximirektangel.

Att i en gifven triangel (hojden = & fot, basen = b

fot) inskrifva ett parallel-trapezium, hvars sidor &ro

parallela med triangelns sidor, hvars mindre bas utgor

en del af triangelns bas, och hvars yta dr ett maximum.

Hvilken 4r den stdrsta rektangel, som har tva spetsar

beldgne pa hvardera af tvenne med hvarandra koncen-

triska cirkelperiferier (radierna = R, » fot)?

Att upprita en ritvinklig triangel, d& man kénner

héjden mot hypotenusan jemnte katetsumman.

Om man till produkten af fyra konsekutiva tal adde-

rar 1, sa dr summan en jemn qvadrat.

I Todhunters algebra (ex. 40 pa multiplikation) fore-

kommer féljande riknesats: bevisa, att 2%+y®+(z+y)® =

2(2® + 2y +y*)' + 8% (w + y)* (@ + 2y + y*). Kan detta

bevis utforas medelst successiva upplosningar i faktorer?
, v 9%
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Satser af L. J. BIORKMAN,
elev vid Upsala priv. elem.-laroverk.

75. Tvenne koncentriska cirklar #ro yppritade, hvilkas ra-
dier forhalla sig som 1:2. I den stérre cirkeln ir en
korda dragen, som  tangerar den mindre cirkelns
periferi. Visa, att denna korda - #r fyra ganger
sa stor som hojden i en liksidig triangel, hvars sida
ir lika stor med den mindre cirkelns radie.

76. Tvenne berg, hvardera af 12000 fots hojd, dro be-
ligna pa hvar sin sida om ett haf. Om jorden anta-
ges vara fullt sferisk och hennes diameter 1190 sv. mil,
huru langt 4r det mellan bergspetsarne,

a) om synlinien mellan dem tangerar vattenytan?

b) om synliniens kortaste afstand fran vattenytan ar
3000 fot?

¢) om syanlinien skir vattenytan sa, att hOJden i det
af henne och vattenytan bildade segmentet &r 4000
fot? :

Huru stor vinkel bilda bergspetsarnes lodlinier ‘med

hvarandra i de tre anforda fallen?

(Lésningar af satserna 60—76 remitteras till doc. Dillner).

Mérk: endast de svirare af de anforda satserna upptagas i de
foljande héftena till diskussion.

Pruuppycft for 1868.
(Pnset ir Traité de Calcul Differentiel par J. Bertrand).

Att upprita en quadrat, hvars sidor (féridngde, om
si behdfves) gd genom hvar sin af fyra gifna punkter.

Anm. Problemet bor fullstindigt diskuteras. Losningarna bora vara
instinda till lektor Hultman fore den 1 Januari 1869.

A




AFDELNING II

Je croy quil nous faut encore une autre analyse
proprement géométrique ou linéaire, qui nous

exprime directement situm, comme I’Algkbre

! magnitudinem.
| LemBNITZ, -

Grunddragen af den geometriska kalkylen.
Af G. DILLNER.

Inledning.

Hvad vi inom aritmetiken beteckna med talet 1 eller den s. k.
aritmetiska enheten 3r, som bekant, en lkonventionel ellexr arbitriir storhet,
genom hvars méngfaldning eller delning eller genom dessa tva atgiir-
der tillsammans de aritmetiska talen hafva sin naturliga uppkomst*. Den
allminna grundsats, hvarpa all aritmetisk rikning bygges och som fin-
nes aziomatiskt gifven hos afven den forste nyborjaren, lyder: storheter,
som ingd i samma rikning och dro af samma slag, maste vara hinforda il
samma konventionella enket. Da enheten sisom konventionel kan vara
olika for sirskilda storheter, sa foljer deraf, att reduktion till ny enhet
(den aritmetiska multiplikationen jemte dess omvindning divisionen) ut-
gbr en nddvindig forutsittning for den aritmetiska kalkylens utveckling.
Ofvergd vi nu till algebran, sa ligger likaledes den aritmetiska enheten
till grund for det algebraiska talet, men med en ny konventionel be-
stimning. S& t. ex., om vi med talet 1 beteckna 1 r:dr, s& beror det
pa godtycke eller fri ofverenskommelse, om denna etta skall beteckna
Sfordran eller skuld (tillgang eller brist); likaledes, om 1 betecknar en
grad pd termometerskalan, sa beror det pi konvention, om dermed
menas en grad §fver eller uader nollpunkten, o. s. v. Denna nya kon-
ventionella bestimning pa enheten kalla vi hennes séttning eller position,
hvilken siledes enligt sin natur ar tvdfaldig och subtraktivt motsatt den ena

* Genom en delning af enheten, som gar i det odndliga, och genom
en motsvarande mangfaldning af delarne kan det irrattionella talet anses
ha sin uppkomst.
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den andra. Enheten sjelf pa detta sitt bestimd kallas algebraisk enhet
och tecknas 1. Genom denna enhets mangfaldning eller delning eller
genom dessa tvi &tgirder tillsammans har det algebraiska talet* sin na-
turliga uppkomst. Den sittning af enheten, som vi ligga till grand
for ett problems uppstillning i eqvation, kallas positiz och utmirkes med
tecknet +, di den motsatta sittningen utmirkes med tecknet — och
kallas negativ. Att det ar fullkomligt likgiltigt, hvilkendera af de tva
mojliga sattningarna det &r, som ligges till grund for problemet eller
tages positiv, inses litt af foljande tvd exempel:

1:0) en person har en rintefri skuld af A r:dr samt en icke riinte-
birande arlig inkomst af p r:dr; huru stor #r hans skuld efter ¢ ar?

x = K —pt;

2:0) en person har en rintefri skuld af X r:dr samt en icke rinte-
barande arlig inkomst af p r:dr; huru-stor #&r hans tillging efter ¢ &r?
x=pt—K;
der siledes i Lo skulden och i 2:0 tillgingen har positiv sittning **. Dock

maste, sisom af sig sjelf inses, den sittning man viljer for ett pro-

blems uppstillnlng i eqvation vara geromgaende. sa att man icke i en
och- samma eqvation betecknar-t. ex. en skuld pa ena stillet sdsom posi-
tiv och pa andra stillet shsom negativ. Den allminna axiomatiska grund-
sats, hvarpa den algebraiska kalkylen maste byggas, blir saledes: storheter,
som-ingd i samma egvation och dro af samma slag, mdste vara hinforda till
samma konventionella enhet och samma konventionella sitining. D3 sittningen
sasom konventionel kan vara olika for sirskilda storheter, sa foljer deraf,
att reduktion till ny séttning jemte den forut afhandlade reduktionen till ny enhet

’

* Vi kunna icke sluta oss till deras &sigt, som anse algebraiska tal
(synnerligen de negativa) bora' uteslutande bendmnas qvantiteter, och det
s& mycket hellre, som positiva och negativa tal, positivt och negativt talsy-
stem #ro allmint gingse termer inom vetenskapen,

** Af det redan anforda: inses, att allt tal om: utstotning af de nega-
tiva qvantiteterna ur algebran sisom orimliga forfaller af sig sjelf.  Ty:
hvilka gvantiteter dro. vil genom sig sjelfva positiva eller negativa? — inga;
den. negativa far namligen sin tillvaro forst sedan den positiva #r satt och
ingenting hindrax, att man efter gc;dtycke kastar om sittningen, s att den’
negativa blit: positiv och- tvirtom. Hvilkendera. qvantiteten skall nu utsto-
tas sdsom orimlig? Svaret kan icke bli annat dn: begge eller ingendera..
Asyftar man ater med sin forkastelsedom de negativa qvantiteternas rikne--
lagar, s& framgd dessa, som vi skola se, ur sittningens begrepp sisom
lika nédvandiga och vissa, som nagonsin lagarna for de positiva qvantite-
terna.
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(den algebraiska multiplikationen jemte dess omvindning divisionen) mé-
ste utgtra den nodvindiga forutsittningen for den algebraiska kalkylens
utveckling, Betydelsen af den algebraiska multiplikationen innefattas
saledes i foljande tvd momenter: 1:0) reduktion till ny enhet eller den arit-
metiska multiplilcationer; 2:0) reduktion till ny sittning eller den s. k. teckeﬁ-
multiplikationen. Saledes, om en med + 1 betecknad storhet, d. v. s.
positivt satt, inflyttas i en eqvation med ofdrdndrad positiv sittning,
maste hon fortfarande tecknas + 1, hvaraf reduktionslagen:

+(+)=+1 . . . . . . .. D
om ater samma storhet inflyttas i en eqvation med omkastad positiv sitte
ning, maste hon tecknas — 1, hvaraf reduktionslagen:

—(+)=—1 . . .. . (@)

Om en med — 1 betecknad storhet, d. v. s. motsatt den posmvt

satta, inflyttas i en eqvation med oférdndrad positiv sittning, si maste:
hon fortfarande tecknas — 1, hvaraf reduktionslagen:

' +(—1):—1........(3);
om slutligen samma storhet inflyttas i en eqvation med omkastad positiv
sittning, si mdste hon, sdsom forst hanford till en sittning motsatt
sin egen samt sedan till denna sittnings motsats, tecknas + 1, hvaraf
reduktionslagen : )

(D= +1. ..., .. . 4.
Till belysning af de i (38) och (4) uttryckta lagarna mi anforas fol-
jande exempel: om en skuld infores i en eqvation, i hvilken dess mot-
sats fordran #r satt sisom positiv, sd miste hon tecknas negativ; infd-
res hon ater i en eqvation med omkastad positiv sattning, der siledes
fordrans motsats d. v. s. skuld blifvit positivt satt, maste hon tecknas positiv.
Om vi nu med de i (1)—(4 uttryckta reduktionslagarna samman-
fatta den aritmetiska multiplikationen, s& fi vi foljande fyra former for
den algebraiska multiplikationen:
(+a)X(+0) = +ab . . . . . .. 1)

() X(+b)y= —ab. . . . . . . (2
(+a) X (=b)=—ab. . . . . . . (3
(—a)(—b) = +ab* ., , ., . @)

Dessa grondsatser, ehuru fullt tilliickliga att pa ett tlllfredsstal-
lande sitt forklara de reela qvantiteternas rikuelagar, lemna icke den.

* Man ligge mirke till, att en multiplikation sidan som (— 8) % (+ 4)
eller (— 8) X (— 4), der multiplikatorn #r ett negativt tal (multiplikatorn
méste namligen enligt sin natur vara ett abstrakt tal) saknar helt och hal-
let betydelse, s& vida man icke tolkar den i enlighet med ofvan anfirda

grundsatser.
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ringaste upplysning om betydelsen af de imaginéra qvantiteterna. For

algebristen &r ~/—1 eller i ett blott tecken utan nigot reels under-
lag; att bygga en kalkyl pa detta tecken, d. v. s. att utveckla tankens
lagar om ett tecken utan innehdll eller begrepp, synes vara en orimlig-
het eller en ovirdig fantasilek. Och likvil lemnar denna kalkyl, efter
att hafva fort sina innehallstomma tecken gemom en labyrint af hypo-
tetiska operationer, de mest glinsande resultater, hvilkas sanning trot-
sar den skarpaste kontroll: det tomma teckmet pekar ofverallt pa ett
innehdll, som, enging rigtigt funnet, miste ge upphof &t en kalkyl,
som under sig subsumerar sasom enskilda species de hittills utvecklade
grenarna af matematiken. For att finna detta innehall uppstallde re-
dan Wallis (1693) en analogi, + 1:7¢ = i:—1, hvilken Eukli-
des svarligen skulle hafva erkint sisom sin, men ur hvilken Wal-
lis drog foljande for den imaginira kalkylens utveckling epokgdrande
slutsats: om +1 ochk — 1 tinkas forlagda i motsatta riginingar jran en
punkt pd en rit linie, sa mdste i sdsom medelproportional beteckna en rdt
linie, som till sin storlek dr 1 och som dr forlagd © den vinkelriita rikiningen
Sran punkien (jfr Eukl. VI: 8). Det #r i sjelfva verket pé denna hypo-
tes som senare tiders matematici byggt sina teorier om de imaginira
qvantiteterna, hvarvid gangen i allménhet varit foljande: den imaginira
kalkylen med sina hypotetiska riknelagar har satts i forsta rummet sa-
som nagonting i och genom sig sjelf teoretiskt berattigadt; i andra rum-
met har kommit den geometriska tolkningen med den Walliska hypote-
sen i spetsen. Ar 1847 utgaf Cauchy sin ¢Mémoire sur les quantités
géométriques,¢ hvari han inslog en motsatt vig, i det han antydde en
utveckling ur geometriens egna begrepp, en verklig geometrisk kalkyl,
som ar oberoende af den imagindra kalkylens tecken och hypoteser, men
i sig innehdller algebrans savil reela som imaginira rikmelagar sisom
enskilda species. Inom denna kalkyls omrade aterfinna vi vidare lagarna
for den plana och sferiska trigonometrien, den analytiska geometrien
samt mekaniken. Infinitesimalmetoden, tillimpad pa de geometriska
gvantiteterna, ar synnerligen rik pa intressanta och vigtiga resultater.,
Vi skola pa den af Cauchy betridda vigen egna denna tidskrift en serie
uppsatser i den geometriska kalkylen, hvarvid vi skola bemdda oss
om korthet, tydlighet och bestimdhet samt en bindande bevisning. Kal-
kylens praktiska betydelse kommer att belysas genom talrika ofnings-
exempel. . Ssom forkunskaper forutsittas endast elementir geometri och
algebra samt for rikneexemplen derjemnte de forsta grunderna af me-
kaniken.
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Om den elementira framstillningen af teorien
for maxima och minima.

Af Hiy. HOLMGREN.

I de flesta — for att ej siga alla — lirobocker i dif-
ferentialrikning #r teorien f6r funktioners maxima och mi-
nima enligt var asigt ofullstindig i det hénseendet, att den
ej gor afseende pa vissa slag af funktionsvdrden, hvilka
dock vid teoriens tillimpning stundom &ro af stor vigt
att iakttaga. Vidare anse vi den framstéllning af d&mnet,
som grundar sig pd funktioners utveckling i serie, vara
mindre ldmplig, d& det &r ldtt att inse, att hela den ifra-
gavarande teorien 4r en af de ndrmast liggande foljdsatser
af definitionen pa funktionen sjelf och dess derivata.

Det faller af sig sjelf, att ndrvarande uppsats icke
afser en fullstindig och detaljerad framstéllning af det vil-
bekanta &dmnet, utan endast uppmérksamhetens fistande pa
de antydda anmirkningarna mot det formella i den vanliga
framstillningen af detsamma. Vi skola derfore inskrinka
oss till behandlingen af det enklaste fallet eller utvecklade
(explicita) funktioners af en oberoende variabel maxima
och minima, fastin samma anmérkningar gilla om dé mera
sammansatta fragornas behandling, och ett forfaringssiitt,
likartadt med det vi nu ga att framstélla, dfven kan til-
lampas pa dessa.

Med y = f(2)
forstas i det foljande en reel och enfydig funktion af w,
eller en sadan, som for hvarje reelt virde pa =, for hvilket
den sjelf har reelt virde, i allmiénhet antager ett enda och
bestimdt sadant, och endast undantagsvis for vissa enskilda
a-virden (namligen da den dr diskontinuerlig) kan antaga
tvenne olika och reela virden.

Da man ténker sig den oberoende variabeln « i en
sadan funktion genomldpa alla virden fran — oo till + oo,
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s& kan dervid funktionen y = f(«) sjelf genomldpa flere el-
ler firre frin hvarandra &tskilda kontinuerliga foljder af
reela virden. Begynnelse- och slutviirdena pa x i hvar
och en af dessa kontinuerliga foljder angifva hvad vi skola,
for korthets skull, kalla funktionens slufpunkter. Benim-
ningen héntyder derpa, att mot dessa stillen svara dnd-
punkter pa de sdrskilda grenarna af kroklinien y =f(a:) i
ett riatvinkligt koordinatsystem.

S&dana slutpunkter eller stillen, frin hvilka riknadt
funktionen har en kontinuerlig f5ljd af reela virden at den
ena men ej at den andra sidan, dro af 4 olika slag. De
forekomma némligen:

1) Da funktionen &fvergdr fran reelt till imagindrt virde
eller tvirtom. En slutpunkt. Ex. y = lz for « = 0,

y = ae—-1)2—2z) for =1 och £=2, y=arcsinz
for 2 = —1 och 2= + L. )

2) Da funktionen &r diskontinuerlig eller for vissa vir-
den pa @ antager tvenne olika reela virden. Twa

1
slutpunkter. EX. Y= @ = ap och y = arctg P
for z =a. _
3) Da funktionen for £ = —oo eller # = + oo har reelt

virde, sa motsvarar detta en slutpunkt.

4) D& funktionen tillfolje af sirskilda inskrinkande vil-
kor i en framstild fraga skall anses gilla endast mel-
lan gifna reela grinser # =« och & =0 pa den va-
riabla, #ro dessa stillen slutpunkter. — Sé&dana fall
forekomma ofta nog, sisom i de foljande exemplen
skall ndrmare visas. Héir kan vara tillrdckligt erinra, att

om t. ex. ¢ = f(2) skall vara uttrycket for kroknings- °

radien i en ellips, hvars ena axel dr parallel med 2-
axeln, sa #r funktionen ¢ inskrinkt af vilkoret, att
i fragan gilla endast mellan de virden pa #, som
motsvara den nidmnda figuraxelns #ndpunkter, dfven
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om f(x) i sin allminna betydelse skulle hafva reela
virden utanfér dessa grénser.

Hvarje funktion har saledes atminstone tvd slutpunk-
ter. Bland en entydig funktions maximi- och minimivirden
rikna vi nu alltid dess vdrden i slutpunkterna, derfore att
dessa virden dro antingen stdrre eller mindre &n de nér-
maste i den kontinuerliga foljd af viirden, som slutpunkterma
afsluta eller borja, sa framt ej funktionen i nérheten af

2
dessa ‘punkter #r en blott konstant, sdsom t. ex. y = “/: ,
i hvilket fall dess virden i slutpunkterna dock atminstone
kunna siigas vara likea med ett funktionens storsta eller
minsta virde.
En entydig funktion y = f(#) har alltsa maximi- eller
minimivéirde
a) i alla slutpunkter, eller for sidana &-virden, fran
hvilka rdknadt en kontinuerlig foljd af reela funk-

tionsviarden ansluter endast at ena sidan;

b) for alla 6friga wx-virden, der funktionsviirdet f(«)
ir pa samma gang antingen storre eller ock mindre
in de at begge sidor i kontinuerlig foljd ndrmast
anslutande reela virdena.

Man kan anmirka, att vanligen endast de under b)
upptagna virdena ridknas som en funktions maxima och
minima. Héiraf blir bland annat den f6ljd, att funktioner
skulle finnas, som hade hvarken maxima eller minima, ett
antagande, som atminstone strider emot sprakbruket, efter-
som det #r tydligt, att hvarje funktion maste — om den
ej dr rentaf en konstant — hafva ett storsta och ett min-
sta virde. DA slutpunkterna medtagas, far hvarje funktion
minst ett maximum och ett minimum. De cyklometriska
funktionerna arcsin &, arccosz o. s. v. erbjuda exempel pa
funktioner, hvilkas reella maxima och minima finnas endast
i slutpunkterna. :

G& vi nu till uppsékandet af alla dessa under a) och
b) definierade maxima och minima, si finna vi forst, att

3
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slutpunkterna fér y = f(x) maste anses omedelbart gifna ge-
nom funktionens definition.

Hvad ater de maximi- och minimi-punkter betriffar,
fran hvilka riknadt funktionen &t begge sidor har en kon-
tinuerlig foljd af reela virden, sa motsvarar virdet
z = a

ett mazimum for f(z), om fla—h)<f(a)>fla+h). . (1),
ett minimum -» » » fla—hy>f(a)<fla+h). . (2),
di h &r en positiv qvantitet huru liten som helst.

Man har alltsi att uppsoka alle virden pa «, som
hafva denna analytiska karakter. De erhallas genom fol-
jande betraktelse:

Af definitionen p& funktionens y = f(x) derivata

¥ = f(= :' lim 'ﬁﬁ—%z___f;@)

foljer omedelbart, att derivatan f'(x) for hvarje virde pa -

z angifver genom sitt tecken, om funktionen f{z) vid detta
virde pd « tillvizer med x, eller aftager, nir x vixer.
Det forra eger ndmligen rum, nér derivatan har positive
virde, det senare, di den &r megativ. Som nu den ana-
lytiska karakteren (1) af ett virde x = a, som motsvarar

©ett mazimum for f(z), var, att f(z) vid passerandet af

detta virde ofvergdr fran vdazande till aftagande, sa kan
denna analytiska karakter ersittas med den lika géllande,
att funktionens derivata f'(z), d& @ under vixande passe-

rar ett sidant virde a, vexlar tecken, sa att den Ofvergir

fran positivt till megativi virde. P4 samma sdtt finner
man, att den analytiska karakteren (2) pa ett minimum
for f(«) kan ersittas med den, att f'(x), nir x under vi-
xande passerar ett sddant stiille, vewlar tecken, sa att den
frin att vara mnegativ ofvergdr till att vara positiv.

For att finna alle sadana maximi- och minimistéllen
for den entydiga funktionen y = f(2), fran hvilka raknadt
denna har kontinuitet at begge sidor, dr alltsa nddvindigt
och tillrickligt att uppstka alla virden 2 = a, for hvilka
derivatan

J' (@) vezlar tecken.
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Sker denna teckenvexling (for vixande @) fran + till
—, s har f(@) ett mazimwm pa detta stille; sker den frin
— till +, s& har f(z) ett minimum.

For att ater finna alla de virden, for hvilka f'(z) vex-
lar tecken, erinras, att denna teckenvexling kan ske endast
pa tvenne siitt, ndmligen antingen genom kontinuerlig of-
vergang fran det ena tecknet till det andra, d. v. s. genom
passerande af nollvirde, eller ock pa diskontinuerligt sitt.
Det idr saledes tillrickligt att upplosa eqvationen

f@=0 . . . . . . .3
och derjemnte angifva de stéllen, der
J() ar diskontinuerlig.

Uttagas sedan bland dessa a-viirden de, for hvilka
teckenvexling af f'(®) eger rum, s& har man nddvindigt
alla maxima och minima; nidmligen mazima de, for hvilka
teckenvexlingen for vixande & eger rum fran + till -,
minima de, for hvilka den eger rum fran — till +.

Hiarmed &r teorien fullstindig. Det kan dock, som
man vet, nagon gang vara besviirligt nog att direkt un-
dersoka, om och huru teckenvexling af f'(x) eger rum for
de w-virden, som #ro rotter till eqvationen (3). Det be-
kanta hjelpmedlet, som ofta littare leder till malet, kan
hirledas pad filjande sitt. ‘

Skall en rot « = a till eqv. (3) kunna motsvara ett
maximum for f(z), s& dr nodvindigt och tillrdckligt, att
f'(2) ofvergar genom nollvirdet f'(a) fran positivt till ne-
gativt virde d. v. s. gar i aftagande, nir z vixer. Men
denna bestimning pa f'(z) ersittes af den, att dess derivata
f'(@) ir negativ for x = a. Pa samma sitt inses, att, om
f'(%) for en rot till eqv. (3) dr positiv, sa motsvarar denna
rot ett minimum for f(x). Alltsa:
de bland rétterna till f (z) = 0, som gora f’(z) <0, motsvara

maxima for f(z);

» » » » f'(z)> 0, motsvara

minima for f(z).
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Skulle &ter en rot 2 = a till f'(z) = 0 e gifva bestimdt
tecken &t f"(z), d. #. skulle den dfven gora f"(2) till noll,
si #r fragan, om virdet = a ger ett maximum eller mi-
nimum eller ej, pa denna vdg &nnu oafgjord. Vill man
det oaktadt ej direkt undersoka tecknmen for f'(z) a Gmse
sidor om nollvirdet /'(a), s& kan man fortgd salunda. Om
x = a skall kunna ge maximum eller minimum, si maste
f'(2) vara antingen aftagande eller ock vizande, da @ pas-
serar detta virde (eftersom f(z) ju d& maste vexla tecken).
Men di maste dess derivata f"(z), som enligt antagandet
dfven blef = 0 for = = a, hafva samma tecken & omse si-
dor om detta nollvirde f"(a). Har den ej det, sd vexlar
ej f'(z) tecken, och & = a ger hvarken maximum eller mi-
nimum; har den det &ter, si anger detta tecken, om det
ar —, ett mazimum, om det ir +, ett minimum for f(z).
Vill man ej heller gora denna undersdkning direkt, 84 ar
klart, att om f'(2) skall kunna hafva samma tecken &
omse sidor om virdet f"(a) = 0, sa Hr detta nollvirde ett
maximum eller minimum for f"(«), hvartill ater fordras, att
J"(z) vezlar tecken, d.i. antingen passerar noll med teckenvex-
ling eller ock ar diskontinuerlig med olika tecken for de begge
virdena. Sker intetdera, sa kan ej f'(2) vexla tecken. Ar

ater f"(z) = 0, sa afgér f&i), om den far bestimdt tecken,
hura_ teckenvexlingen af f”(z) eger rum. Blir &fven f((%,i) =0,
sa #r fragan #nnu oafgjord, och det nu tillrickligt antydda
forfarandet kan upprepas, ifall man ej foredrager den di-

rekta undersékningen.
(Forts.)

Problem, 15st af stndent E. LUNDBERG.
(Ur Géom. Anal. par Briot et Bouquet, éd. 4, Livre II, Excerc. 16).
Tvenne fasta cirklar (EeF, GgH, fig. 2, 4, 6) dro
gifna.  Tvd rirliga cirklar tangera savdl hvarandra som
de bida gifna cirklarne. Att finna locus fir de rirliga
cirklarnes tangeringspunkt,
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Det dr till att borja med tydligt, att man genom
hvarje punkt pa endera af de gifna cirklarne kan draga
tvenne olika tangerande cirklar, som tillika tangera den
andre af de bada gifna cirklarne. De gifna cirklarne héira
sdledes till locus. Niar vi derfoge i det foljande tala om,
hvad locus #r, underforstd vi alltid, dfven om detta e ut-
tryckligen ndmnes, att till locus dessutom hdra de gifna
cirklarne.

Tag pa centrallinien CD tvenne punkter 4 och B

sa beldgna, att

AC:CF = AD:DH
och

BC:CF = BD: D&,
sa dr det tydligt, att, om man genom A4 och B huru som
helst drager kordor till bada cirklarne, sd blifva radier-
na, som dragas till dessas dndpunkter, parallela tvd och
tva (Ce// Dy, Cf//Dh, Cf'//|Dg¢, C¢//DFE). Kan man
genom nagon af punkterna 4 och B draga en tangent till
nagondera cirkeln, sa maste den dfven vara en tangent till
den andre.

Om ¢ #r skdrningspunkten mellan Cf och Dg samt d
skdrningspunkten mellan ¢ och Dy, sa &r tydligen
¢f =cg och dé = dg (tillfélje deraf, att basvinklarne &ro lika
stora). Med ¢ och d till medelpunkter kan man siledes
upprita cirklar afg och beg', som tangera de fasta cirklarne
if och g samt i ¢ och g. Hiraf inses, att, om en cir-
kel tangerar de bada gifna cirklarne, sd ligga tangerings-
punkiterna © samma rdta linte med endera af punkierna A
och B.

Drages genom A4 en tangent Aa till cirkeln afg, sd &r

Hda = Af . Ag. Men, emedan C¢//Dg och Cf//Dh, sa &r
de: Af = Ag: AL eller Ae. Ah = Af. Ag. Dessutom &r

AM = Ae. Af och AN= Ag.Ah, d. v.s. AM.AN =

JAe. Af Ag. Ah = Af. Ag. Siledes ir Aa = AM. AN,

d. 4. Ada dr medelproportional mellan AM och AN.
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Om man fran B drager till cirkeln be’g’ en tangent
Bb, sa bevisas hkaledes, pa grund af att B = B¢ By,

BEK - Be. Bf' och BL- By . BK, att Bb dr medelpro-
portional mellan BK och BL.

For hvarje lige af linien Af dr afstandet da det-
samma. Om man drager en ny cirkel, som utom det, att
den tangerar de gifna cirklarne, dfven tangerar da, si dr
det derfére tydligt, att den punkt, der denna cirkel tan-
gerar Aa, maste vara samma punkt @, der afg tangerar
Aa. De bada cirklarne tangera derfére hvarandra i «,
hvadan denna punkt hor till locus, alldenstund afsténdet
Bb &ar konstant.

Locus. dr sdledes (utom s_]elfva de gifna mrklarne)
tvenne cirklar, of hvilka den enes medelpunkt ligger i A

- och den andres i B. Den firra cirkelns radie dr medel-

proportional mellan tangenterna AM och AN, och den
andres, medelproportional mellan de mot centrallzmen vin-
kelrdta halfkordorna BK och BL.

Bada dessa cirklar forefinnas samtidigt, om cirklarne
skidra hvarandra (fig. 4). Ligga deremot cirklarne utom
hvarandra (fig. 2), s& kan man ej i dem genom B draga
nagra mot centrallinien vinkelrdta kordor, hvarfére locus
i detta fall endast utgdres af den cirkeln, som har 4 till
medelpunkt, hvaremot den andre forsvinner. Ligger ater
den ene af de gifna cirklarne helt och hallet inom den an-
dre (fig. 6), s kan man e genom A draga nagra tangen-
ter till dessa cirklar, och i detta fall forsvinner derfore
den cirkel, som skulle hafva haft 4 till medelpunkt, och
locus kommer endast att utgdras af cirkeln med-B till me-

delpunkt.
(Forts.)

Satser af student E. LUNDBERG.

1. Till en hyperbel, som vrider sig kring sin medelpunkt,
~drager man tangenter genom de punkter, der den skir
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en fast rit linie. Sok orten for dessa tangenters skir-
ningspunkt.
2. Att konstruera en parabel,
a) som gar genom fyra gifna punkter,
b) som tangerar fyra gifna rita linier.

AFDELNING IIL

Michaél Farﬁday.

For enhvar, som #n aldrig si litet sysselsatt sig med
studiet af fysiken, torde Faradays namn vara bekant.
Denne man, som slutligen blef icke blott Englands utan
mahiinda hela Europas forndmste fysiker, ledde sitt ursprung
fran forildrar inom den arbetande klassen. an var fodd
i nirheten af London 1791, njst undervisning till sitt 13:de
ar i en mindre skola och sindes sedan i bokbindareldra.
Under denna tid inhemtade han ur ndgra till bindning lem-
nade bicker de forsta grunderna for en elektricitetsmaskins
verkningar och gaf sig ingen ro, forrin han sjelf konstrue-
rat sig en dylik apparat. En lycklig hindelse gjorde, att
Faraday vid den tiden fick ahora nagra foreldsningar af
den namnkunnige Sir Humphry Davy, och det intryck, han
dervid erfor, afgjorde hans framtida dde. Fran detta ogon-
blick 14g nimligen hans hdg uteslutande at vetenskapliga
sysselsiittningar, och Davy antog honom 'pd hans egen be-
giran 1813 till assistent vid laboratoriet i Royal Institu-
tion i London. Till en bérjan var Faraday blott och bart .
medhjelpare at den ryktbare kemisten, men fran och med 1820
upptridde han sdsom vetenskapsman pd egen hand. Ifan
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blef slutligen professor vid sagde Royal Institution, der han
stadnade till sin ddd sistlidne 25 Augusti.

Faraday var med ritta beromd sésom en ypperlig fore-
lisare; sasom forfattare var han mahinda mindre lycklig,
om man faster sig vid den formella behandlingen af &mnet.
Hans foreldsningar, der nagra matematiska deduktioner al-
drig forekommo, utgjordes af en sammanhéingande, med yt-
tersta omsorg vald serie af handgripliga experimenter; och un-
der den vilvillige ldrarens ledning blef det fér 8hdraren sa-
lunda l4tt att bilda sig en rigtig forestdlining om de naturkraf-
ter, hvilkas verkningar de anstilda experimenten voro #m-
nade att tydliggora. Intréffade det vid dessa tillfillen, der
vi riknat omkring 50 experiment under en foreldsning,
att nagot af dem misslyckades, lit Faraday detta aldrig
forbrylla sig; han begagnade sig tviirtom #fven deraf for

.sina ahérares undervisning, i det han f6r dem uppvisade

orsaken, hvarfor experimentet ej utfallit efter nskan.

Vid jultiden hallas inom Royal Institution hvarje
ar sex for yngre personer dmnade fdreldsningar, hvilka,
isynnerhet da Faraday var foreldsare, med ngje foljdes
dfven af en mingd graharsmin. Hénde det da, att han
fér sina yngre &horares rikning anstilde nagot puts-
lustigt experiment, som uppvickte deras munterhet, ty
Faraday var road af dylikt, och denna nagon gang ofver-
steg de gridnser, han kanske asyftat, voro hans varningsord
»latom oss vara allvarsamma» tillrickliga att atertora dem
till allvarlig uppmérksamhet, och ur det experiment, som
nyss forefallit sisom ett lekverk, drog han nu fram en hel
mingd fakta, som géfvo ahdrarne rik anledning till efter-
tanke. Det var med férkirlek Faraday holl dessa for
ungdomen beréiknade foreldsningar, ty, sade han, »denna
alder &r mest fordomsfri, och dess sinne saledes mest mot-
tagligt for naturens sanningar.»

Under hans féreldsningar var det icke blott den ut-
mirkt skicklige experimentatorn, man hade tillfille att lira
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rkidnna; ahdraren tillits dervid afven blicka in i den flird-
fria, rena och #lskvirda karakter, som stdndigt och i si
hog grad utmirkt Faraday. ‘

Sasom vetenskapsman intagei‘ Faraday ett sirdeles
framstaende rum. Hela kapitel af fysiken ha fdre honom
icke funnits till, och férndmligast giller detta inom vissa
delar af elektricitetsliran. Hans upptiickter voro derjemnte
af den art, att de nistan alla ej blott kommit vetenskapen
till godo, utan dfven visat sig anvindbara i det praktiska
lifvet. S4& till exempel finna vi dem anvidnda vid fraga om
springning af berg och tunnlar, vid elektrisk telegrafering,
vid ekldrering af fyrbakar, vid elektricitetens anvindning
for medicinskt behof, m. m. Men oaktadt Faraday utan
tvifvel sjelf insdg, att dessa upptickter skulle kunnat bli
honom inkomstbringande, drog han aldrig ndgon ekonomisk
fordel af dem; — der han hade satt, tillit han andra att
skorda.,

Faradays upptidckter.*
1. Gasers forvandling till viitskor.

Pa grund af sina undersdkningar om gasernas for-
vandling till vétskor kunde Faraday med bestimdhet pa-
std, att gaserna endast 1 det afseendet skilja sig fran an-
gorna, att de under vanliga forhallanden &ro langt afldgsna
frin sin mittningspunkt, medan angorna &ro ndra sin. Ty
de vanligen s. k. &ngorna ofverga till vitskor vid vanligt
tryck och temperatur, men de s. k. bestindiga gaserna
erfordra sirdeles laga temperaturer och starkt tryck for att
bringas i flytande tillstind. Fére Faraday hade man verk-
ligen lyckats kondensera ammoniakgas, klor och svafvel-
syrlighet genom anvidndning af intensiv kold och starkt
tryck, men honom lyckades det att medelst enkla appara-
ter i betydlig man minska antalet af de gaser, som dit-

* Jfr Repue des deux Mondes d. 15 Okt. 1867.
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tills motstatt kondensering. Vid fortsdttningen af sina for-
stk begagnade han en kd8ldblandning, som utgdres af ether
och kolsyra i fast form, hvars temperatur i luften &r —90°
och i tomrummet nedgar till 110 grader under vattnets
fryspunkt. Medelst denna koldblandning och 50 atmosfe-
rers tryck gjorde Faraday nya erdfringar inom de bestdn-
diga gasernas omrade, si att det nu aterstar endast b ga-
ser, hvilka trotsat alla hittills anviinda medel for att bringa
dem till vitskor; de #ro: vdte, syre, qudfve, koloxid och
quéfoxid. /

2. Induktionsstrémmarne.

En elektrisk strém, bendmnd induktionsstrém, uppvic-
kes 1 hvarje sluten metallisk ledare, da man till densamma
ndrmar eller derifran afldgsnar vare sig en magnet eller en
" elektrisk strom af oforinderlig styrka, dfvensom di vid
oforindradt afstand styrkan hos magneten eller hos den
elektriska strommmen ¢kas eller minskas. Niar den induce-
rande kraften afligsnas eller till sin styrka minskas, blir
induktionsstrommens rigtning motsatt mot hvad den ar, da
kraften nirmas eller far sin styrka forokad. Inom en och
samma ledare kan dfven den ena delen uppvicka dylika
strommar i den andra, och dessa kallas d& extrastrémmanr.

Dessa af Faraday 1831 och derefter bekantgjorda la-
gar gafvo forklaring pa den s. k. rotationsmagnetismens
fenomener, hvilka man dittills ej ritt kunnat forsta. Dessa
besta deri, att en jernfri metallskifva kan utdfva inverkan
pd en nirbeligen magnetnal och omvindt, da endera af-
dem befinner sig i rorelse. Orsaken hértill dr den, att
magneten uppvicker induktionsstrommar i skifvan, hvilka
sedan i sin ordning &terverka pa magneten. Vid kon-
struktion af galvanometrar och kompasser har man héraf
gjort en siirdeles vigtig anvindning, nir man, for att fa
den i rorelse satta magnetnélen att hastigt aterga till hvila,
omgifver den med tjocka metallringar. Denna vexelverkan
mellan magneter och induktionsstrommar upptrider under
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en sirdeles egendomlig form, d& man mellan polerna
pa en stark elektromagnet bringar en metallskifva i ro-
tation, ty ofverlemnas skifvan da at sig sjelf, stadnar
hon nistan dgonblickligt i sin rirelse, liksom kompassnalen
1 sin metalldosa, men &fvervinner man med tillriicklig kraft
det starka motstand, som magneten utdfvar, och verkligen
patvingar skifvan en fortfarande rotation, s& upphettas hon
s& betydligt, att Joule pa detta sitt kunnat nedsmilta
en skifva af bly.

I teoretiskt hinseende maste upptdckien af induk-
tionsstrommarne naturligtvis anses sdrdeles betydelse-
full, men man skulle, atminstone vid fdrsta paseende,
kunna fraga, huruvida den med hénsyn till det praktiska
kunnat vara af nagon synnerlig vigt, d& man vil hellre
borde begagna deun direkta och oafbrutet verkande strom-
men fran staplarne, &n den pd omvigar erhillna induce- .
rade, hvars verkningar 4ro diskontinuerliga. Men skilna-
den &r den, att induktionsstrommen ej blott eger de egen-
skaper, som tillkomma strémmarne fran stapeln, utan der-
jemte friktionselektricitetens utomordentligt stora tension.
Induktionsstrommarne representera saledes pa sitt och vis
foreningen af de bada slagen af elektricitet, nimligen stap-
larnes dynamiska med stor elektricitetsmidngd, och den
statiska med dess starka gnistor. -

Medelst induktionsapparaterna kan man nu égonblick-
ligen och pa ett ndra nog kontinuerligt sitt erhdlla lika
kraftiga gnistor, som fran de gamla friktionsmaskinerna,
utan att pa ett tidsddande sitt behdfva ladda ett stort an-
tal Leydiska flaskor. Dessa strommar gifva allt, hvad
man med stapelns tillhjelp och formedelst friktionsmaskinen
kan vinna, n#mligen attraktioner, repulsioner, gnistor,
varme, ljus, kemisk verkan, nervdsa stotar, magnetisering
af jern m. m., och de ha éifven blifvit oumbérliga for ve-
tenskapen, industrien och krigskonsten. Den Ruhmkorffska
apparaten, hvars verkningar ‘dro jemforbara med askans,
ar verldsbekant; for vetenskapligt behof anvindes den for-
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némligast vid spektral-analysen, och inom krigskonsten be-
gagnas den for minors antindning. De magneto-elektriska
maskinerna lemna induktionsstrommar, i det man till en
sluten ledare alternativt nirmar och afligsnar polerna pa
en magnet. Under verldsexpositionen i Paris sistlidne som-
mar fick man om aftnarne se elektriskt ljus utsindas fran
tvenne fullstindiga, i parken uppstilda fyrbakar. Ljuset,
som hdr frambragtes genom en med angkraft drifven mag-
neto-elektrisk maskin, var blindande hvitt och visade, vid
jemforelse med det matta gula ljus, som en ndrbeldgen fyr-
-bak af vanliga slaget samtidigt utsinde, huru vigtig upp-
tickten af induktionsstrémmarne varit dfven for sjofarten.
En lika vigtig anvindning af dessa strommar finna vi df-
ven vid fraga om telegrafering, ty vid de vanliga jernvégs-
telegraferna 4r det dessa, och icke strommar fran staplar,
som begagnas. Slutligen hafva under aldra sista tiden
Wheatstone och Siemens konstruerat induktionsapparater,
medelst hvilka man pa det mest omedelbara siitt kan for-
vandla mekanisk rorelse 1 magnetism och dynamisk elek-

tricitet, och det synes verkligen vara omdjligt att ana, till

hvilka vigtiga resultater Faradays upptickt af induktions-

strommarne slutligen skall leda.
: (Forts.)

Satser.

Foljande redan af Galileus funna sats anse vi sasom
allmint bekant.

Falltiden fér en partikel lings den vertikala diametern
hos en cirkel &r lika stor med falltiden léings en korda
hvilken som helst, blott hon drages fran den hogsta eller
lagsta punkten hos sagde diameter.

Med tillhjelp af denna sats kunna Igsningar finnas till
féljande problem.

Sck laget for den rdta linie, lings hvilken en parti-
kel faller utan begynnelsehastighet pa kortaste tid
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fran en gifven punkt till en gifven rét linie;
,2. fran en gifven rit linie till en gifven punkt;
fran en gifven punkt utanfér en gifven cirkel till
cirkeln;
4. fran en gifven cirkel till en gifven punkt utanfor
densamma;

b. fran en gifven punkt inom en gifven cirkel till
cirkeln;

6. fran en gifven cirkel till en gifven punkt inom
densamma.

AFDELNING IV,

Anmilan af tre femstilliga logaritmtabeller.

1. Brocu, Logarithmetabel med fem decimaler, udgiven til Skole-
brug. Christiania 1865. 32 sidd. 8:0. Pris: 30 ére rumt.

2. Scanommcn, Finfstellige Logarithmische und Trigonometrische
Tafeln. Braunschweig 1866. 170 sidd. 8:0. Pris: 1 r:dr 90 ore.

8. WackerBartH, Femstilliga logarithmtabeller. Upsala 1867.
224 sidd. liten oktav. Pris: 2 r:dr rmt.

Ifragavarande trenne tabeller utmirka sig, sisom sjelfva namnet
antyder, framfor de hos oss vanligen begagnade sjustilliga logaritm-
tabellerna (af Vega-Hilsse, Vega-Bremiker, Kohler, Schron) derigenom,
att de hafva endast fem decimaler. Deras nistan samtidiga utgifvande
i tre lander antyda ett pd flere hall kindt behof af sidana tabeller. Vid
forsta paseendet tyckes det besynmerligt, att man skall behofva tabeller,
som #ro mindre noggranna #n de, hvilka man forut har. Men denna
besynnerlighet forsvinner snart, di man fir veta, att begagnandet af
sjustilliga logaritmtabeller i de flesta fall forutsitter noggrannare obser~
vationsdata, an vara nuvarande resurser medgifva. Sjelfva astronomerna
anvinda derfére vanligen de enkom for deras rikning utgifna Bremikers
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sexstillign logaritmer; fysici gora vid berikningar af ljusvagslingder,
hvilka erfordra ytterst fina mitningar, vanligen ej bruk af andra &n
femstialliga logaritmer; mekanici behofva vid berikning af dimensionerna
pa lingderna af de i deras byggnadsforetag forekommande delar endast
femstalliga logaritmer. Utom det att saledes i flertalet af fall sjustilliga
logaritmer for praktiken #ro ofverflidiga, medfér deras begagnande en
onodig tidsspillan. Det erfordrar tydligen mera tid att finna ett tal i
en storre bok #n i en mindre, mera tid att skrifva ett storre tal &n
ett mindre, mera tid att rikna med storre tal &n med mindre. Vidave
riskerar man lattare att begd ett riknefel vid vidlyftiga &n vid enkla
rikningar. I pedagogiskt hinseende kan det ej vara mera ldrorikt att
begagna stora tal 4n smi. De smi talen fattas littare an de stora och
afleda tanken ej s& litt frin hufvadsaken som de stova. Inlirandet af
logaritmer blir ofta afskrickande vid anblicken af den digra bok, hvari
de innehallas. P grund af allt detta anse vi utgifvandet af ofvan-
nimnda tre tabeller sisom en nationalvinst.

Med detta hafva vi ej velat siga, att sjustilliga logaritmtabeller
aro ofverflidiga. Sa t. ex. kunna vi ¢j undvara dem vid rikningar med
sammansatt rinta pa flera ar och i allménhet ¢j vid rikningar, der man
pa ett uppgifvet datum gor itererade rikneoperationer, hvarigenom ett
fel i borjan vid hvarje foljande operation forstoras.

Vi g2 nu till redogorandet for vira tre i ofverskriften omtalade ta-
beller.

Brochs tabell.

Denna tabell innehaller mantissorna for de brigeiska logaritmerna
for tal fran 1000 ill 10000 jemnte tillhorande proportionaldelar, vidare
logaritmerna for de trigonometriska funktionerna for hvarje minut fran
00 ill 2°, for hvar femte minut frin 2° till 11°, for hvar tionde minut
fran 119 till 45° jemte differenserna for en minut. Slutet af tabellen
innehaller nagra sjustilliga logaritmer 1 och for rakningar med samman-
satt rinta frin och med 1 procent till och med 5% procent. Vidare iro
de sjustiilliga logaritmerna for talen m, e och 2 angifna. Sisom skol-
bok anse vi denna tabell synnerligen limplig. Vi skulle dock onskat,
att denna tabell vid de trigonometriska logaritmerna begagnat karakte-
ristikerna 1, 0, T, 2,.. i st. £ de anvanda 11, 10, 9, 8, .. &fvensom
att den upptagit de naturliga sinus, kosinus, tangenterna och kotan-
genterna med atminstone tre decimaler.

Schlémilchs oeh Wackerbarths tabeller.

Vi taga dessa tobeller tillsammans, alldenstund de begge hafva
samma &ndamal, nimligen att gagna dels vid skolundervisningen och

:
3
;
3
i
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akademien, dels vid rikningar for vetenskapliga eller mera praktiska
#indamal.

1. S:s tabeller dro i det nirmaste en afkortning af Schrons sju-
stilliga logaritmer, hafva liksom dessa lika hoga siffror, &ro liksom dessa
tryckta pd ett utmarkt vackert papper, hafva liksom dessa ett minus-
streck under den sista decimalen, d3 denna #r uppkommen genom ok-
ning.

W:s tabeller, hvilka till formatet (fickformat) likna Lalande’s, pa-
minna i typografiskt hinseende” om Bremikers tabeller genom sina olika

- hoga siffror. Siffrorna 3, 4, 5, 7, 9 skjuta nimligen nedom linien,
siffrorna 6 och 8 deremot hoja sig ofvanom demsamma. Hiarigenom sir-
skiljas siffrorna littare frin hvarandra, t. ex. 1 frin 4, 0 frfn 6. Om
W:s tabeller i detta afseende sta framfor S:s, si hafva deremot onckli-
gen S:s tabeller foretride framfor W:is genom markerandet af sista deci-
malens beskaffenhet att vara for stor eller for liten. Om t. ex. man
skall dividera 98525 med 2, blir gvoten efter W:s tabell 49263 (it-
minstone enligt det vanliga bruket), men enligt S:s rigtigare 49262. Lat
vara att i praktiken resultaten i det nirmaste sammanfalla, sa kinnes
det dock angenimare att rikna med palitligare siffror.

2. Begge tabellerna innehalla femstilliga briggiska logaritmer for
talen 1 till 10000 jemnte tillhdrande proportionaldelar. Derefter upptaga
S:s tabeller de sexstilliga logaritmerna for talen 10000 till och med
10909 i och for ranteberikningar &nda till 9,1 procent. W:s tabeller
upptaga for samma #indamal de sjustilliga logaritmerna for talen 10000
il och med 10999 (duga siledes anda till 10 procent). Emedan S:s
tabeller hir iro sexstilliga, men W:s sjustilliga, kunna den forres an-
vindas vid berikning af rinta pa rinta endast for 10 &r, den senares
deremot for till och med 100 &r. I rinteformeln

S=Fk( +r)m .
blir for » — 10 genom multiplikation decimalkommat framfiyttadt ett
steg till hoger, men for » = 100 framflyttas det 2 steg. En sexstiillig
logaritm blir alltsd redan for » = 10 forvandlad till femstillig, en sju-
stiillig deremot blir femstallig forst for » = 100.

Har sidd. 32—86 har W. vidfogat en kolumn, hvarigenom man
utan svarighet kan finna en sjustillig logaritm for ett tal hvil-
ket som helst mellan 1 och 10000. Detta #r synnerligen fordel-
aktigt, om man ej har till hands en sjustallig logaritmtabell.

8. Sis och W:s tabeller upptaga begge naturliga logaritmer med
5 decimaler. De skilja sig derutinnan, att S:s tabeller gilla blott for
talen 1 till 100, men W:s for talen 1 till 10000. Dessa tabeller kom-
ma ofta till gagn vid studiet af differential- och .integralkalkylen, der,
som bekant, niistan inga andra logaritmer forekomma.

4, 8. och W. hafva begge de naturliga sinus, kosinus, tangenter
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och kotangenter frin 0° till 45° med den skilnad, att S. har dem frin
00 till 1° med 7 decimaler, frin 1° till 5° med 6 decimaler, fran 5°
till 45° med 5 decimaler, hela vigen for hvar tionde minut, da W:s

tabell deremot angifver dessa funktioners viirden i blott tre decimaler

ofverallt, och detta for hvar tionde minut till 5°, for hvar 20:de till
15° och sedan for hvar 30:de. Upptagandet af de naturliga sinus anse
vi synnerligen fordelaktigt for vara skolor, der vi ofta nodgas studera
mekanik och trigonometri utan att forut hafva kunskap om logaritmer.
Dessutom fister sig betydelsen af sinus och kosinus mycket skarpare i
minnet genom att rikna med dem sjelfva i st. f. med deras logaritmer.

5. Om pa de naturliga trigonometriska funktionerna S. nedlagt
storre arbete &n W. (ehuru for vanliga praktiska behof W:s 8 decimaler
aro fullt tillriickliga), sb blir dock vid dessa funktioners logaritmer for-
hallandet omvandt. S:s logaritmer for de trigonometriska funktionerna
g2 nimligen endast frin minut till minut. W:s deremot gi frin sekund
till sekund fran 0° till 10/, fran 10 till 10 sekunder emellan 0° och 5°,
fran minut tll minut dnda till 45°% Derjemnte utmirka sig W:s tabeller
ejt blott framfsr S:s utan framfsr alla andra derigenom, att de utvisa
den bage, som svarar emot en bestimd trigonometrisk funktion ej alle-
nast, d3 bigen slutar i forsta qvadranten, utan ifven di han slutar i
nagon af de tre Ofriga, ifvensom derutinnan (och det mahinda den
forndmsta fortjensten), att de alltigenom #ro beledsagade af interpo-
lationstabeller, som angifva korrektionerna for sekunderna. Mot W:s ta-
beller vilja vi hir i forbigiende anmirka, att han i ofverskriften be-
gagnat uttrycket sin., tan., o. s. v. i st. f logsin. logtan., o. s. v.;
emot bade W:s och S:s anmiirka vi, att de begagnat karakteristikerna

9,8, o.s.v.ist.f 1, 2 I pedagogiskt hinseende #ro desa sma

fordndringar af ej ringa betydelse. ~

6. Begge hafva tabeller for qvadratrotter ur tal och fér vanliga
braks forvandling till decimalbrak, ehuru hos S. detta giller blott for
tal eller nsmnare, som #ro mindre #n 100, di deremot W. har utstrickt
tabellen for tal och ndmnare #nda till 1000.

W. har en tabell for primtalen under 1000, en for gvadraterna pa
talen 1 till 1000. Dessa tabeller har S. ej ansett fortjenta af att upp-
tagas. I stillet har han en tabell for kubikrétterna ur talen 1 till 100,
Denna ater har W. ansett kunna undvaras.

S. har en tabell uttryckande lingden pa ellipsqvadranten i halfva
storazeln sisom enhet for virden pa halfva lillaxeln mellan 0 och 1.
En sadan tabell har W. ansett ofverfiodig. I stillet har han en tabell
upptagande

log1.2.3:4...2z, logl.3.5...2 och log2.4.6...z,

den forsta for virden pa = fran 1 till och med 99, den andra fran 1
till och med 65, den tredje fran 1 till och med 66, Dessa logaritmer
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iro ofta tll nytta i sannolikhetskalkylen, 1 binominalrikningar och i teo-
rien for definita integraler.

7. Begge innehilla en mingd fysiska och kemiska konstanter. W.
upptager dessutom de vigtigaste astronomiska konstanterna. Manga af
dessa har W. erhallit af prof. Edlund och den engelske astronomen
Airy. Vidare har W. en tabell for hojdmétning medelst barometer. Vid
manga af de fysiska konstanterna har W. vidfogat empiriska formler,
allt pa grund af de nyaste forskningar och resultater, till hvilka veten-
skapen hunnit. Genom dessa formler och konstanter blifva tabellerna
sirdeles nyttiga vid fysiska och astromomiska rikningar.

For lattare ofvers1gts skull vilja vi sammanfatta det om S:s och
W:s arbeten sagda i nigra fa rader.

Begge tabellerna hafva stora fortjenster genom att i en bok af
ringa omfing upptaga utom femstiilliga logaritmer for tal och trigo-
nometriska funktioner #fven de naturliga sinus, tangenter, o. s. v.;
genom att infora sjustilliga logaritmer, der sadane befinnas vara af no-
den, genom att angifva de hyperboliska logaritmerna, genom tabeller
for qvadratrotutdragning, for vanliga briks férvandling till decimalbrak
och genom tabeller for en mingd fysiska och kemiska konstanter. I de
flesta nu uppriknade fallen dro dock W:s fortjenster dfvervigande, i det
att han har flere sjustalliga logaritmer, flere trigonometriska loga-
ritmer, flere tal for rotutdragning, flere tal for forvandling af vanliga
brik till decimalbrdk, flere konstanter (W. har nimligen fven astrono-
miska). Vidare utmérker sig W. genom . sin lilla hjelptabell, medelst
hvilken man utan svirighet kan finna en sjustallig logaritm for
ett tal hvilket som helst fran 1 till 10000, ifvensom foretri-
desvis for sina 1nterp011at10nstabeller inom hela det trigo-
onmetriska omradet.

De delar, hvaruti Schlomilchs tabeller ater sfvertriffa Wackerbarths ,
dro uti tabellerna for natural-sinus (en i femstilliga tabeller nagot pro-
blematisk fortjenst), i markerandet af den sista decimalens beskaffenhet
att vara for hog eller for 13g och i trycket pa vackrare papper.

Professor Wackerbarths egenskap att vara astronomisk kalkyla-
tor*, att vara en savil i fysik som i den rena matematiken utmirks vil
bevandrad man lemnar oss en borgen for, att hans tabeller innehalla just
det noggrannt, som behofver vara det. Hans tabeller vittna om ett
med storsta . omsorg utférdt arbete, och vi kunna & annat &n pa det
varmaste rekommendera detta arbete till antagande i hela den cmhse—
rade verlden**,

* Prof. W. bar utgifvit tvenne arbeten, det ena om planeten Neptuni,
det andra om asteroiden Ledas perturbationer. Sina nu utgifna tabeller
har han tillcvn at astronomie professoren Adams, hvilken, sdésom bekant,
samtidigt med Leverrier forutsade, hvar dcn da obekanta planeten Nepta-
nus pd himlahvalfvet skulle uppsokas.

** En ny upplaga af W:s tabeller dr snart att forvanta.

3-*
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Schlsmilch ar ett i Sverige vil kindt och virderadt namn. Knap-
past finnes hirstides nagon matematiskt bildad person, som ej har att
tacka honom eller rittare hans arbeten fér mycket af hvad ban kan. Vi
kanna oss derfore liksom litet besligtade med honom och vilja gerna
tillegna oss hans, att jag si ma siga, populira alster. Hans tabeller
komma utan tvifvel att blifva ett tfverallt gangbart mynt. Dock kunna
vi ej, pa grand af hvad ofvan #r yttradt, gifva dem hogre rum #n det
niist efter Wackerbarths.

Professor Brochs arbeten #ro tyvirr i Sverige ej pa langt nir sa
mycket ldsta, som de fortjena. Vi kiinna honom dock dels genom hans
ordfsrandeskap i den matematiska sektionen vid det sista naturforskare-
motet, dels genom hans framstaende lirobicker i elementargeometrien,
algebran, differentialkalkylen, deskriptiva geometrien, genom hans af-
handlingar i de elliptiska funktionerra, i den matematiska optiken, m. m.
Hans logaritmtabeller vittna, att han vet att vid undervisning skilja huf-
vudsak fran bisak. Undertecknad har med noje och framgang anvindt
dessa tabeller vid det laroverk, der jag har #ran vara anstild.

" F. W. HuLtMaN, -

~

Satser,

gifna i skriftliga mogenhetsexamen h. t. 1867.
For latinlinien.

1. Dela en parallelogram midt i tu medelst en rdt linie, som gdir ge-
nom en gifven punkt inom parallelogrammen.

2. Att konstruera en cirkel, ]wars periferi dr medelproportional
mellan trenne gifna cirklars periferier.

3. En sexhbrning dr inskrifven i en cirkel. At bevisa, det summan af
den forsta, tredje och femle vinkeln dr lika stor med summan af den an-
dra, fierde och sjetle vinkeln.

4. Bevisu, all summan af quadraterna pd diagonalerna i en pa-
rallelogram Gr lika med summan of guadraterna pd hans 4 sidor.

5. Att af en indelerminerad rdt linie afskdra ett stycke, som for-
hitller sig till en gifven rit linie som NERT/BY

6. Attien gifven cirkel inskrifva 3 lika stora cirklar, svm tangera
hoarandra och den gifna cirkeln.

7. Att upprita en triangel, dd man kdnner en sida och de bdda
ki der, som svara mot de Gfriga sidorna.

8 A \f 2 silfversiinger, den ena innehdllande 40 lod koppar och 60
lod rent silfver, den andra 20 lod koppar och 70 lod rent silfver, skall
Sforfardigas en bigare, som bir innekdlla 10 lod koppar ovh 20 lod rent
silfver, Hur mdnga lod bior wman taga af hvardera stdngen?.
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, 9. Négon bjuder for .en gird 5,000 r:dr kontant och 10,275 r.dr
* efter 6 mdnuder. En anman oill gifca 7,000 ridr kontant oeh 8,330 rdr
efter 9 ménader. Siljaren anser bida anbuden lika goda. Hur stor pro-
cent berdknar han pd sina penningar?

70. Bevisa, att om man till bide tiliare och ndmnare i ett egentligt
brék adderar ett och samma hela tal hvilket som helst, s@ ¢kas derige-
nom brdkels virde.

11. Dela talet 16 i tvd delar, s att summan af deras positiva qua-
dratritter blifver eft maximum.

12. Ur eit med vatten fyldt kirl, som har form aof en med spetsen
nedd@t vind. kon af 4 twms héjd och 1/, tums basradie, timmes %, of
innchdllet pd en cylindrisk flaska. Huru stor dr hennes radie, om vatt-
net i henne efter pdfyliningen stér lika hogt som dlerstoden af innehdllet
i det koniska kirlet?

13. Dela 9,555 i 6 delar, si oft hvarje foljande del blifver 4 gdn-
ger sd stor som den foregdende. Huvilka blifca delarne?

For reallinien.

14. Upprita en rektangel, sd att den blifver lika stor med en gif-
ven quvadrat och far tvd narlrgyande sidor tillsammantagna lika med en
gifven rdt linie.

15. Bevisa, att om en fyrsidig figur delas i 2 lika stora delar ge-
nom en af sin diagonaler, 5@ skir denne dfven den andra diagonalen
midt i %u.

16. Att upprita ett parallelirapezium, dé man kéinner de bdda pa-
rallela ‘sidorna och bdda diagonalerna.

17. Dela en gifven fyrsidig figur midt i tu- medelst en rdt linie, som
gdr genom ndgon of figurens vinkelspetsar. .

18. Dela en gifven triangel midt i-tu genom en rit linie, som draqes
parallelt med en gifren rdt linie.

19. Aft mellan periferierna af tod gifna cirklar inpassa en rdt linie
af gifven lingd, parallel med en gifven rat linie.

20. A#t genom toenne cirklars ena skarningspunkt draga en rit linie,
som skéiir cirklarne sé, att de afskurna segmenten blifva likformiga.

21. En képmans handelsvinst var drligen lika med '/, af den for-
mégenhet, som han egde vid drets bmjan, hans lefnadsomkostnader upp-
gingo drligen till 2,900 rdr. Efter tre dr var han egare till 1/, ging
6 stor formigenhet, som di han borjade sin handel. Huru m yeket egde
han da?

92, Twd koncentriska cirklars radier dro 1 fot och 2 fot; huru stor
ar d§ radien till en cirkel, som dr like stor med en ring, som inneslutes

af de begge forra cirklarnes periferier?
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23. Tvd koner dro gifna, hrillkas volymer Gro 20 och 30 kubikfot;
hurw stor blir - kdjden i en tredje kon, hvars volym ér lika med summan
of de begge forras, och i huilken bottenradien dr 3 fot?

24 Hvad wvéger ett marmorprisma, hvars bas dr en dtahirning
med 0.7 fols sida och hijd 5 fut?

Marmorns eg. wigt dr 25 ock vigten af en kub.-dec.~tum vutten
Lot lod.

25. I en geometrisk progression utgéra tredje och fjerde fermen till-
sammantagna 180, och tionde och elfte tillsammantagna 393,660, Huru
stora dro forsta termen och rationen?

26. En person eger 16,000 r:dr, utlinte till 5- procent. Som hans
lefnadsomkostnader gd till 1,000 rdr om dret, nidgas han hvarje &r bira
upp nigon del af kapilalet. Hoad eger han efter tio Gr?

27. I en triangel Gro ted sidor och mellanliggande vinkeln yifna.
Den enu sidan dr 8. den andra 10 fot. - Vinkeln ér 29 grader. Huru
stor dr den omskrifna cirkelns radic? '

28. Angif kortaste afstdndet mellan cirkeln

42? 4 4y — 247 — 16y + 43 =0
och réta linien .
Y+ 3r—3=0

29. Tre krafler, proportionella mot 1, /3 och 2, verka pd en och
samma punkt samt hdlla hvarandra dervid. i Jjemnvigt; sok vinklarne mel-
lan dessa krafters rigtningslinier,

30. Lings hvar sin katet till den ritvinkliga triangel, i hvilken hy-
potenusan dr wverlikul och den ene af de spelsiga vinklarne uppgdr till
30°, falla tvenne partiklar; angif forhdllandet mellan deras sluthastigheter,

31, En homogen och jemnijock sting wiger 16 B och dr 16,5 tum
ldng. Vid hennes ena dnda dro 36 B fistade, vid den andra 118, %.
1 hvilken punkt hir stdngen undersivdjas, om jemnsigt skall dga rum?

32, Sik forhdllandet mellan volymerna hos en luftpumps klocka och
cylinder, di 10 kolfslug kunna forindra spinstigheten hos luften i klockan
Srdn 760 Gill 5 millineler,

33. Antages quicksilfrets och glasets kubiska utvidgningskoifficienter

vara respective w3y 0ch sigy samt guicksilfrels eg. v. vid 0,° 13,506 huru

stor invdndig volym mdste di vid 09 det glaskirl eya, som vid 307 skall’

Sullstandigt fyllas of 6 B gvicksilfver af sistnémnda temperatur?

34, Man firestiller sig, att en sida af ett prisma, hvars brytande
vinkel Gr 45° och biytningsforhdllande %y, triffas af en lusstréle under
45 0 vinkel. Konstruera sirdlens vig och bevisa konstruktiomens giltighet.

35. Ur en elekirisk strombana borttager man en 2 fot ldng 05 li-
nie tjock kopparirdd, hvars specifika ledningsmotistdnd untages tll enhet.
Huru léng trdd af 0,5 linies radie och af ett dmne; hvars specifika led-
“ningsmotsidnd dr 9, bér man inpassa i strémbanan, for alt stromstyrkan
skall dterforas till hvad hon var, innan koppartrdden borttogs.

B R T TR T




Fig-S.

Vs

-







AFDELNING L

Svenska aritmetikens historia.
Af F. W. HULTMAN.
(Forts. fr. sid. 11).
CHRISTOPHER CLAVIUS¥

Titeln pa det arbete af denne utmirkte matematiker,
till hvilket vi haft tillgdng, dr: Cleistophori Clavii Bam-

bergensis e societate Jesu Epitome Arithmetice practice,

nune demwo ab ipso auclore vecognita et aucta. Colonice

Agrippine 1601. 308 sidor 8:o.

 _ * Ur M. M. Firmin Didots Biographie Générale hemta vi foljande

biografiska underrittelser om Clavius. Clavius (Kristofer), tysk mate-
matiker, af jesuiterorden, foddes i Bamberg ar 1537 och dog i Rom
1612, Hans samtida kallade homom det sextonde seklets Euklides.
Hans formin sinde homom till Rom, hvarest han med stor glans fore-
stod professionen i matematik under 20 ar. Han fick &r 1581 af paf-
ven Gregorius XIIT uppdraget att reformera tidrikningen och fullgjorde
med framging detta arbete. Icke dess mindre maste han vederligga
flere ordttvisa kritiker af sina samtida. Hans arbeten #ro:

Euclidis Elementorum libri XVI, cum scholiis, Rome 1574.

Epitome arithmetice practice. 1583.

Algebra. 1604.

Geometria practica. 1604.

Sinus, linee tangentes. 1586.

Commentarii in Spheram Jo. de Sacrobosco. 1581.

Calendarii romani gregoriani explicatio, jussu Clementis VIIL
Romz 1603. '

Computus ecclesiasticus per digitorum articulos et tabulas traditus.
Rome 1603,

4




54

Clavii arbete utmérker sig for en synnerlig grundlig-
het, vetenskaplighet och mangsidighet. Alla operationer
utfor han och fértydligar pad manga sitt samt kontrollerar
sina resultat genom flerfaldiga préfningsmetoder.

Sasom exempel pa fals beteckning och wuisigning vilja
vi talet 42,329,089,562,809. Detta betecknar han pa fol-
jande tre sitt:

43 329 08 563-809, 42 329 089 562 809,

4% 329 089 562 809

och utldser de bada forsta:

42 tusen ganger tusen ganger tusen ganger tusen.

329 tusen ganger tusen ganger tusen,

089 tusen génger tusen,

562 tusen,

809
samt det tredje »pa italienarnes vis»: 42 millioners millio-
ner, 329 tusen millioner, 89 millioner, 562 tusen 809.

Addition.

Uppstdllningen och utrdkningen vid detta rdknesitt
iro alldeles lika med de nu for tiden brukliga. Profnin-
gen af summans rigtighet sker pd fyra séitt: 1) genom nio-
proban, 2) genom sjuproban, 3) genom addition fram och
tillbaka, 4) genom subtraktion.

Som bekant, sker nioproban pa foljande sdtt: man
adderar siffrorna i hvarje addend till en summa, adderar
dessa s erhallna summor till en summa, adderar siffrorna

Fabrica et usus instrumenti ad horologiorum descriptionem oppor-
tuni. 1586.

Novi Calendarii romani apologia adversus Meaestlenum. 1588.

Adversus Jos. Scaligeri Elenchum et castigationem calendarii Gre-
gor. 1591.

Astrolabium. 1598.

Horologiorum nova descriptio. '1599.

Samtliga Clavii arbeten #ro utgifna i 5 folio-volymer under titel:

Opera Mathematica. Moguntiz, Eltz 1612,
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i den sist funna summan till en summa och fortfar sa, tills
man far blott en enda siffra (lat denna siffra heta a).
Derefter adderas siffrorna 1 den somma, hvars rigtighet
skall undersokas, tills man erhaller en enda siffra. Denna
siffra bor ocksd heta @, om resultatet &r ritt. Vid dessa .
additioner kan man begagna en genvig genom att ofver-
allt bortkasta nior. Vi vilja Clavil exempel.

Den till en siffra reducerade summaun af siff-

710654 rorna i den forsta raden ir 5,
8907 » » » » . andra » » 6,
56789 » » » » tredje » » 8,
o 880 » » » » fjerde » » 7.
777230

Den ensiffriga summan af alla dessa utgdr 8.
Den epsiffriga summan af siffrorna i talet 777230 dr ocksa
8, sisom den bor vara. ,
Vid sjuproban divideras hvarje addend med 7, resterna,
adderas till en summa, hvilken &ter divideras med 7. Den
sa erhallna resten bor bli lika med den rest, som man fin-
ner, d4 man med 7 dividerar den summa, hvars rigtighet
skall préfvas. 1 nyssnimnde exempel blifver summan af
de respektive resterna 0, 3, 5, 5 lika med 13. Denna
summa 13 och summan 777230 gifva vid division med 7
hvardera samma rest 6.

Subtraktion.

I olikhet med Ramus uppstiller och utriknar Clavius
talen alldeles som nu for tiden. S& t. ex. i exemplet

4500026304827 *
3929034567892

| 570991736935 |
siger Clavius liksom vi: 2 frén 7 gor 5, 9 frén 12 gor 3,

* Som vi se, begagnar Clavius tal, hvilka af en nyborjare svarligen
kunna fattas. :




56
8 fran- 17 "gor 9 0. s. v. Men han riknar ocksd samma
exempel pa foljande kanske ldttare sitt:

-2 fran. 7 gor 5, 9 fran 10 4r 1 och 2 dertill 4r 3,
8 fran 10 &r 2 och 7 dertill 8r 9, o. s. v.

Liksom vid addition profvar Clavius i subtraktions-

exemplen den funna restens rigtighet genom nio- och sju-
proborna, genom addition eller subtraktion.

Multzplz/catzon

Clavu generella definition pa detta riknesitt, hn.]l\en
passar sa vil for hela som fér brutna tal (Rami dugde
blott for hela tal) ar foljande: »multiplikation af té tal
med lhvarandra dr wppsokandet af ett tal, som sd& médnga
glnger mne]mll#r det ena af des.sa, som dﬂt cmdra innehdller
enheter ». '

Till multiplikatidnstabell begagnar Clavius den vanliga

pytagoreiska. For dem, som ha svart att lira sig utantill
produkten - af tvenne mellan 4 och 10 liggande hela tal
har Clavius uppgifvit en sirskild regel:

‘Man subtraherar hvardera af de_ gifna faktorerna fran

10. Produkten af dessa rester utgér antalet enheter i den

sokta produkten. Antalet tiotal erhdlles antingen genom

att stka sista siffran i summan af de bdda gifna faktorer-

na eller genom att frin den ena af de gifna faktorerna
subtrahera den rest, som hor till den andre gifna faktorn.
T. ex.: hvad ar 8 ganger 9, hvad 8 ganger 8 och hvad
6 ganger 7?%*

“Clavius uppskrifver utrikningen hiraf salunda:

9. 1 S8 2 73
8 2 8 2 6 4
T 2 6 4 4 2

* Rigtigheten af forfaringssittet inses latt af foljande betraktelse
Kallar man de bida gifna faktorernia « och 4. sa &r ’
10 ¢ — (10— M) + (10— a)(10 - b) = ab

och-afven S : .
IW{a ; 4)— 100 ¢ (10 — a)(10 — b) = ab.
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Man siiger 9 fran 10 gor 1, 8 frdn 10 gor 2; pro-
dukten 2 af resterna 1 och 2 utvisar antalet enheter i den
sokta produkten. Antalet tiotal utgbres af sista siffran i
talet 17 (summan af 8 och 9) eller ock af skilnaden mel-
Jan 9 och 2 eller mellan 8 och 1.

Anm. Denna for nybérjare svarbegripliga och for
andra ofverflidiga metod att multiplicera tva ensifiriga tal
med hvarandra hafva vi framstilt hir, emedan vi ater-

finna den sedermera i svensken Ublenii Compendium aritl.-

‘metices.

* Rigtigheten af en verkstild multiplikation profvar han
med nio- och sjuproban, medelst multiplikation (ab = ba)
‘och medelst division. '

Division.

Afven hir har Clavius en generell definition: » diwvision
dr fordelningen af ett framsatt tal (dividenden) < delar, hvil-
kas namn bestimmes af eft annat gifvet tal (divisorn) eller
uppsokandet of et tal, som innehdller enheten lka manga
ginger som dividenden innehdller divisorn».

Denna definition, som passar for bade hela och brutna
tal, dr mirkvirdig derfore, att den papekar, att de till
division hérande fragor dro af en tvefaldig natur. Da 12
skall divideras med 4, kan detta betyda icke allenast, att
man skall taga fjerdedelen af 12, utan ock, att man skall
undersdka, huru manga ganger 4 innehalles i 12.

Utom Rami sitt att dividera, anvinder Clavius tvenne
andra, af hvilka vi dock endast framhalla det ena; detta
sitt karakteriseras af resternas utlemnande och af de par-
tiella multiplikationernas verkstillande fran venster till ho-
ger pa sitt, som ndrmare upplyses af vidfogade exempel.
Owm 1832487 skall divideras med 469, sker utrdkningen
pa foljande sdtt. Man uppskrifver divisorn 469 under di-
videnden si, att 4 kommer midt under den andra siffran
(8) af den samma (den gar ndmligen ej upp i den forsta);
man sdger vidare: 469 i 1832 gér 3 ganger. Qvotsiffran
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3 uppskrifves till héger om dividen-
i den. Derefter fortfar man: 3 gan-
1 ger 4 &r 12, 12 fran 18 gér 6.
,?‘ﬂ : Resten 6 uppskrifves ofvan siffran
‘%771‘5'(‘) 8 i dividenden, hvarefter de begag-
655364 nade siffrorna 1 .och 8 i dividenden
iééz'ig"z‘ (3907104 samt 4 i divisorn Ofverstrykas.  Vi-
469999 dare fortsitter man: 3 génger 6 Ar
ibdd 18, 18 fran 63 gor 45. Denna rest
i * 45 uppskrifves ofvanom 63, hvaref-
44 ter de anvinda siffrorna 6 och 3 i
dividendens aterstod samt 6 i divi-
sorn ofverstrykas. Derefter fullfsljer man 3 génger 9 &r
27, 27 fran 52 gor 25, hvilken rest uppskrifves ofvanom
52, hvarpa begagnade siffror ofverstrykas. Derpa uppskrif-

ves divisorn 469 pa nytt under den forra divisorn 469 med

iakttagande af att alla dess siffror flyttas ett steg till ho-

ger. Gangen #r tydlig. Man erhaller slutligen en rest ‘

104, hvars tre siffror naturligtvis ej dro ofverstrukna, all- |

denstund med dem ej vidare opereras. Qvoten blir 3907124,
Division préfvar Clavius med nio- och- sjuproborna,

medelst multiplikation och medelst division.

_ Brik.

Clavius forkortar brak dels medelst storsta gemensam-
me divisorn (Eukl. VII. 2), dels medelst att dividera med
mindre . tal. Brédk gor han likndmniga enligt den metod,
som dr framstdld i Eukl. VIL 36 och 38 (att till tva eller
tre gifna tal finna -den minsta gemensamma dividenden),
Vidare redogér han for, huru man skall finna brdk af érdk,
t. ex. att finna hvad £ af £ af en hel dr.

I multiplikation har han den vanliga regeln: »multipli-
cera tdljare med taljare» o. s. v.

Ex. 1. Hvad dr 8 ganger +? Clavius skrifver
42 eller 62. ‘v

Ex. 2. Hvad 4r 2 ganger +? Svar: {%. »Ingen for-
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undre sig att produkten blir mindre 4n %, ty man skall
taga den ena faktorn % s& manga ganger som den andre
faktorn 2 innehdller enheter».

I division har han den vanliga regeln: »vind upp och
ned pa divisorn» o. s. v.

Ex. Dividera 6 med 2. Clavius skrifver § £ | 32
eller 9.

Regula trium
sonderfaller i enkel, omviind (eversa) och sammansatt.

Enkel regula de #¢ loses genom anvindning af den
»gyllene regeln» (produkten af de yttersta #r lika med pro-
dukten af de medlersta. Eukl VIL 19).

Pa omuvdnd regula de tri har han bland andra exem-
pel foljande: »till en klidning &t sig kioper nagon ett tyg,
som dr 9 alnar langt och 3 qvarter bredt; huru manga
alnar skulle erfordras till samma kladning, om tyget vore
blott 2 qvarter bredt?»

' P& sammansatt regula de tri anfora vi foljande exempel:

»Om 300 gyllen pa 4 ar fortjena 100 gyllen, hvad
skola 1580 gyllen fortjena pa 7 Ar?»

Clavius loser detta problem genom tvd pa hvarandra
foljande tillimpningar af den gyllene regeln.

Gyllen. Gyllens vinst.  Gyllen. Gyllens vinst.
300 100 1580 ? Svar: 526,
Ar Gyllen. Ar. Gyllen.
4 5262 7? Svar: 9212.

Svaret blef altsa 921% gyllen *.

Bolagsrikning (regula societatum).
Hithérande problem utriknas enligt den vanliga re-
geln: summan af rationstalen forhaller sig till delnings-
summan som hvart rationstal till motsvarande andel af

* Clavii metod att rdkna sammansatt regula de tri prisas mycket
af svensken Bure i hans Arithmetice instrumentalis Abacus.

Helmzstadii 1609.

\
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delningssumman. Bland exemplen pa denna rikning har
han dfven féljande:

»Ett kar har i sin botten tre ror. D& det storsta ar f
oppet, utstrommar allt vattnet pa tva timmar; da det
medlersta &r oppet, utstrommar allt vattnet pa 3 timmar;
slutligen da det minsta &r oppet, utflyter hela vattensam- '
lingen pa 6 timmar. P& huru lang tid alltsd skall hela |
vattenmassan utstromma, om alla tre réren samtidigt dro "
dppna, under antagande att genom hvardera rdret vattnet
stindigt fran borjan till slut utflyter pd samma sitt?»

Clavius utriknar detta genom att forst bilda analo-

gierna
Timmar. Kar. Timmar. Kar.
2 l } 3
3 1 6°? Svar: [ 2
6 | I
hvilka i ord tolkas salunda: om ett kar kan tommas ge- ,
nom det strsta roret pa 2 timmar, huru manga kunna v
tommas pa 6 timmar? o. s. v. '
Héraf bildas enligt regeln for bolagsrikning foljande

analogi ]
Kar.  Timmar. XKar. ~ Timme.
6 6 B Svar: 1; ' }
eller, om 6 kar kunna témmas pd 6 timmar, huru méanga i
timmar erfordras for att témma ett kar? Svar: 1 timme. ‘

Allzgationsrikning.

Sasom vi redan under Ramus niamnt, #ro hithérande
problem hos de gamle af den obestimda natur, att manga
l1osningar derd kunna erhallas. Vi dfvergd nu till ett nir-
mare studium af de gamles metod att losa dessa problem,

i det att vi skola grundligt behandla féljande ur Clavius .
hemtade exempel.

» Kt skalpund peppar kostar 4 julier, 1 skdlpund negli-
kor 3 julier, 1 skdlpund kanel 6 julier, 1 skdlpund saffran .
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10 julier, 1 skilpund ingefira 8 julier. Huru mycket af
hvarje slag skall man taga, for att 1 skilpund md kosta 7
Julier?»

. Man uppstéller pro-

Julier. Skilnader. | blemet pa det sitt, som

Peppar 4 1 vidfogade schema visar.
Neglikor 3 3 .| Alla émnen, hvilkas

Julier Kanel 6 1 . pris dro mindre dn me-~
7 medelpriset delpriset, sédttas ofvan-
Saffran 10 4 fore detta; de 6friga ne-
Ingefira 8 3.1% | danfére. Derefter kom-
Summa 13 bineras hvart &mne,

som star ofvan medel-
priset, med ett hvilket som helst af dem, som std nedan-
fore. . Man iakttage blott, att alla &mnen fa vara med. I
detta exempel kombineras '

peppar med ingefira,

neglikor med saffran,

kanel med ingefira.
Man borjar sedan rikningen med den férsta kombinationen
(peppar och ingefira), i det man tager skilnaden mellan
medelpriset 7 och pepparens pris 4, samt stiller den funna
skilnaden 3 midt for ingefiran. Vidare uppskrifver man
skilnaden 1 mellan ingefirans pris 8 och medelpriset 7
midt” for pepparens, P& samma sitt forfar man med den
andra kombinationen (neglikor och saffran) samt med den
tredje kombinationen (kanel och ingefira). Forhallandet
mellan summan af de emot ett &mne staende skilnader och
summan 13 af alla skilnaderna utvisar den mingd, som
af i friga varande dmne skall tagas, for att 1 skalpund af
blandningen skall kosta 7 julier. Enligt detta skall hir
3 xli_ %

tagas 5 & peppar, 2 ¢ neglikor, % ¢ kanel,
saffran och

2 ¢ ingefdra.

* Mark, att punkten mellan 8 och 1 har ingen annan betydelse &n
att skilja siffrorna 8 och 1 fran hvarandra.
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Se hér.ett annat sitt att kombinera dmnena i samma
exempel. . ‘ o

Hir kombineras
Julier.  Skilnader. | peppar med ingefira,

Peppar 4 1.3 | peppar med saffran,
Neglikor .3 1.3 neglikor med ingeféra,
- Julier Kanel 6 3.1 neglikor med saffran,
7 medelpriset kanel med saffran, °
Saffran  10. 3.4.1 | kanel med ingefira.
Ingefira 8 3.4.1 Flera kombinationer
Summa 28 kunna ej komma i

: fraga.

Enligt samma forfaringssitt som nyss finner man, att
man bér taga %5 @ peppar, ;% @ neglikor, ;% & kanel,
o5 ¢ saffran samt %5 @ ingefira, for att 1 ¢ af bland-

ningen skall kosta 7 julier.

Vi afsluta detta exempel med att anfora ett tredje
kombinationssitt.
Héar kombineras

Julier.  Skilnader. peppar med saffran,
Peppar 4 3 neglikor med ingefira,
Neglikor 3 1 kanel med ingefiira.
Julier Kanel 6 1 I detta fall finner
7 medelpriset - man, att man skall ta-
Saffran 10 3 ga % @ peppar, <5 @
;I;ngefﬁl'a 8 4.1 neglikor, <& ¢ kanel,
o Summa 13 | & @ saffran, & ¢ in-
gefira, for att 1 & af

blandningen skall kosta 7 julier.

Anm. Rigtigheten af detta forfaringssitt inses af fol-
jande betraktelse. :
Lat a,, @,, a5, . . . Gz, vara de respektiva prisen
pa skalpundet af varorna A4, , A4,, A,, ... Ay, hvil-
kas antal i. foljd af kombineringsmetoden vi kunna an-
taga vara jemnt (nigra af dessa kunna vara af samma
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slag), och lat medelpriset m vara icke mindre &n o, a,,
a;, . .. a, samt icke storre 4n @py1, Ao, i. . Qg
Man Snskar finna hure manga skalpund af hvarje vara man
bor taga, for att 1 skalpund af blandningen skall kosta m.

Om @, , 2,, &, . . . &g, dro de respektive stkta an-
talen skalpund, sa leder problemet naturligtvis till eqva-
tionen : . ‘

B A By + Byl oo+ DgnCen
By ok &yt Byt o -

eller till
@, (ay, —m)+ &y (ay—m)+ zy(ay—m)+ . .. +2(a—m)+
+ Ut 1(Cn 41— M)+ T (O 2 ~ )+ By 4 3(@n 43— ) + .0
+ @9,(0gy~m))

0(1)

Om man tédnker sig, att varan
A, kombineras med 4,41,

-Az » » Aﬁ—l—2 )
A, » “» Agn s
s, gora Ramus, Clavius, Bure, Aurelius, Ublenius med flera
z =k (a1 —m), Zoo1=k.(m—a),
y =k (Quypo—m), Zuyo=k.(m—a,),
s = k. (@ 13—m), a},;+3=lc.(m_—a3),
2, =k, (a2n - m) ’ B =k (77’& - an)

hvarest
k= Upy1+ Quqe+ izt ...+ Qg —Q ~—a2‘—a3——. ce—Qy .

Genom insdttning af dessa vdrden i eqvationen (1)
reduceras denna till identiteten

k. [ (G 1)@y =10 + (G 2=y )+ .. + (a3 ) = ”.')] : 0.
+(@np1=-m)m - @)+ (Anpa-m)m-ay) + ...+ (ag,~m)m- ay)
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Problem, hvilka leda till eqvationer af forsta gra-
den med en obekant, losa Clavius och hans svenbka efter-
foljare genom
Regula falsi.

Denna 4r af 2 slag:

‘) simplicts positionis, der man at den obekanta gifver
endast ett enda godtyckligt virde, medelst hvilket
man sedan uppsbker det ritta virdet pa denna;

B) duplicis positionis, der man &t den obekanta gifver
tvenne godtyckliga vdrden, medelst hvilka man se-

_ dan uppsoker det ritta virdet pa denna.

@) Regula falsi med ett enda antagande.
Medelst denna lgsas eqvationer af formen
ax =k eller ar+br =k,
d. v. s. sidane eqvationer, i hvilkas alla termer pa ena
sidan om likhetstecknet 2 ingar som faktor.

Ex. Zre personer bestémma sig for att gemensamt kopa
ett hus jor 2700 gyllen. Den andre vill bidraga med dub-
belt sd mycket som den forste och den tredje med tre gdnger
sd mycket som den andre. Hurw mycket skall lwar och en
betala?

Lésning. Lat pa forssk den forste bidraga med ett
antal gyllen huru manga som helst, antag 6. Den andre
skall da lemna 12 och den tredje 36, altsi alla tillsam-
mans 54 1 st. f. 2700, som det borde vara. Man bildar
da analogien

‘ 54 .6 2700 ? Svar: 300,
hvilket i ord uttolkas: da antagandet 6 gifver ett pris af
54 gyllen pa huset, hvilket antagande bor man da gora,
for att priset pa huset mé blifva 2700 gyllen?

Svaret 300 antyder, att den firste skall betala 300,
den andre siledes 600 och den tredje 1800 gyllen.

Anm. Forfaringssittets rigtighet dr sjelfklar, allden-
stund i eqvationen

ar =k
k 4r proportionell emot .
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B) Regula falsi med tvenne antaganden.

Medelst denna losas ej allenast eqvationer af formen’

ax = k utan dtven eqvationer af formen
av+b=1F.

Ex. Alezander den store kom en gang < ett jfortroligt
samtal med filosofen. Kallistenes ott tala om sin alder. Han
yitrade dervid: »jag dr tvd ar dldre dn Efestion; Klytus dr
lika gammal som jag och Efestion tillsammans och dessutom
Jyra dr. Swmman af vira tre dldrar utgor 96 dr eller lika
mdnga dr som din far lir hafva lefvat.» Huru gamla voro
alltsd Alexander, Efestion och Klytus?

Losning. Antag pa Alexanders alder tva godtyck-

liga tal 20 och 30. Med &ldern 20 till utgingspunkt er-

halles summan af de tre aldrarne att vara 80 i st. £ 96.

Skilnaden mellan 96 och 80 eller 16 antecknas. (Se‘ vid-

fogade x-formiga figur). ' ‘

20 30
summan af de tre aldrarne att vara 120 i
st. f. 96. Skilnaden mellan 96 och 120 el-

16 24 (minus) Jer minus 24 antecknas. Skilnaden (40)

mellan 16 och minus 24 tages till divisor; skilnaden (960)

mellan 16 génger 30 och 20 ganger minus 24 tages till

dividend. Qvoten 24 utgior Alexanders alder.
Anm, 1. Forfaringssittets rigtighet #r ej svart att
finna. Lat nemligen den forsta glads eqvatlon som skall

losas vara
ar+b = ]c .

Gif 4t « efter hvartannat de godtyckliga virdena m
och n. Hiraf uppstd skilnaderna
m_n k—(@am+b) och k—(an+bd).
" Skilnaden a(n—m) mellan dessa tvd
E—(am+0) k—@n+8  pnu fuonna uttryck skall .tagas till di-
visor, och skilnaden (k— &)(n —m) mellan
mk—(an+0)] och nlk—(em+b)]

till dividend. Qvoten ZC—;E dr det ritta virdet pa @.

Med aldern 30 till utgauuspunkt erhalles
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Anm. 2. Utom detta exempel om Alexanders och hans
vinners aldlar, har Clavius flere andra, t. ex. det om Hie-
ros krona, det om kirlet med afloppsroren.

Aritmetiska serier.

Da man kédnuer forsta termen, termernas antal och
skilnaden mellan tva pa hvarandra foljande termer, visar
Clavius, huru man skall finna sista termen och seriens
summa samt gifver skil for forfaringssittet, hVIH\et dr det—
samma som 1 vara dagar.

Sasom exempel har han bland andra féljande:

Dé Herkules frigade Augias, Taru ménga kor och ozar
han -hade, svarade demne, att han hade sina kreatur pd 40

olika stillen, och att antalen kreatur pd det jorsta, andra,
tredje, jjerd#, ... 0. s v stillena voro i samma forhéllande
tll hvarandra som talen 8, 5, 7, 9, . . . o. s. v. Herkules
gick @l det forsta stillet och fann der 30 ozar. Huru
mdnga kreatur hade Augias och hwru mdnga hade han pd
den 40:de platsen? '

Gleomelriska serier. : c |
Summan af sddane serier uttrycker han i en regel,
hvars analytiska uttryck skulle vara

n—1 __
“ l—a + aq

n—1

S =
eller i sjelfva verket samma regel som hos Ramus.

Clavius utriknar, att det skulle erfordras 7131 jordklot
for att frambringa :
1+2+22+23 ..+ 288
hvetekorn, samt riknar ut-huru méanga fartyg, som skulle
erfordras for att transportera lika minga dukater. »Myc-
ket mer skola vi skrifva i var fullstindigare aritmetik ».

» Ldran om. quadratrotters widragning.

Clavii metod dr ungefir var vanliga metod med iakt-
tagande af de fordndringar som Clavii sétt att dividera
medfér. Vi visa hans metod genom att anféra utseendet
af ett rikneexempel. : ' ’ o
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Ex. 1.  A#t draga qva(lé'atv'oten ur 21178404.

Man uppdelar talet i sifferklasser med 2 siffror i
hvarje kiass genom punkter inunder siffrorna, saledes hir
21 17 84 04. Vi framstilla rdkningens olika utseende
under fmtganceu af opexatlonen

1

5 531 53 .
21178404(4 9117840446  91178404(46 21178404 (460
4 is6 444 ddao
9
531 531 531
b1178404(460 11784044602 311784 04 o2
48620 48620 02 14640 09
9 992 92

6
Den stkta gvadratroten dr saledes 4602. .

Ex. 2. A#t draga quadratroten wr 20.

Man finner forst talet 4. Genom att dividera skilna-
den mellan 20 och gvadraten pa 4 med dubbla 4 finner
man efter ndgra forsok, att man till ndsta term i roten
kan taga braket &. Genom fordubbling af 4% och division
i resten finner man, att till tredje term kan tagas braket
180 o 5 v, Qvadratroten ur 20 blir siledes i det nér-

6885
maste lika med summan af talen 4, &, 252 eller lika med

5

429160

61965 °

Anm. Detta exempel dr i flera hénseenden méirkvir-
digt. - Det visar oss, att de gamle utan kénnedom af de-
cimaler dock med tillhjelp ‘af vanliga brak kunde draga
qvadratroten ur ett tal hvilket som helst. Vi se vidare,
att de ej voro angeliigna om att forenkla sina brak. Hir
férekomma n#mligen tvenne otymphga brak %% och 22182
i stillet for de enklare 5 och 1% . Vilja vi utfora Clavii
rot 4%, blir den 4,47058; saledes qvadratroten ur 20 rig-
tig pa 2 decimaler. Vi ha nemligen ~/20 = 447213
, (Forts.)



Trigonometriska satser af D—a.

1L

1 en triangel dro gifna ay b och ¢; att finna A, B, C
och ytan.

Konstruktion (fig. T): Medelpunkten O till den i trian-
geln inskrifna cirkeln férenas med 4, B, C; perpendiklarne
04, , OB, , OC, fillas mot a, b, ¢ och sittas = ».

Upplésning: Om vi anviinda beteckningarna

@ = AB, = AC,,

g = BC, = B4,,
y = CA, = CB,,
p=x(a+b+o),
sa fas af
a=f+y,
b=y+a,
c=a+f
eqvationerna
C ' e=p—a,
g=p-0b,
vy=p—¢.

Kallas triangelytan y, sa hafva vi

. . A 4
2y = besin A4, eller y = besin 5 cos 5,

2y = r(a+b+c), eller y=rp,
A . A
r=atgo, eller 'r=(p—a)tg5,

hvaraf erhilles, om man eliminerar » och y,

cos {1— = \/Eﬁﬁji),

. A (p — bY(p — 0)
sin 5~ = \/(p 5%0)

och hiraf

samt

y = ~plp-ap-b)p-¢-
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II.

I en triangel dro gifna a och b (a>b) samt /\ C; att
finma A och B.

Konstruktion (fig. 8): Med C som  medelpunkt och b
som radie uppritas en cirkel, som skir BC i D) samt BC
forlangd i E; A4 forenas med D och E; DF drages // BA
och rakar AE i F. :

Upplosning : /\AI)C = +(4 + B), /\ADF 14~ B);

vidare ir

B -wiasm, TS -wiu-n
Men nu &ar :
" EB _E4
DB~ T4

hvaraf foljer, eniir - EB = a+b och DB =a-b
- a+d _tgi(d+B) :
Ce=b o tg3(4-B)

. "Problem i. deskriptiv geometri.:
Af A, F D WACKERBARTH '

" Vi forutskicka fobande for vart problem behoﬂloa sats:

TLdt AB vara en rdt linie (fig. 9). Delas den i C, si
att- CA: CB = m:n, och tages D i forlingningen af AB,
sd att DA: DB i samma. forhillande, nimligen m:n, och
ritas med centrum O ¢ midipunkten of CD halfcirkeln CPI),
s blir forhdllandet emellan de bida linierna. PA och PB frin
en punkt P hoilken som helst i periferien Gll A och B lika
med forhallandet of m il n. ' :

Sammanbind P med C och Dj; drag BE// DP och
BF [/ CP (punktema, E och F iro pa AP och dess for-
lingning).

b
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Vi fa
DA:DB = PA:PE; CA:CB = PA:PF.-
Enligt forutsittningen ar
O . DA4: DB = CA4:CB,
da saledes , , ‘ o
PA:PE =PA:PF, d. v.s.. PE="PF. . =
Men, enir A EBF ir rit, si ir
~PE = PF = PB,
da slutligen
PA:PB = CA:CB =m:n.
Vart ploblem 1yde1
En bas AC (fig. 10) mdtes upp pé eit horizontalt plan,
och delas 7 tvd segment AB och BC. (Antag t. ex. att AB
= 900 fot och BC = 600 fot). Vid de trenne punkterna
A, B och C observeras i samma ogonblick ballongens E
trenne  hojdvinklar EAD (8,), EBD (8,) och ECD
(0,). (Antag t. ex. att dessa dro 0, = 53° 9 23",
0, = 70° 48 30", 0, = 73° 23 14"). Att finna ballongens
lodrita hojd ED dfver det horizontala planet medelst en
geomeltrisk konstrukition.
Tag linien OP af godtycklig lingd (fig. 11), och lat
POPF' vara en rit vinkel.
Afsiitt vinkeln LPO = komplementet af 6,, (34° 50" 37"),
S Y MPO = Y » 6,, (19° 11'30"),
» » NPO = » o » 8, (16“ 36’ 46")
sa dro de trenne linierna’ OI OM,; ON i samma: propor-
tion till- hvarandra som de tlenne linierna 4D, BD, CD
(fig. 10), som forena foten DD af den fran ballongen pa
det horizontala planet. filda perpendikeln ED med de
trenne observationsstationerna. 4, B, C. I ‘nirvarande
fall #ro dessa linier i férhallandet af 14, 7 och 6 re-

7
spektive.

Tag nuefter en aodtyckhg skala AB = 900, BC = 600
(fig. 12). Nu giller det att finna en punkt A S@ beligen,
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att de trenne linierna FA, FB och FC hafva samma for-
hallande sinsemellan som OL, OM och ON i fig. 11.

Pa AC (fig. 12) tages punkten D och pa dess for-

lingning punkten E si bestimda, att

DA:DC= EA: EC = OL:0N, (=14:6),
och pa DE heskrifves halfcirkeln DFE, da de tvenne
linierna, som dragas frdn .en punkt hvilken som helst i
denna halfcirkels periferi till A och C 4ro i det erforder-
liga forhallandet af OL: ON.

-Pa AB tages punkten G och pid dess foxla,ngmng
punkten H, sa att
, ,(rA.GB_HA:IJB=OL:OM,(:M:'?),
och p& GH ritas halfcirkeln GFH, da linierna fran en
punkt hvilken som helst i denna halfcirkels periferi till
A och B éro i forhallandet af OT,: OM.

Alltsi #r punkten F der de tvenne half'culdame skéra
hvarandra, den stkta punkten, och linierna F4, FB, FC
hafva sinsemellan samma proportion som O, OM, ON,
d. v. s. F &r samma punkt, som i fig. 10 betecknas med D. -

‘Vinkelrdtt mot nigon utaf linierna AF, BF, CF (vi
vilja AF, emedan hon &r lingst) drages FI, och frin A
drages A, som bildar vinkeln 74 F' lika med 6, (EAD i fig.
10 eller hojdvinkeln vid stationen 4, 55° 9’ 23") och skir F7
i 1. Linien FI &r foljaktligen ballongens hojd enligt
samma skala, som anvindes for figurens konstruktion.

- Mitningen’ ger 2000 fot. '

Satser at J. E. CEDERBLOM,
 forestindare for Malmo tekniska skola.

77. En person eger ett krutbruk, en. sdg och ett trosk-
verk, bygda  vid samma vattenfall, men vill rasera
dessa och i stillet anligga ett spinneri. For att ut-
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rona den vid samma fall disponibla drifkraften, an-
stiller han observationer, hvarvid utrdnes, att den of-
vanfor verken liggande dammen rymmer sid mycket
vatten, som erfordras for att pad en gang halla dem
alla i ging i 5 timmar, men att samma vattenmassa
ricker i 7 timmar om 6 krutblandningscylindrar, som
hvar och en erfordrar en drifkraft af 27 histkrafter,
iro i hvila. Ar deremot dammen full och tilloppet
till den oppet, kunna alla verken drifvas i 17 tim-
mar, innan dammen blir tom. Huru manga spindlar
kunna i det tilltinkta spinneriet drifvas, da 100 spind-
lar med tillhérande arbetsmaskiner drifvas af hvarje
hiistkraft och spinneriet skall drifvas hela dygnet om?

En sig genomskir 304 qvadratfots yta i timmen; den
undergdr en reparation, hvarigenom drifkraften tkas
med 2 hiistkrafter, och di befinnes det, att den genom-
skar 86 qvadratfots yta 1 timmen mer &n forut och
1 gvadratfot mer pr histkraft &n forut. Med huru
manga histkrafter arbetade sagen fore reparationen?

En fabrikant drifver sin fabrik med kraften fran ett
vattenfall, men vill utvidga sin rirelse, och emedan
han finner bade motorerna foér svaga och sina arbets-
maskiner foga tidsenliga, beslutar han sig for att om-
bygga fabriken. Han later profva de motorer, som
forut drifvit den, hvarvid utrones, att de tillgodog'd’ra
45°/, af vattenfallets hela natwrkraft. En ingenior
forbinder sig att konstruera nya motorer, som tillgo-~
dogdra minst 60 °/, af naturkraften, och begir i kon-
struktionsarvode 1000 R:dr for hvarje histkraft, som

vinnes utofver dessa 60°,. Vid den ombygda fa--

brikens igangsdttning och afprofning befinnes, att kon-
struktionsarvodet for motorerna uppgar till 7500 R:dr,
och di den Arliga vinsten af fabriken férut varit
67500 R:dr, uppgar den nu till 131250 R:dr, eller
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500 R:dr mer for hvarje histkraft #n forut. Huru
mauga histkrafter sysselsatte fabriken fore och efter
ombyggnaden?

80. En person eger tva angmaskiner, som han anvinder
till mjslmalning antingen hvar for sig eller bada ge-
mensamt. Den ena formal 1 kubikfot rag pa 1,6 mi-
nut kortare tid dn den andra och pa 0,9 minut lingre
tid &n bada gemensamt; huru manga kubikfot per
timme férmales med hvardera maskinen?

AFDELNING IL

Om den elementira framstillningen af teorien
for maxima och minima.

Af Hy., HOLMGREN.
(Forts. fr. sid. 86).

I denna serie af slutféljder innefattas en sats, som af-
ven utan afseende pa dess sammanhang med dmnet kan
fortjena att antecknas:

Om for ett vdrde x=a
F@=f@=70@...=flgy=0 ..... @),

s vezlar hvarannan aof dessa derivator tecken pd samma
sdtt vid passerandet genom noll, och for hvarannan d&r foly-
aktligen detta nollvirde gemensamt maximum eller gemensamt
mingmum.
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Antages nidmligen, att relationerna (4) ega rum, men
() (n—1)
att f(a) = b dcke 4r noll, t. ex. >0, s& vexlar f(z)
(n—2

2)
tecken for & = a fran — till +, d. &. f(a) =0 &r ett mi-

(n—2)
nimum, eller f(z) ar positiv & omse sidor om detta noll-
(n—3)
véirde; men di maste f(.z) vid passexande af noll for z=a

G _4)
vara vixande d. i. 've.zla tecken fran — till +, d ar f(a)

vara ett menémum 0. s. V. _
Men man &r alldeles icke berdttigad, att af denna rik-
tiga sats draga den temligen vanliga slutféljden:

n
»Om f((x; ar den forsta af derivatorna till f(z),

»som ej blir = 0 for ett virde z = a, sd motsvarar

»g = ¢ ett maximum eller minimum fér f(2) en-

»dast ¢ det fall att n dr ett jemnt tal.»

Ty denna sats dr falsk, sasom af det foregaende kan
ses. Om ndmligen en derivata af wdda ordningsnummer
vore den forsta, som ej blef noll for # = a, sa vore likvil
# = a en maximi- eller minimipunkt for f(z) i det fall, att
denna derivata for # = a vore diskontinuerlig med motsatta

8
tecken for de begge virdena. Ex. y = (z—a)® harfora=a
ett minimum. For 2 =a #r y =y = 0 men y" dr icke
noll, utan diskontinuerlig med de begge virdena — oo och
+ 0.

For finnandet af allo reela maxima och minima till
en entydig och utvecklad funktion af en oberoende variabel
y =712

har man saledes foljande regel: .

a) Angif alla funktionens slutpunkter. De &ro maxi-

 mi- eller minimipunkter fér f(=).

b) Bland rétterna till eqv. f(2) = 0 #dfvensom bland de
viarden, som kunna gora f(z) diskontinuerlig, angif
alla dem for hvilka j{(x) vewxlar tecken. Sker tec-
kenvexlingen fér vixande z fran + till —, si mot-
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svarar detta a-virde ett mawimwm, i motsatt fall
ett minanum for f(z). .
Vi skola nu genom nigra fa exempel soka visa befo-
genheten af denna teori. ’

Ex. 1. Sl = —2%—5-6
Héraf
e =
72

f(‘z') = (@ —10)° .

_Soka’ vi' forst de under ) upptagna maxima och mi-
nima, s& ger f(#) = 0 de 2 rotterna o, = 4, z, = 16. Den
forra motsvarar ett nazimum, den sednare ett minimum,
sasom af tecknet for f(z) synes. Siledes ir:
f4) = ett maximum ,

F(16) = 25  ett minimum.

- Skulle vi nu anse att f(z) ej har flera maxima eller
minima,: sd erholles det besynnerliga. resultatet, att: dess
enda minimum vore stérre in dess:enda  maximum. och att
for ofrigt begge vore mindre dn t. ex. :

F(30) = 34,8 -

och otaliga andra funktionsvirden. Tagas ater slutpunk-'

terna med bland antalet af maxima och minima, sa befin-
nes att f(#) har 4 sidana ndmligen for & = —oco och
& = + 00, en for hvardera, och dessutom tvd fér z = 10.

Folja vi nu gingen af f(#) frin 2 = — oo till # = + oo,
sa finna vi _ ' o _
for @ = —oco ett mimgmum f(—o0) = =00
v o@= 4. > mazimun f4) =1
» x=10 » mingmum - f(10—0) = — oo
Cowoa =10 » ‘mazimum f(10+0) = + o0
» =16 » mingmum F(16) =25
» &= +oo » mamimum f(+00) = +o00.
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Den ofvan antydda motsiéigelsen, atminstone mot sprak-
bruket, finnes ej mer.

Ez. 2. En ellips, hinford till sina figuraxlar som ko-

ordinataxlar, har eqvationen
2 2

& . '
Eé'*':';—i-—-l.

Vare sig att man betraktar den ena eller den andra
af de begge enkla grename ‘

y = B E,\/a’ —z? ]
e e e on . (D),

y=—a«/a?—w2 J L

blir krokningsradiens uttryck i funktion af abskissan

s
_ o (ot = b’ 6

0= —a7 ()

Soka vi nu denna krokningsradies maxima och minima,

sa finna vi, om forst intet afseende gores pa. funktionens

slutpunkter, af eqvationen .

do _  3(a*-0%) -
de “a'

de 3 rétterna

‘2N —(a*—bz® = 0

a!

z=20 ) = F e,
Ja®—b?
. o do . . o
Antaga vi ¢>b, sa vexlar T tecken vid # = 0 fran
+ till —. Saledes ett maaimum. De begge andra ritterna
medfora ingen teckenvexling i Ii Vi erhollo saledes blott
ett maximum for hvardera grenens (5) krokningsradie. Vi
veta likvdl att mot # = —a och 2 = +a svara minima

fér denna ellipsens krékningsradier. Att dessa ej genom
rikningen erhéllos dr vaturligt, emedan de motsvara slut-
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punkter for funktionen g, i hvilken, di den definieras sdsom
uttryck for ellipsens krokningsradier, nédvindigt inligges det
inskrinkande vilkoret, att den icke har nagra reella vir-
den utanfdr grinserna @ = —a och 2 = +a. Dessa dro
slutpunkter, horande till slaget 4) ofvanfore, och bestimma
~saledes maximi- eller minimivirden for funktionen ¢ i den
betydelse den har i den framstilda frigan, icke i dess all-
ménna analytiska betydelse. Pa hvardera grenen (5) har
séledes krokningsradien for # = —a -och 2 = +a ett mi-
nimum (a > b). Som de begge grenarne métas i dessa punk-
ter, sa blifva de gemensamma virdena minima for hela el-

lipsens krokningsradier. - '

Ez. 3. Behandlas samma, fraoa med- af‘seende pa hy-
perbeln :

a?
83 har man '

S GALY L)\ Lo,
och
| % ' 3(“;[’2) J(a =gt = 0
ger de 3 rotterna- ,
z2=0, @a2=%* ——az———,
Ja?+ b

af hvilka ingen svarar pa den flamstallda frigan om Jy-
perbelns krokningsradiers maxima och ‘minima. -Orsaken ér
naturligtvis den, att funktionen ¢ i denna enskilda friga
dr inskrdnkt af vilkoret att gilla endast mellan grénserna
—~o0 och —a & ena sidan samt +a och + oo & den
andra, till folje" hvaraf man har pa hvardera hyperbelgre-
nen de mot dessa funktionens ¢ slutpunkter svarande enda
maxima och minima for krékningsradien ¢.

Anm. Man kan vid de begge sista exemplen anmir-
ka, att om man uttrycker krokningsradien ¢ medelst or-
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dinatan y, man erhaller de felande maximi- och minimi-
stillena. ‘Men & andra sidan #r obestridligt, att formlerna
(6) och (7) gifva virdena pa alla ellipsens och hyperbelns
krokningsradier och bora saledes ensamma vara tillrickliga
att: bestimma dessas maxima och minima. Detta dro de
ock, om de blott dro tillrickligt definierade, d. v. s.icke
blott i anseende till den analytiska formen, utan dfven i
anseende till slutpunkterna. ‘

Er. 4. En balk med rektangulira tvirsektioner af
foranderlig storlek ar fastgjord vid ena andan och be-
lastad vid den andra. Dess bredd dr konstant = b, ling-
den = [. Léangdsektionen &r ett- paralleltrapez,'hva.ré
bas vid infistningen dr = H och vid den fria &ndan = 4
(H > k). Balkens svagaste stille kan enligt mekaniken ap--

2
proximativt beriknas genom att séka den sektion der y;

\

ir minimum, nir y betyder sektionens hijd, « dess afstind
fran den fna. andan

Som nu ’ = h+= (H 0,
sd har man att stka minimum for funktionen
e SE-ny
— =

dz 3
f — foljer @
Al g POl CH-
net motsvarar ett- minimum for funktlonen 2. _Svagaste

stillet vore altsa vid

I, af hvilka det 6fre teck-

i

»?
H—-L .
Men om man nu hade t. ex. 2 = 1 H blef =z, = 2,

och detta svagaste stille funnes ej inom balken. Nagot
svagaste stélle maste han dock hafva, eftersom han ej ir

- L.

Xy =

~jemnstark (z dr ej konstant). Anmirker man éter, att

funktionen z ¢ denna frdga i alla handelser har 2:ne slut-
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punkter -2 =0 och & =1, sid inses omedelbart, att i
den forra har z, da & = 2 H, ett maximum, i den senare
ett minimum.

- Problem, lést af student E. LUNDBERG.
(Forts. fr. sid. 38).

Sittes radien i den mindre cirkeln (E¢F) = r, radien
i den storre cirkeln = R, samt afstindet mellan medel-
punkterna C och D = a, s& erhalles utan svarighet

AC_—ﬂ, AD_'__ZJ_?;; BC= 4 _ar_ BD = 9

R—» BR—q¢’ - R+’ r+ R
e 2arK
samt -~ - : AB = B

Om man till z-axel tager centrallinien BD och till
y-axel en deremot vinkelrit genom B gaende linie, sa #ro
de gifna cirklarnes EeF och GgH eqvationer:.

@ N a2
(.z-+R+r)l+y =r (1)

och

‘ _aR2 2 - ZV: - .
( -5 )+y SR (O

+7/

Nér i dessa eqvationer de konstanta termerna

1 @ broe (1- G @’ )&

' (R +7)* (R+w)?*)

pa hogra sidan om likhetstecknet #ro positiva, si uttrycka
de qvadraterna pd halfkordorna BK och BL (detta in-
triffar, nir a <R+, d. v. s. ndr sasom i fig. 4, 5 och 6,

den mindre cirkeln till en del eller hel och hillen ligger
inom den storre). Medelproportlonalen mellan BK och BL

ir da
\/(1 LE 2) )rR
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och saledes eqvationen fér den af de sikta cirklarne, hvars
medelpunkt ligger i B:. .- : :

2 2 _ _ a’ . i
2% +y f(l _—(R+r)2>9R ....... (3).

Genom ett alldeles analogt resonnemang erhilles eqva~-
tionen for den andra locus-cirkeln (med medelpunkten 4):

. 2 2
(x + -]_.3—22@2—) +y2 = ((-R#a"‘.!ﬁ -_ I)T.R P (4)’

hvilken eqvation endast har geometrisk betydelse, nir
a> R—» (sdsom i fig. 2, 3 och 4).
Om de gifna cirklarne tangera hvarandra, d. v.s. om
a antingen 4r = R+r (fig. 3) eller = R—r (fig. 5), sa
reduceras i forra fallet eqv. (3) till 2*+y® =0, och i
N2
RZZ—W:I%) +y?* = 0; den
forra af dessa eqvationer representerar punkten B, den
senare punkten A, hvilka punkter i forevarande fall
sammanfalla med cirklarnes (1) och (2) tangeringspunkter.
De olika fall, som kunna intriffa, allt efter som de
gifna cirklarnes afstind a forindras, dro saledes foljande:
1) a> R+ (fig. 2); locus &r da cirkeln (4); eqv. (3) har
ingen geometrisk betydelse..
2) a=R+7r (fig. 3); locus #r fortfarande cirkeln (4); eqv.
" (3) representerar en punkt B pa denna cirkel.
3) a<R+r, men > R—r (fig. 4); locus utgéres af de bada
. cirklarne (3) och (4).
4) a=R—r (fig. 5); locus &r cirkeln (3); eqv. (4) reduce-
ras till en punkt A pa denna cirkel. :
5) axR——w (fig. 6); locus &r eirkeln (3); eqv. (4) saknar
geometrisk betydglse
Anm. 1. Emedan savil AC och AD som BC och
BD forhalla sig till hvarandra som cirklarnes radier, sa
iro punkterna A, C, B, I harmoniska.

senare fallet eqv. (4) till (a: +

Anm. 2. Multiplicerar man eqv. (1) med R och eqv.
(2) med r och adderar resultaten, sa erhdller man
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eqv. (3).° Om dessa eqvationer deremot efter samma
multiplikation subtraheras, sa erhalles eqv. (4). I jall
derfore de gifna cirklarne skéra eller tangera lwarandra (fig.
3, 4, 5), sd ga ciklarne (3) och (4) genom kontaktspunk-
terna. (Detta later for ofrigt utan ‘svarighet bevisa sig
geometriskt).
Anm. 3. Skrifva vi eqv. (4) under formen
o 2

= (1~ @ ))’I”: b

sa utmérker tydligen

2

(l - _(jé‘a-i-—r)") ).7'R »

qvadraten pa den tangent till cirkeln (4), som drages frin
origo B* Denna tangent ir siledes lika stor med radien
i cirkeln (3).

Qvadraten pi tangenten frén A till cirkeln (3) ér

a2
(@ -2

Denna tangent dr saledes lika med radien i cirkeln (4).

Om de gifna cirklarne. skira hvarandra (i hoiket fall
dfven  cirklarne (3) och (4) mdste skira hvarandra i samma
punkter), och man genom dessa af.skc'i'rm'ngspun/ctea' drager
tangenter till ( 3) och (4), sd ga dessa fo{)aktlzgm genom A
och B,

Anm. 4. Om man i eqv. (4), som kan skrifvas un-
der formen :

2 .v
(Ra_,w)%xi . ( e )mg + darRe = 0,

sitter R = p, sa reduceras den till «# = 0. Eqvationen

- * Vi veta namhgen att i a,llmanhet qvachaten pé tangenten till en
cirkel
(-T—a)2+(y—{>’)2—p’ =0
fran en punkt 2', 7' &r lika med
(JJI — a)2 + (yl —_ ﬂ)z —_ 92.
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representerar i detta fall en mot centrallinien CD vinkel-
rit linie, som ligger pa lika afstand fran de gifna cirklar-
nes medelpunkter C och D.

Problem, liost af E. LUNDBERG..
En cirkel rullar utefter en fast rdt linie (fig. 13), hvar-
vid en cykloid alstras af en viss punkt pd periferien; att finna
orten for denma punkts projektion pd en: mot den fasta linien
vinkelrdt diameter, dfvensom ytan mellan samma ort och cy-
kloiden samt denna ytas tyngdpunkt.

Cykloidens eqvation erhalles om o elimineras mellan
: 2z = a(w —sin w), ‘

Y

1l

a(1 - cos ).
Cykloidens yta &r

e - T
A =f ydz = an (1 — cos w)*dw )

o
T h -
a“f (1 ~2cos  + cos*w)dw ,
4] . .

Jcos*odw = coswsinw + fsin*wdw,
och saledes

eller, emedan

2 feos?wdw = coswsinw + w,
- .
sinwcosw
A=a] (w—=2sino + e
K ne e, 9,
A = 3ma*.

Den andra kurvans eqvation erhalles ur eqvationerna
» 2 = aw, ’
y = a(l — cos ),
hvadan hennes yta #r
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eller, emedan

d.

2

. .
A =f ydz = a2f (1 —cos w)dw = ma

o
Ytan mellan de bada kroklinierna &r derfore (fran

=0 till &' = an) ;mwa?, eller Lilften af den genererande

cir kelns yta.

For bestimmandet af ordinatan y for denna,'yta,s tyngd-

punkt har man

2a T 2
§f a-sinwdy=§a2‘f sin®wdo = —-%

[

H2a
=f Y. asmw@—af(l—cosw)sm wdw ,
o

rol

T T
f sin*odo = %I (o —sinw cos w) =
. 0

[}

h
' T T o3y 8
. sin“w
fsm*wcoswdw:l 3 =0,
N i)

- ﬂa*'_ ad
Y- 3

y=a.
Det ar for ofrigt tydligt, att den sokta orten

z
Yy = a(l—cosa)
T
=z, y=a, sa

ir en sinoid; ty om origo - flyttas till = = 3

[}

a.

blir dess eqvation »
< a5+ )

Y = [ 1\] (;‘ + 3

eller ‘ B

. &,
fo_ginh,
a
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Satser af E. LUNDBERG.
(Ur Géom. Anal. par Briot & Bouquet).

3 Att finna orten for medelpunkterna till de cirklar,
som skiira tva glfna cuklal i dlametlalt motsatta
punkter.

4. Hvilken #r den stdrsta af de ellipser, som kunna in-
skrifvas i en gifven parallelogram? ,

5. En vinkel &r omskrifven omkring en parabel, si att
ytan af den triangel, som bildas af vinkelns ben och
den mellan dem liggande parabelbdgen, #r konstant;
sok orten for vinkelns spets.

6. Att finna orten for de punkter, frin hvilka man kan ”

draga tvenne vinkelrita normaler till en cnfven pa-
rabel.

AFDELNING IIT.

Faradays upptickter.
(Forts. fr. sid. 44).

3. Diamagnetismen.

Sedan langt tillbaka visste. man, att jern, nickel och
kobolt attraheras af magneten, och for en och annan var
det till och med ej obekant, att vismuth och antimon af
densamma bortstStas. Men att alla kroppar, e ens ga-
serna undantagna, rona inverkan af den magnetiska kraf-
ten, det har forst Faraday .genom sina 1845 utforda un-
dersokningar .lagt i dagen. Till de magnetiska Amnena
hora, utom de nyss nimnda metallerna, &fven mangan,




krom, titan, platina m. fl. och bland gaserna syret; till
den andra gruppen, innefattande de af Faraday benimnda
diamagnetiska kropparna, riknas guld, silfver, bly, qvick-
silfver, teun, zink, m. fl. och vitgas. Det dr dock ej blott
de kemiskt enkla kropparne, pa hvilka magnetismen ver-
kar; dfven de sammansatta, af hvad beskaffenhet de &n
ma vara, #dro underkastade demna lag. Sa till exempel
visa sig tusch, porslin, gummilacca och briannkol magneti-
ska, men hartz, trd, ldder och de flesta animaliska dm-
nen deremot diamagnetiska.

Mellan polerna pa en stark elektromagnet forhilla sig
dessa bada slag af kroppar olika: de magnetiska stilla
sig, da de dro fritt rorliga, med sin lingdrigtning lings
den mellan polerna gaende linien; de diamagnetiska intaga
en deremot vinkelrdt stillning. Men i 5ljd deraf, att &f-
ven det omgifvande mediet réner inverkan -af magneten,
‘kan det intriffa, da det ena mediet utbytes mot det andra,
att kropparnas egenskaper i ifrdgavarande hénseende kunna .
synas helt ‘och hallet férindrade. S&som exempel hirpi
kan nidmnas, att sdvil svafvel som vax bortstotes frin
magneten, da de befinna sig i luft, men utbytes luften mot
vatten, blir svaflet bortstdtt, under det att vaxet attrahe-
ras; deremot kunna bada dragas till magneten, nir det om-
gifvande mediet utgores af ndgon annan lamplig vitska.
Man ser saledes, att ungefir samma forhallande eger rum
hir, som da kroppar af olika specifik vigt t. ex. trd och
jern neddoppas i vatten: den ena stiger till ytan, den an-
dra sjunker till botten, oaktadt bada #ro underkastade
tyngdkraftens inverkan; nedsiinkas de deremot i sprit, sjunka
bada, men i qvicksilfver stiga de biigge till ytan.

De magnetiska fenomenen sikte man forry forklara ge-
nom antagandet af tvenne magnetiska. fluidn, hvilka den
s.. k. koercitivkraften holl skilda fran hvarandra inom ma-
gneten. Men denna asigt blef ohillbar, nir Ampére vi-
sade, att elektricitet och magnetism béra anses som modi-
fikationer af en och samma kraft, och den blef det &nnu

6
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mera, di Faraday upptickte diamagnetismen. Forklarin-
gen af dessa nya fenomen #dr dock sirdeles svar, isyn-
uerhet di& man numera utrént, att poler verkligen forefin-
nas hos diamagneten likavil som hos magneten, ehuru de
hos bada dessa slag af kroppar ej aro rigtade it samma
hall. Enligt Weber hirror diamagnetismen fran induktions-
strommar, som i en bestdmd rigtning skulle kretsa kring
kropparnas minsta delar, men denna teori ér allt for svir-
fattlig for att hdr ndrmare kunna omnimnas.

Oberoende af alla teorier om magnetismens natur har
man for de sdrskilda &mnena kunnat numeriskt bestimma
den specifika magnetismen, liksom man for dem bestdmt
titheten eller den specifika vigten. Det har dervid visat
sig, att, vid lika vigtsdelar, syret &r 4 ganger mera ma-
gnetiskt dn luften, och ungefir 3000 ganger mindre &n
jern, i foljd hvaraf hela atmosferen borde i magnetiskt
hinseende astadkomma samma verkan, som ett lager af
jern, hvilket omgifve jorden och hade en tjocklek uppga-
ende till #; millimeter eller ett harstras bredd.

Utan att inldta oss pa nagon nirmare forklaring bora
vi i sammanhang med det féregaende mahinda tilligga, att
Faraday dfven funnit de diamagnetiska fenomenen vara
beroende af kropparnas inre byggnad eller s. k. krystalli-
niska struktur, dfvensom att vissa genomskinliga &mnen
erhalla, under maguetens inverkan, forméagan att vrida
polarisationsplanet hos den ljusstrile, som lings magnetens
axel genomgar det ifrigavarande dmnet. Denna sistnimn-
da, i och for sig mirkvirdiga upptickt kan hir si mye-
ket mindre med tystnad forbigas, som den just utgjorde
utgangspunkten for Faraday's diamagnetiska undersok-
ningar.

4. Lagen for de elckire-kemiska undersékningarna,

Da de bada elektroderna till en elektrisk strém ned-
sittas i en saltlosning, sénderdelas denna, och ldsningens
metall . samlar sig vid den negativa elektroden. Far en

E
]
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och samma elektriska strom samtidigt genoinga tvenne salt-
losningar, som i o6frigt dro likartade, men af hvilka den
ena innehaller t. ex. silfver och den andra koppar, sa .ut-
fillas dessa bada metaller ej till lika vigter, utan i samma
forhallande till hvarandra, som de tal, hvilka 1 kemien
kallas equivalenter. Denna af Faraday ar 1833 funna lag
omfattade endast de af tva element bestidende s. k. biniira
foreningarna, wen har sedan med vissa modifikationer ut-
strickts dfven till andra sammansittningar.

Huru vigtig denna elektrolytiska lag dr, kan inses re-
dan deraf, att den kemiska verkan, som vid polerna eger
ram, verkligen kan tjena sisom matt pa strommens styrka,
hvilken vanligen uppmiites genom den ur vatten pa en gif-
ven tid utvecklade vitgasmingden. [Faraday bendmnde det
instrument, som vid dylik métning numera anviindes, Vol-
tameter, till erinran om stapelns uppfinnare, liksom man
forut efter Glalvant uppkallat det métinstrument, som grun-
dar sig pa strommens magnetiska verkningar.

Slutaﬁmiirkning.

1 foregdende redogdrelse for Faradays upptickter ha
vi upptagit endast det aldra vigtigaste. Det redan anforda
torde dock vara -tillfyllest for att visa, hvilken outtrottlig
och redbar arbetare Furaday varit i vetenskapens tjenst,
och man kan icke annat #du frundra sig 6fver, huru det
varit mojligt for en enda person att utritta sa mycket.
D4 nigon fragade honom, hvari hemligheten till hans stén-
diga framgdngar bestod, svarade han, »min hemlighet &r
»ganska enkel, den innefattas i desssa tre ord: work, finish,

» ]ml»l:ish ». E
RoB. THALEN.
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Bevis for kraftparallelogrammen
efter Laplace och Walker *.

Af G. DILLNER.

Vi forutskicka foljande for var bevisning behofliga sat-
ser, hvilka dels dro sjelfklara dels blifva det gemom ndgon
liten belysning. ' .

I:o. Tvenne p& en punkt samtidigt verkande krafter
(komponenter) kunna alitid till sin effekt erséittas af en
enda kraft (resultant), verkande pa den punkten; eller kor-
tare uttryckt: tvenne krafter hafva alltid en resultant.

2:0. Resultanten af tvenne krafter ligger alltid i
samma plan som dessa samt delar den af krafterna bildade
vinkeln, som 4r mindre &n tva rita. .

3:0. Resultanten af tvenne lka rigtade krafter ér arit- ]
metiska summan af krafterna med samma rigtning. g
4:0. Resultanten af tvenne lika stora och motsatt rig-

tade krafter &r noll.

* Den del af beviset, som ror resultantens storlek i kraftrektangeln,
utgér med nigra smd fordndringar det for sin enkelhet heromda
Laplaceska beviset i Méchanique Céleste, Liv. I. Chap. I. Fir den
del ater, som ror resultantens rigtning i kraftrektangeln, uppger sig J.
J. Walker sasom forste upphofsman (Quarterly Jowrnal, Nov. 1867).
Det Walkerska beviset ar héir omstopt i en nigot mera elementidr form. —
Euklides I bok utgdr nu en tillriicklig forkunskap for full insigh i bevi-
set for kraftparallelogrammen, denna mekanikens hornsten, med hvilken
mekaniken sdsom string teoretisk vetenskap stir eller faller. Att icke
nagot fullt tillfridsstillande bevis for denna sats forut blifvit lemmadt,
inses bland annat deraf, att nistan hvarje ny forfattare 1 mekaniken gif-
vit ett nytt sadant: ty antingen har en onskad forenkling i formen gjort
behiflig hypotesen om “krafters flyttning ¢ eller, som #r detsamma, om ¢
angreppspunktens orubbliga forening med andra punkter, eller ock har en
skirpt stringhet 1 forutsittningarna nédvindiggjort atskilliga artificia
caleull, hvilka varit léngt utofver den elementira matematiken. Det hir
forebragta Laplaceska och Walkerska beviset torde derfore vara fortjent
af en mer 4n vanlig uppmiérksamhet.
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H:0. Om A #r resultant till krafterna X och Y, sa
ar p R resultant till krafterna puX och uY utan nagon rigt-
ningsforindring.

Man inser ndmligen omedelbart, att mot krafterna
2X och 2Y, 3X och 3Y o. s. v. maste svara resultanterna
2R och 3R o. s. v. utan nagon rigtningstérindring; lika-
ledes att mot +X och 1Y, $+X och 1Y o.s. v. maste

svara +R och 1R o. s. v., da siledes mot §X och gY

maste svara §R utan rigtningsfordndring. Endr slutligen

hela talen p och ¢ kunna viljas s, att det irrationella

talet ligger mellan grinserna p+l och %’ och dessa
- q

kunna fas att differera fran hvarandra pd huru litet som
helst, sa inses satsens sanning dfven for det fall, att p ar
ett irrationelt tal. '

6:0. Resultanten af tvenne lika stora krafter delar
vinkeln dem emellan midt ¢ tu.

Lit OC vara resultant af de mot hvarandra vinkel-
rita krafterna OA och OB (fig. 14); lat ett med OA, OB,
OC kongruent kraftsystem intaga liget O4, OB, OC.
Krafterna OB och OB upphifva d& hvarandra enligt 4:0,
och 2 .04 blir resultant till de lika stora krafterna OC
och OC', hvilken saledes delar vinkeln dem emellan midt
itu

1. Kraftrektangeln.

Resultanten of tvenne mot lvarandra vinkelrdta krafter
dr @l storlek ocl vrigtning lika med diagonalen 7 den rek-
tangel, som konstrueras pd krafterna som vidliggande sidor.

Vi fordela beviset i foljande fem moment.
A)
Vi beteckna de tvenne mot hvarandra vinkelrita kraft-
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komponenterna OA4 och OB med X och Y samt resultan-
ten OC med R (fig. 15). Vi sitta
X =mR,
: ) Y = aR,

di X eller mR enligt b:o kan ersittas af mX och mY
utan rigtningsfordndring i kraftsystemet, di saledes mX
kommer att ligga som OF och mY sam OG. P& samma
sitt ersittes Y eller aR af nX och nY, den forra liggande
som OF och den senare som (. Men nu #dro nX och
mY lika stora, sisom varande begge = mnR, och dertill
motsatt rigtade, da de sadledes emligt 5:0 upphifva hvar-
andra. Aterstdr siledes -

R=mX+nY,
hvilken likhet genom multiplikation med talet E blir
R*= X*+Y?,

da jb"{ja/ctl;igen R il storleken dr lika med diagonalen
den med X och Y som sidor konstruerade rektangeln.

B)
Om vi antaga X och Y lika stora, s maste enligt
6:0 resultanten dela vinkeln dem emellan midt i tu, dd
foljaktligen resultanten af tvenne lika stora och mot lwaran-
dra vinkelrdta krafter dr till storlel och rigining lika
med diagonalen ¢ den quadrat, som konstrueras pd de lika
stora krafterna som vidliggande sidor.

Y

Vi antaga tvenne lika stora krafter OA4 och OB samt
AAOB = 45° (fig. 16). Romben OACB och rektangeln
OXCY fullbordas; diagonalen OC drages #fvensom BD 1
0OX. Euligt B) kan nu kraften OB ersittas af krafterna
OD och OY, da saledes resultanten af 04 och OB maste
till storlek och rigtning vara densamma som resultanten
af QY samt O4+ O = OX. Men enligt A) &r resul-
tanten af OX och OY #ll storleken = OC; och OC, sasom
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delande A AOB midt i tu, dr enligt 6:0 &l rigtningen re-
sultant af OA och OB, d. v. s. af OX och QY. Allséd
dr kraftreltangeln bevisad for det fall, att resultanten bildar
45°
-5
Med stod af” denna sats kan man pd enahanda siitt

bevisa, att kraftrektangeln #r sann, da vinkeln mellan re-
' 45°
sultanten och ena kraftkomponenten &r _—; vidare, att

med sin ena kraftkomponent en vinkel =

2.2°
45°
_ den &r sann, da vinkeln &r 555 och i allmidnhet, da
~o
vinkeln ér 112%—
D) ,

Vi antaga de tva lika stora krafterna OA och OB
(fig. 17), bildande respektive vinklarna @ och 8 med rigt-
ningen OX, samt att kraftrektangeln géller, da vinkeln
mellan resultanten och den ena kraftkomponenten ir ¢ eller
f. Romben OACB och rektangeln OXCY fullbordas.
Diagonalen OC drages dfvensom AD och BF 1L OX samt
AE och BG@ 1L OY. Enir kraftrektangeln antages gilla
for resultantrigtningarna O4 och OB, si maste resultan-
ten af krafterna O4 och OB bade till rigtning och storlek
vara densamma som resultanten af krafterna OD+OF = 0X
samt OE+ OG = OY. Men resultanten af OX och OY
ar enligt A) &ll storleken = OC; och OC, sasom delande
vinkeln AOB midt i tu, &r &l riginingen resultant af
04 och OB, d. v. s. af OX och OY. Men A XOC
= (e +p), da sdledes, om kraftrektangeln dr sann, di re-
sultantens vinkel med ena qu}"tkomponénten dr o eller B, sd
dr den dfven sann, da denna vinkel dr 3(a+ p).

| E)
o o 45° 45"
Da nu kraftrektangeln giller for a = S och 8 = S
och foljaktligen #fven for deras halfva summa o. s. v., sa
ar det latt att ofvertyga sig om, att denna sats giller, da
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resultanten bildar en vinkel ¢ hvilken som helst med sin
ena kraftkomponent.

Ty lat OY vara 1 OX och lat OC bilda /\rp med
OX (fig. 18). Vi lata A X0OA = 45° och antaga ¢ <45°
Om nu A XOA halfveras af OA4,, sa mdiste OC dela an-

tingen A XOA, eller A 4,04, vi antaga det senare. Om

vi sedan halfvera A 4,04, sa maste OC dela endera af
de uppkommande halfvorna A 4,04, eller 4,04, vi
antaga det senare.  Om vi vidare halfvera denna vinkel
0. 8. v. in infinitum, s& maste vi slutligen triffa pd en
halfveringslinie, som antingen sammanfaller med OC eller
skiljer sig derifran pad mindre &n det minsta tinkbara vin-
kelvirde. Men -vi hafva bevisat, att kraftrektangeln &r
sann, da resultantens rigtning samwmanfaller med nagon af
dessa halfveringslinier. Alltsd giller kraftrektangeln, d&
resultantens vinkel med ena kraftkomponenten &r en vin-
kel ¢ hvilken som helst, da saledes kraftrektangeln #r
fullt bevisad.

II. Kraftparallelogrammen.

Resultanten af tvenne krafter hvilka som helst dr till
storlek  och rigtning lLka med diagonalen i den parallelo-

gram, som konstrueras pd krafterna som wvidliggande sidor.”

- Vi antaga de tva krafterna O4 och OB (fig. 19).
Parallelogrammen OACB och rektangeln OA4XCY fullbor-
das. Diagonalen OC drages idfvensom BD 1 OX. Kraf-
ten OB kan nu enligt T ersittas af OD och OY, da sa-
ledes resultanten af OA och OB maste till storlek och rigi-
ning vara densamma som resultanten af O4 + OD = OX
samt OY, d. v. s. diagonalen OC, hvangenom den fram-
stilda satsen &r bevxsad

'

Satser.

7. Om en riit linie drages genom tangeringspunkten till
tva cirklar, hvilka tangera hvarandra invindigt i de-

G O
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10.
11.

12.

13.
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ras hogsta eller ldgsta punkt, sa blir falltiden, lings
den mellan de bada cirkelperiferierna beldgna delen af
linien konstant, ifall partikeln bérjar sin rorelse utef-

ter denna del utan begynnelsehastighet.

Sok liaget for den »dta linie, ]éings hvilken en parti-
utan begyunelsehastighet, faller pa kortaste tid

frain en gifven ridt linie, beligen utanfor en gifven
cirkel, till cirkeln;

fran en gifven cirkel till en gifven rit linie, beldgen
utanfér cirkeln;

fran en gifven cirkel till en annan gifven, men utan-
for densamma beldgen cirkel;

fran en gifven cirkel till en annan glfven, men innan-
for densamma beldgen cirkel;

fran en gifven cirkel, beligen inom en annan gifven
cirkel, till denna yttre cirkel.

~ Sats af J. E. CEDERBLOM,
forestandare for Malmo tekniska skola.

Ur en metallring abee af rektangulir genomskir-
ning och diametern 1) bortskdres ett stycke ab,
hvarefter ringen hopbdjes sd, att de bada #ndarne a
och b komma intill hvarandra, hvarvid ringens dia-
meterr blir d; denna inskjutes nu i en cylinder, hvars
diameter ocksd dr d. Da ringens dimensioner dro be-
kanta, dfvensom elasticitetsmodylen hos det #mue,
hvaraf ringen ér gjord, samt friktionskoefficienten mel-
lan ringen och cylindern, att beriilkna den kraft, som

-erfordras for att skjuta ringen fram genom cylindern.

Anm. Férekommer vid berakningen af det skadliga mot-
- standet inom vissa blasmaskiner och angmaskiner.
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AFDELNING 1V,

Nagot om de skriftliga profven for mogenhetsexamen.

Da till vir kunskap kommit, att atskilligh missforstand gjort sig
gillande med afseende pd den formella behandlingen af de i profskrif-
ningen forelagda matematiska och fysiska #mnen, sa anse vi oss icke
ga utom tidskriftens plan, da vi lemna en kort anvisning om den limp-
liga formen for dylika imnens behandling.

Det lar icke sallan intriffa, att losningen.af en riknesats, inskrin-
ker sig till ett naket angifvande af sjelfva slutfacit. En sadan losning,
afven om hon icke bor anses helt och hallet forkastlig, angifver dock
icke, hvad granskaren helst onskar veta sisom rittelse for sitt omdome,
huruvida eleven genom sina studier forvérfvat den omdomets skarpa,
som sikert forstdr skilja hufvadsak fran bisak, samt huruvida han ut-
bildat den med ritta hogt skattade formigan att utan fraser titt binda
sina ord vid foljdrigtiga tankar, eller kortligen, huruvida han hunnit den
mognad i forstind och omdéme, som man med ratta fordrar som frukt
af den matematiska elementarundervisningen. Vid behandlingen af en
riknesats bor eleven isynnerhet ligga mirke till, att satsens uppstall-
ning i eqvation innebir ingenting annat &n en ofverflyttning af de
i satsen uttalade vilkoren frin vanligh sprikbrul till det algebraiska
spraket. En sadan ofverfiyttning bor under en vil afpassad diskussion
utforas: eqvationen bygges af de i satsen ingaende talen (vare sig
i siffror eller bokstifver angifna) genom att foga det ena vid det
andra med sitt tillbsrliga riknetecken, da betydelsen af hvarje pad detta
satt framtridande term, Atminstone om han utsiiger nagot vigtigare vil-
kor hos satsen, bor sirskildt framhallas, hvarefter den slutliga hopfog-
ningen af de diskuterade termerna i ofverensstimmelse med det uttalade
bufvudvilkoret utgdr satsens ofversittning till det algebraiska spraket.
Vid utrakningen angifvas steg for steg resultaten af hvarje vigtigare
transformation, hvarvid alla mdjliga forenklingar och forkortningar sorg-
falligt iakttagas. Slutresultatet eller slutfacit understkes med omsorg,
hvarvid svar, som #ro frammande for satsen, utgallras. Intriffar ett
sadant frimmande svar vid 18sningen af en qvadratisk eqvation, s& kan
man undersoka, om nagon sadan modifikation af satsen #r mojlig, hvari-
genom detta svar afven blir antagligh; intviffar det ater vid Iosningen
at en roteqvation, s& 4r det stundom frimmande for sjelfva eqvationen
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och bor da sasom sadant angifvas. ‘I afseende pa den yttre stidseln iaktta-
ges, att en korrekt och koncis text bindes vid hyfsade och vil bygda form-
ler genom lediga vindningar och en vil afpassad kommatering, <text
och matematik pa skilda rader ¢, si att det hela far utseende af, hvad
man kallar, matematisk elegans. — Vid behandlingen af de geometriska
satserna bor eleven undvika att slafviskt efterbilda den euklideiska om-
stindligheten och omsigningen; han bor i stillet i korta och raska drag
angifva kiirnpunkterna af beviset, bindande dem den ene vid den andre
i en enkel och natwlig tankefoljd utan andra omtagningar #n sadana,
som #ro oundgingligen nédvindiga for bevisets tydlighet. Dervid iakt-
tages, att de i vara nyare geometriska larobcker inforda beteckningarna
for vinkel,. parallel, kongruent, likformig o. s. v. anviindas till forkort-
ning af texten och for askadligheten af beviset. Figurerna bora tecknas
med storsta mojliga omsorg och korrekthet. Sasom synnerligen vigtigt
framhalles, -att satsens losning bor vara uttommande, d. v. s. att alla
mojliga fall, som kunna passa in pa satsens ordalydelse bora sarskildt
undersokas och behandlas (t. ex. i friga om triangel i allminhet, att de -
tre fallen spetsvinklig, trubbvinklig och ritvinklig hvart for sig skér-,
skidas). Till fortjenst riknas naturligtvis, om eleven, efter att hafva
Iost sin sats, lyckas finna en allminnare losning, hvaraf den erhillna
utgér blott ett specielt fall; dock bor han icke offra tid pa funderingar
i den vigen, innan han lemnat den i satsen fordrade losningen. — De
fysiska satserna #ro i afseende pa den formella behandlingen att hinfora
till endera af forut afhandlade kategorier, hvarvid sorgfallict iakttages,
att de fysiska lagar, hvarpid satsernas losning grundau sig, bora tydligt
och bestimdt angifvas.

Det* ar ett obestridligt faktum, att resultaten af den matematiska
elementarundervisningen vid vara laroverk, der de forberedande ofnin-
garna for profskrifningen blifvit omsorgsfullt behandlade, std ojemnfor-
ligt hogre nu, #n hvad de stodo under samme lirares hinder, innan
dessa ofningar blefvo en nodvindighet. Vi rikna derfore ock stadgan-
det om profskrifningen sisom en af de vackraste paragraferna i var nu-
varande skollagstiftning. Afven om vi miste medgifva, att de fram-
lagda satserna hittills till stor del varit af det enkla slaget, ait de i en
med afseende pd de forberedande ofningarna vil ordnad skolunder-
visning kunna med fordel losas redan af sjette klassens mera forsig-
komna elever, s& anse vi dock ‘visliga handladt af vederborande, att
under ndrvarande, for det matematiska elementarstudiet vigtiga, of-
vergingsskede smaningom vinna land for detta hos oss nya sitt att
studera matematikens elementer, hvilket under en skickliz och nitisk
ldrarecorps otvifvelaktigt kommer att i en framtid bringa vackra frukter
bade &t vetenskapen och fosterlandet. Profskrifningen har redan alstrat
en liten natt litteratur af fyndigt och val uttinkta satser, hvilka, om de
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omsorgsfullt studeras med-de under liggande grunderna, utgora med fa
Iuckor en vil afpassad kurs i matematikens och fysikens elementer. Vi
hafva vil #nnu icke nagonting jemnforligt med de engelska ¢examens-
papperen € med sina hoga anor, hvarifrain Todhunter skordat sina for-
triffliga exempelsamlingar; sakerligen skall dock — vi hoppas det —
ingm en mahinda icke alltfor afligsen framtid en litteratur af profnings-
satser hos, oss uppstd, hvilken t. o. m. for utlindingen skall vittna om
det matematiska elementarstudiets vackra standpunkt i Sverige. Tiskrif-
ten skall med synnerlig uppmirksamhet folja dessa satser; och, da hon
icke saknar utsigt, atf tillfille dertill beredes henne, skall hon intaga
de basta for mogenhetsexamen utforda skrifningarna, hvilka kunna tjena
som prof pa de mera forsigkomna examinandernas stindpunkt och sasom

efterfoljansvarda monster for kommande examinandi.
: D.

/

Anmilan af Westrons och Livomans lirobdcker i geometri.

Af F. W. HoLTMAN.

1. Léroboki geometri, omfattande de sexforstabdckerna
af Euclides, af C. A. Wesrrom, Ph. Mag., adj. vid hogre ele-
mentarlaroverket i Wisby. Stockholm 1867. Pris: 75 ore.

Forf. har indelat sin lirobok i fem bicker. Den forsta handlar om
rita linier och trianglar (motsvarande ungefir Eukl. I. 1—I: 32), den
andra om parallelogrammer (Eukl. I: 34—II: 14), den tredje om cirkeln
och reguliera manghtrningar (Eukl. IIT, IV). Den fjerde boken (Eukl.
V) ar proportionslira, och den femte visar proportionslirans tillimpning
pé ytor och plana figurer (Eukl. VI).

Detta arbete har liksom Brakenhjelms upplaga af Eukhdes den for-
tjensten att begagna korta beteckningssitt, sisom +, —, A, ||, ~
m. m. Bevisen blifva derigenom littare att genomlisa, ﬁfvensom bo-
kens volym betydligt forminskad. Genom att hir och der forindra de
euklideiska definitionerna, omkasta satsernas ordningsfoljd har forf. sokt
forenkla bevisen for flere satser. Af salunda forenklade satser mimna vi
foljande:

1. Vinklarne vid basen i en likbent triangel #ro lika stora. Bevi-
set sker genom att dela vinkeln vid spetsen midt i tu.

2. Om i en triangel vinklarne vid basen #ro lika stora, sa #r tri-
angeln likbent. For bevisets skull drager man fran spetsen en mot ba-
sen vinkelrat linie.

e e m———
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3. Att forvandla en gifven ratlinig figur till en triangel. Konstruk-
tionen #r den vanliga att skaffa bort det ena hornet efter det andra.

4. Att rita en triangel sadan, att hvar vinkel vid basen #r dubbelt
s stor som vinkeln vid spetsen. Den eleganta upplosningen, som ej
forutsiitter nagon kinnedom af Euklides' tredje bok, sker pa foljande

sitt. Man delar en it linie 4B si, att AB.BC = AC, uppritar pa
BC sasom bas en likbent triangel BCOD, der BD = CD = AC. Trian-
geln ABD #r den begirda.

5. Om tvenne cirklar tangera hvarandra; sa ligga medelpunkterna
och tangeringspunkten i samma rita linie.

Efter att hafva anfort arbetets fortjenster, vilja vi papeka nigra
punkter, i hvilka vi ej kunna instimma med forf. De forndmsta dro
foljande :

1. Forfis bevis for den satsen, €tva trianglar aro kongruenta, om
de tre sidorna i den ena triangeln aro lika stora med hvar sin af de tre
sidorna i den andra ¢, #r ofullstindigt, endr forf. ej bevisat den satsen,
att tvenne cirklar ej kunna skira hvarandra mer &n i tvd punkter, en
pa hvardera sidan om linien, som forenar cirklarnes medelpunkter. _

2. I sitt bevis for satsen €om tva rita linier aro parallela och en
tredje linie skiir dem, sa &r hvarje yttre vinkel lika med motsvarande
inre ¢ gor forf. en cirkelgdng. Forf. liter nimligen den ena af de pa-
rallela linierna flytta sig, alltjemt bibehallande sin egenskap att vara
parallel, tills den intriffar pi den andra linien, och d& maste — si slu-
ter forf. — utanvinkeln och innanvinkeln sammanfalla. Kan det ej
héinda, att under denna flyttning utanvinkeln &ndrar storlek ? Beviset for
att demna vinkel ej dndrar storlek dr detsamma som att bevisa sjelfva
satsen. ' _

8. Forf. anfor pa flere stillen bokstifver, hvilkas betydelse ej ar
fallt tydlig. S& t. ex. i satsen “att fran en punkt 4 utom en linie BC
draga en mot densamma vinkelrdt linie © séger forf.: “tag A till medel-
punkt och rita en cirkel med en radie sadan, att cirkeln skir BC i D
och E, skiir DE midt i tu och drag 4D, AF och AE. < Har synes det
nistan som om D och E vore ett par pa forhand erhallna punkter, ge-
nom hvilka man skall ligga en cirkelperiferi. Vidare ar det alldeles icke
klart, att A# skall vara den linie, som skiir vinkeln midt i tu.

4. Definitionen “i ritvinkliga parallelogrammer aro alla vink-
larne rita bor heta: sidane pgrmr, i hvilka alla vinklarne #ro rita,
kallas ritvinklige. '

5. Pa storleken af delen AH af en linie 4B, som ir delad s3, att

4H'= AB.BH har forf. fannit tvenne uttryck utan att forkasta eller
visa betydelsen af det ena af dessa.
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6. I beviset for satsen, att medelpunktsvinkeln ACB ar dubbelt s3
stor som periferivinkeln ADB stoder forf. den sanningen, att 2. A CDA
+ 2. ACDB=2(\ CDA + A\ CDB: pa den satsen, att om man ligger
lika till lika, s blifva de hela lika, i stillet for att denna sanning cn-
dast ar en tillimpning af satsen m(4 -+ B) = md 4+ mB3, eller, hvilket
ar detsamma, af den sanningen, att ordningen af termerna i en summa
ar likgiltig. - )

7. I satsen “om en cirkelbage ADB #r gifven, att finna medel-
punkten till cirkeln«, felas bevis for, att man erhaller samma medel-
punkt hvilken punkt pa bigen 4B man in mi vilja. -

8. Forfis sitt att fran en punkt pad periferien draga en tangent till
cirkeln visar ej, att det ir omdjligt att genom denna punkt ligga mer
4n en tangent.

9. I ofverensstimmelse med forf:s plan att lemna enkla bevis hade
konstruktionerna for uppgifterna “att frin en gifven punkt utom en cir-
kel draga en tangent till densamme ¢ och att pa en gifven riit linie upp-
rita ett segment, som i sig innehiller en gifven vinkel ¢ bort uthytas
mot vida enklare.

10. DA forf. skall bevisa, att tvi lika stora qvantiteter 4 och B
hafva samma forhallande till en och samma C, si sager forf.: emedan
A=25B, s} ar % = % Detta sitt pastiende stoder forf. pd ax. 4,
hvilket latexr: om tvd qvantiteter iro lika stora och man tager hvardera
lika manga ginger eller delar dem i lika manga lika stora delar, sa iro
mangfalderna eller delarne lika stora. Tillimpningen af detta axiom
forutsitter att C #r ett helt eller pa sin hojd ett brutet tal. Beviset
duger siledes ej -d& C #&r en storhet hvilken som helst (en kropp, en
vinkel o. s. v.), utan blott for det fall, att C &r ett tal helt eller brutet
och saledes pa grund af defin. 4, di ocksd 4 och B #ro tal.

11. Satsen 4:B = md:mB bevisar forf. pd foljande siith:
4:B= 2 =™ _ . 4. 0B Rigtigheten af pastaendet 4_md4

) B mB ’ HEHSHe ) P BT mB
visar forf. ej, anser saledes detta kindt ur aritmetiken. De vanliga
lirobdckerna visa dock denna sats endast for det fall, att m #r helt el-
ler brutet tal, men ej for » lika med ett irrationellt tal. Forfattarens
bevis #r saledes ej tillrickligt allmint. Denna och foregaende punkt
kunde mojligen antyda, att forfins proportionslira afser endast hela och
brutna tal. Men di forf. har en sats s3 lydande: om 4: B = C: D,
st ir /4 1 8/B = /C: /D", finner man, att han vill, att den skall
gilla 4fven for irrationella tal.

12. Vid satsen €uti hvarje analogi &r produkten af de yttersta lika
stor med produkten af de medlersta « hade forf. bort tilligga, att dtmin-
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stone tvenne af storheterna skola vara tal, alldenstund man ej kan tala
om en produkt af tvenme storheter, sa framt ej den ena af dessa #r ett
tal. Att forfns proportionslira ej ensamt afser tal, synes deraf, att
forf. ej tilldter termernas omvexling i en analogi, sa framt man ej ar
férvissad om, att alla fyra &ro af samma slag.

13. I beviset for satsen ©trianglar som hafva samma hsjd forhalla
sig till hvarandra som sina baser® delar forf. upp den ena triangelns
bas i oindligt manga sinsemellan lika stora delar och siiger sedan: eme-
dan hvarje del &r oandligt liten, méste han innehillas ett helt antal
ginger i den andra triangelns bas. Detta pastdende, som mojligen af
den i #mnets svirigheter fullt invigde kan forsvaras, &r dock for nybor-
jaren obegripligt. Battre #r att undvika allt tal om oindligt smi och
forst bevisa satsen for det fall, att baserna hafva ett indligt gemensamt
matt och sedan for det, di de icke hafva ett &ndligt gemensamt matt,
hvilket senare bevis ej moter nigra svarigheter, om det halles indirekt.

Samma anmérkning giller forfins bevis af satsen: “uti lika stora
cirklar forhilla sig bagarne till hvarandra som deras motsvarande medel-
punktsvinklar <.

Af det foregdende visar det sig, att proportionsliran och liran om
parallela linier #ro de svaga punkterna i forfins lirobok. Dessa #ro ock
utan tvifvel de svaraste kapitlen inom elementarmatematiken — de Pa-
ter-Noster-skir, pa hvilka manga forfattare af matematiska lirobocker
forut strandat. Emellertid kunna vi ej underlita att erkinna, det forf.
bemsdat sig att i en lattlist och kort bok meddela de vigtigaste sat-
serna inom elementarmatematiken. (Forts.)

Bocker, utgifna 1867-—1868.

Aritmetik och Algebra.
«) I - Sverige.

Sievers, P. F. Forsta ofningsboken i rikning, med synnerligt afse-
ende pa en naturlig sammanbindning af muntlig och skriftlig rik-
ning utarbetad. 12:0 188 s. Sthm Seligmann. Inb. 0,85.

Landgren, C.J. Hufvudrikningskurs for Folkskolelirare-seminarier,

, foll- och smaskolor. Sthm. Hjerta. 2:a uppl. 12:0. 0,75.

Aberg, Larobok i riknekonsten. For folkskolor och nyborjare. 8:de
uppl. 12:0. 56 s. och 4 s. facittabeller. 0,25. (40,000 ex. hafva ut-
gitt pa nigra ar)

Kindvall, C. A. Riknelira for folkskolor och begynnare. Warberg.
Inb. 0,40,
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Cronhjelm, P. E. Elementerna af aritmetiken och planimetrien. 6:te
uppl. omarbetad af Sylvan. Christianstad, Littorin. I. Aritmetik
och Algebra. 216 sid. 1,50.

Friléen, J. F. Den lille raknemastaren 9:de uppl. 12:0. 48 s. Sthm
Heggstrom. 0,25.

Nystrom, C. A. Sifferriknelira, indelad i 2 kurser. Forra kursen,
6:te uppl. 8:0. 60 och 10 sidd. Heggstrom. Inb. 0,70

Svenson, C. Y. N. Riknelira enligt den algebraiska metoden. For-
stk -till reform af den vanliga behandligen till och med enkel re-
gula de tri. Med 250 ofn.ex. 68 sid. Kongsbacka. Zachrisson. 1,25.

Bihang till rikneliran. 0,25.

Wahlén, P. Riknekurs for nybérjare och folkskolor, omfattande of-
ningsexempel i hufvudrikning, rikning pé tafla samt forsta grund-
begreppen i geometrien. 16:0. 34 sid. Sthm. Bonnier. 0,10.

Zweigbergk, P. A. Lirobok i riknekonsten. 22 uppl. 236 sid. Sthm.
Loostrom. Inb. 1,75.

Hultman, F. W. - Matematiska och fys1kahska problem utdelade af
Ecklesiastikdepartementet under &ren 1864—67 for de skriftliga
mogenhetsexamina vid de svenska liroverken. Sthm. 0,50.

Ljungh, J. Rakneldra f5r folkskolan. 1. Réknelira. 2. Exempelbok.
Kongsbacka 1867. 2,00.

Schelin. Raknelara jemnte det allménnaste af geometrien. 6:te uppl.
Nora. 0,65.

8) I Norge.

Evensen, O. Regnebog for Almueskolor. Bergen. F. Beyer. 16 sk.

Krogh, G. C. Praktisk regnebog til skolebrug. Bergen. Beyer. Inb. 60 sk.

———  TFacitbok til praktisk regnebog til skolebrug. 24 sk.

—w— Opgaver i praktisk regning. Bergen. F. Beyer. Inb. 30 sk.

Astrand, J. J. Regnebog for skoleungdomen. 3:die Udgave. Bergen.
Ed. B. Giertsen. Inb. 54 sk.

Feragen, A. M. Regneovelser. Christianssand. K. C. Grontoft. Inb.
30 sk. .
Guldberg, C. M. Mathematiske opgaver. I. Mathematik og Algebra.

2:den foregede udgave. P. F. Steensballe. 36 sk.
——— Oplosninger til samme. P. F. Steensballe. 24 sk.
Eckhoff Praktisk regnebog. 1—3 hefte. Stavanger. 24 sk.

(Forts.)

e eyt nee e
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AFDELNING L

Forsok till férenklad framstidllning af nagra
matematiska satser.

Af lektor K. P. NORDLUND.
I algebran begagnas ofta hjelpqvantiteter vid ldsning
af vissa frigor, di man pa ett enklare siitt enligt min &sigt

kunnat komma fram till malet. Se hir nagra utrdknade
exempel utan anvindande af hjelpgvantiteter.

1) Hvilken &r expressionens 32® — z + 2 minsta valor?

. @ 2 _ 3 1\? £+g€
””‘?*35— 3(’”‘6)‘36 3

N 23 N 23
=3l(e-g) + 36l = 30-5) * 12

23

322—-2+2=3

" hvilken expressions valérer for reella z-valorer dro - samt

hvarje storre virde, hvadan minimum &r 3§, hvilken valor
1

expressionen erhaller, da « dr 1.

2) Hvad &r summan af 1, @, a®> ... a" "', a?

_ 2 3 r—1 7
1+a+a2+a’...a.”—1+ar=(a Hi{l+ta+ta +al..,a +a
a_

a+a’+ad+at...a+at—1-a—a*—a®...d' -
- a—1

artt —1
e

3) Bevisa att loga.b.logsc.log.d.logae = log,e un-
der forutsittning att a, b, ¢ och d #ro tal, storre eller
mindre an 1, och e ett tal hvilket som helst.

7
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log b logyc . log d.log e (alogab)logbc.logcd.logde
= plog,e.log d.log e _ (blogbc)logc(l.logde = clog.d.logge

= dlogae = ¢,
Nu ir algat = ¢,
alltsa alogab.logbc.logcri.logdc - alogae

eller
log,b.logse. log.d . logae = logge.

Anm. Satsen, som jag ej forr sett, kan utstrickas
natorligtvis till huru ménga tal som helst.
Pa samma sitt bevisas de dfriga log.-satserna.

Om isoperimetriska produkters maxima *,
Af G. DILLNER.

En produkt siges vara isoperimetrisk, di summan af
de ingdende faktorerna Hr konstant. Sjelfva denna summa
ater kalla vi produktens perimeter. Sa t. ex. dro produk-

* Jfr Traité Elémentaire d’Algebre] par H. E. Tombeck. Den hir
afhandlade Iiran om, hvad vi kalla, isoperimetriska produkter, &r
for elementarmatematiken utan tvifvel af icke ringa betydelse. Ele-
mentaralgebran ersfrar, si att siga, genom henne fran differentialkal-
kalkylen en hel klass af intressanta och foretridesvis i praktiskt afse-
ende vigtiga fragor, hvilka det varit namnde kalkyl forbehallet att hit-
tills ensam besvara. Den hir utvecklade metoden ar s& enkel och askid-
lig samt dertill s& vig i anvindningen, att t. 0. m. den i differential-
kalkylen fullt bevandrade icke behofver stadna i valet, di det ror fra-
gor, som ligga inom hennes omrdde. D3 man sammanfattar den grupp
af maximi- och minimiproblem, som kunna losas formedelst gvadratiska
eqvationer, med den, som ligger inom grinserna af denna metod, s
har man en ganska aktningsbjudande samling af lirorika och intres-
santa problem, hvilka mer #n andra torde vara egnade att vicka hag
for matematikens studium och att redan hos skolynglingen skapa insigt
om denna vetenskaps hoga betydelse. Tidskriften skall i sin man soka
verka for astadkommandet af en dylik problemsamling, och hon motta-
ger tacksamligen bidrag vare sig i form af nya problem, eller i form
af nya belysningar ofver den afhandlade metoden,
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terna xyz, a%%, (xyz)® isoperimetriska, om de respektiva
summorna eller perimetrarna o+y+2, 2ay+az+z, zy+az+yz
iro konstanta; vidare iro produkterna z(a—=z), 2%r*-z%,
zy(a—z—y) o. s. v. genom sjelfva sin natur isoperimetriska,
da nimligen @ och # dro konstanter. De faktorer, som i
denna diskussion forekomma, antagas alla vara positiva.

Vi forutskicka foljande for var bevisning behofliga
sats *.

Produkten af n faktorer x, , 2, . .. xn Gr alltid <
eller = nk digniteten of deras aritmetiska medium , detta se-
nare dock endast ¢ det fall, att alla faktorerna dro lika.

Af (z, —2,)* = 0 foljer ] + @) = 22,4, samt vidare
(%, + &,)* = 4,2, eller, som dr detsamma,

rz, = (ﬂ—;—ﬁ) .......... 1),

der tecknet < giller for olika och tecknet = for lika fak-
torer, da siledes satsen #r bevisad for tva faktorer.
Pa grund af (1) dr vidare
3@+ @) +3(2 + @)
2
hvilken olikhet (likhet) efter qvadering a &mse sidor och
efter utbyte af {1(2, + #,)}* och {i(a, +a,){*> mot de re-~
spektive mindre (lika) faktorerna a,z, och z %, blir

22,008, < (ﬂi‘;ﬁ’iﬁ) ...... @),
der tecknet = tydligen giller blott det fall, att alla fak-
torerna dro lika. Satsen dr saledes bevisad for fyra fak-
torer.

Med stod af (2) och (1) kan nu satsen bevisas for atta
faktorer, vidare for sexton faktorer och i allminhet for p
faktorer eller att

Xy &yt e Tp\P
Xy euolp = (—1————"'—p———£) ..... (‘3),

di p 4r nigon dignitet af 2 hvilken som helst.

2

b

HORPARTCPENES

* Jfr Algebra by Todhunter, pag. 404,
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Vi gd nu att bevisa satsen for n faktorer, da n &r
ett helt tal hvilket som helst <p. Till detta #ndamal
sitta vi

p=n+tr och t= ——-—ur

samt antaga &u41 = Znpe = ...& = t. Olikheten (lik-
heten) (3) blir nu

K R /o

IIA

(Zzi—tri:)n+r, d v.s. S t*t7,

da efter bortdividering af ¢

2+ &y L 2\

. —nm-—)......(z;),
da saledes satsen &r bevisad for hvilket antal faktorer
som helst.

xlxz...m,,_g_(

I.  En isoperimetrisk produkt dr mamimwm, dé hans
alla faktorer dro lika.
Antag @, + @, +...@, = k, der k &r konstant, sa &r

enligt (4)
k n
By T < (—) 5
= \n
dd saledes det storsta virde produkten &,&, ..., kan fa

ar (%) , hvilket intriffar da
Xy = Ly = ...y,

II. En produkt of potenser med positiva exponenter,
hvilken dr isoperimetrisk < afseende pd potensernas baser, dr
maximum, da baserna, dividerade med sina respektive expo-
nenter, dro lika.

l:0. Exponenterna kela tal.

Vi taga till undersskning produkten zymz". Vi sitta
basernas perimeter # + y+ 2 = k, der % utmirker ett kon-
stant talviirde. Produkten &'y"z" &r tydligen maximum pa

o x\* y ne o \n o
samma gang som produkten (——-) () (—) , d. v. s. pa
L)\m/ \n ‘
samma gang som produkten
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.2 ktorer) x -2 .4 2.2
77 ... (I faktorer) x - m...(mfakt.) x n(n fakt.),

hvilken Aiter, siasom hafvande £ till perimeter, &r maxi-
mum for

LA A Y
{ m n
Satsen. giller tydligen for en produkt af huru manga

digniteter som helst.

2:0. Exponenterna brutna tal.
I m o
Vi taga till undersokning produkten a?.y?.2". Vi

siitta sdsom forut basperimetern & +y+2z = k. Produkten

Z m n
zP . y? . z" dr tydligen maximum pé samma ging som hans
(pgr)% dignitet o .y, z7¢, hvilken &ter emligt 1:0 &r
maximum for
z y z
lgr

~ mpr mpg
eller, som #r detsamma, for

f—=——=—,h.8.b.

Satsen giller tydligen for en produkt af huru mdinga
potenser som helst.

Anm. 1. Endr det irrationella talet kan fas att ligga
mellan rationella grinser, hvilka skilja sig fran hvarandra
pa huru litet som helst, sd inses satsens sanning afven for
det fall, att exponenterna dro irrationella tal.

Anm. 2. Da maximum af en produkt motsvaras af
minimum af hans perimeter, sa inses, att fragor rérande
perimetrars minima for gifna produktvirden kunna med lika
fordel afhandlas enligt de ofvan framstilda satserna.
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Ezempel®.
1. Dela talet 23 i tre sddana delar, att produkten af
den forsta delens quadratrot, den andra delens kubikvot
quadrat och den tredje delens f;ea rde rot ¢ kub md bli den

storsta mojliga.
Om de tre delarne utmirkas med 2, y, z samt pro-

duktens maximivirde med m, sd blir problemets uppstill-
ning féljande:

1 2 3
2 .y*.2* =m och z+y+z = 23,
da foljaktligen
E .
7 3 H I+1+3

hvaraf £=6, y=8 och z=9 samt m=,J§.,J§i,1/§‘3 =36./2.
2. Af en gifven linie 2p som omkrets skall konstrueras

den storsta mdjliga triangel.
Vi lata sidorna betecknas med =z, y, z samt maximi-

ytan med m, da

Np(p—a)(p-y)(p -2 = m,

P-2)p-9)p-2) = 5>

der den trelediga produkten, sdsom hafvaude P tlll perime-
ter, d4r maximum for

p-x _p-y _P—*_ P
1 1 1 3’
d. v. 5. for z =y = z eller for den liksidiga triangeln. Ge-
nom insittning erhalles maximiytan -
m = 373 .
3. At 7 en gifven cirkel inskrifva den storsta mdjliga
likbenta triangel.

hvaraf

* De flesta af de hir anforda exemplen #ro hemtade fran lireboc-
ker i differentialkalkylen.
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Vi lata cirkelns radie vara # triangelns héjd y och

hans halfva bas ¢ samt maximiytan m. Vi fa saledes
zy = m och 2 = y(2r—y)
eller efter eliminering af z
@r -yy* = m*,
der produkten till venster &r isoperimetrisk i afseende pa
2r — y och basen i digniteten y®, da foljaktligen
-y _ Yy _r

1 3 .2

hvaraf
y=3r, @#=3r/3 och m=3%r%/3.

Den begirda triangeln &r siledes den liksidiga.

4. Af en gifven yia 2s skall konstrueras en rektanguldir
parallelipiped med stirsta mdjliga volym.

Om léngd, bredd och hQ]d betecknas med z, y och z
samt maximiytan med m, sa fas

@y +az+yz = 8 och ayz = m.

Genom den senare likhetens qvadrering erhalles den

isoperimetriska produkten zy.az.yz = m?*, hvaraf

- =¥ 5 = s\?
1 1 i 3 samt m \/(,§> .

Kuben dr saledes den figur, som uppfyller vilkoret.

5. Huilken form bor ett cylindriskt ¥ mynt ega for att
med minsta mdjliga yta inneshia storsta mdjliga kubikinne-
hall? *

Om basradie, héjd, yta och kubikinnehall betecknas
med respektive @, y, s och m, s& fas

2nx® + 2wey = s och 7ma*y = m
eller
1
s L m
2+ ay = — och (2¥)*.ay = — N
y 27I ( Z/ 7T *

* D3 vi har tala om cylindrar, koner, prismer och pyramider, s&
underforstas, att de #ro rita.
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hvaraf pa grund af isoperimetrien

& _my o s _ s
1 1 21 +%) 3’

d. v. s. 2z = y eller basens diameter = hojden. Vidare

2

ir m = i\/ S hvaraf ses, att det &r likgiltigt, hvil-
37 67[
kendera qvantiteten m eller s betraktas sdsom obekant.

6. Huilken form bor en dppen rektanguldr lida ha for
att med minsta mdjliga yta forena storsta mojliga rymlighet?

Om lingd, bredd, héjd, yta och kubikinnehall beteck-
nas med respektive z, y, z, s och m, sa fas

ay + 20z + 2yz = s och ayz = m,

hvilken senare likhet kan sédttas under den isoperimetriska
formen
_ 2y . 22z . 2yz = 4m?,
hvaraf
zy 2wz 2yz s

1 1 1 3
da foljaktligen # = y = 2z eller hgjden = halfva sidan i
den qvadrat, som bor utgdra bottenytan. Vidare &r

dm® = (—8—)3 oler m = 15.73.

7. Huru stor sektor bor skiras ur en gifven cirkel, for
att man af honom md kunna forma den bugtiga ytan il en
kon af storsta maojllga kubikinnehall?

Om cirkelns radie, sektorns bage och konens maximi-
volym utmirkas med respektive », & och m, sa blir

OINVE
)16

eller }

1o

3m
7T 3
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hvilken senare likhet pa grund af isoperimetri ger

) )
2n) r 2r)  2?
1 3 387
Konens basradie, hojd och volym bli respektive
r/Z, rJEf och 3rimyI.
8. Ait pd en regulier n-horning som bas konstruera en
pyramid, som med minsta mdjliga sidoyta forenar storsta
mdjliga rymlighet.

d.v.s. = 271'1\/%.

Om n-hérningens apotem betecknas med 2, sa &r hans
sida 2 tg;. Om vidare y, s och m utmirka resp. py-
ramidens hojd, sidoyta och maximivolym, sa fas, da for
korthetens skull tg % utmérkes med a:
nax /z* + y* = s och snaz’y = m

eller
3_’"

s\? 1 1
eyt = () oh @) f@r) = 22,

na

hvaraf pa grund af isoperimetrien

2 2 2
:{v_y_zg.(i) ,dovos. /9 =y.

1
0 B} na

xd

3 2
Vidare ar 2—\@ (—s-) = (3—m) . Foérhallandet mellan

9 \na na
L)
@ och y #dr oberoende af sidornas antal i manghérningen,
giller saledes afven for konen eller d& n = oo och na = m.

9. At omkring en gifven cylinder omskrifva en kon af

. minsta mdjliga volym.

Om konens basradie, hdojd och minimivolym utmirkas
med resp. @, y och g samt cylinderns basradie och hdjd
med # och %, sa fas

sy = p och y:ax =y-—-hip
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eller efter. en enkel transformation
h ( h )2 wrh
=l = —] = —.
¥ Yy 3u

Produkten till venster 4r nu maximum eller, som ir
detsamma, g = mwinimum for

L P
_ly— =-—2—3«=%, d.v.s. for y = 3k.

10. Att omkring en gifven sfer omskrifva en kon af
minsta mdjliga volym.

Om konens basradie, héjd och minimivolym tecknas
resp. #, y och g samt sferens radie », sa fas

itma*y = p och z:y = ? N y(y —2r)
eller '
_n?|

3 e = .
2r 2y ‘u
i
¥ ¥ -

Nédmnaren sasom isoperimetrisk produkt 4r maximum,
d. v. 5. ¢t = minimum, for

2 _ 1_2_”° =1, dv.s for y= 4r.
Y ¥
Anm. Detta exempel kan é&fven losas formedelst
en qvadratisk eqvation.

11. Huru stor quadrat bor bortskdiras wr hvarje hirn af ett
rektangulirt pappstycke, for att man of dterstoden mé kunna
Jorma en dppen lida of storsta mdjliga rymlighet?

Om 2a och 20 utmirka resp. pappstyckets lingd och
bredd samt 2 och m resp. sidan i den utskurna qvadraten
och ladans maximivolym, sa fas

4(a—2)b—x)x = m eller (e—2).b—2).2¢ =1im,

hvilken senare produkt vil ér isoperimetrisk, men inskrinker
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fragan till vilkoret @ = . For att hifva denna inskrink-
ning sitta vi
a-x b-2 2 m
TR 7 T dapp
der ¢, § och y dro indeterminerade konstanter. Den tre-
lediga produkten till venster &r nu maximum fér

a—a b—a z
1 = = T
., R T
sa snart
a—x b-—x x a b 11 1y
. +_ﬂ_fy_.a+-}§_ x(&a-g-;)—konstant,
d. v. s. sa snart
1 1 1
2 -+ —-—===0.
® e f 7

Om i (2) inféras de mot @, § och y proportionella
qvantiteterna a—2, b—2 och & ur (1), sa erhalles *f
eqvationen |

1 N 1
a—x b-w

1
— -—x- = 0 N
hvaraf L
z=3(@+b+ /a* 15" —ab)s
der det negativa rottecknet ensamt motsvarar problemets
vilkor.

Ofningssatser.

(Losas formedelst qvadratiska eqvationer *).

81. Ett fonster utgores af en rektangel jemnte en pa dess
ofra sida konstruerad likbent triangel, hvars hojd och
halfva bas dro som 1:,/9. Hvilken form bor fonstret
ha for att med gifven perimeter 2p insldppa storsta
mojliga qvantitet ljus?

* For diskussion af dessa maximi- och minimisatser hinvisas till
den svenska bearbetningen af Todhunters algebra.
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82. Att omkring en gifven rektangel omskrifva en rekt-
angel med stdrsta mojliga yta. . ,

83, Mellan tvenne réita linier, som bilda med hvarandra ;
en gifven vinkel », skall inpassas en linie af gifven 3
lingd a, sa att den uppkommande triangelytan blir .
den stérsta mdjliga.

84. Hvilken form bér en i en gifven sfer inskrifven cylin-
der ega, for att l:o hans bugtiga yta 2:0 hans hela
yta ma bli maximum.

85. Tva stider A och B #ro férenade genom en 3 mils
ritlinig jernvig.- P4 sidan om vigen dr en egendom
C s& beldgen, att vinkelrita afstindet CP till AB &r
1 mil och AP = 2 mil. For att fa kommunikation
med bide A och B anliggas fran C tva ritliniga kor-
banor till jernvégen. 1 hvilka punkter bdra dessa
triffa vigen, for att kommunikationen med de bada
stiderna ma ske med stérsta mojliga tidsvinst?

86. Tvenne vidgar AC och BC skira hvarandra under 60
graders vinkel. Fran A och B utgd samtidigt tva
kroppar med resp. hastigheterna 1 mil och 2 mil i
timmen. Om AC =2 mil och BC =1 mil, efter
hvilken tid &ro de tvd kropparne pa minsta afstand
fran hvarandra? — Samma fraga for det fall, att
AACB =y, AC=a, BC =5, samt de resp. ha-
stigheterna &ro @ och 8.

87. Att omkring en gifven sfer omskrifva en kon, hvars
1:0 bugtiga yta 2:0 hela yta &dr ett maximum eller
minimum.

88. I en kon med hojden % och basradien » skall inskrif-
vas en cylinder, hvars l:o bugtiga yta 2:0 hela yta
skall utgéra ett maximum eller minimum.

(Lsas pa grund af isoperimetri).

89. En figur, som utgdres af en rektangel och en likbent
triangel, skall inskrifvas i en gifven halfcirkel; hvil-
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ken form bor figuren ha for att innesluta storsta moj-
liga yta?

- 90. Omkring en gifven cirkel skall omskrifvas en likbent

triangel af minsta mdjliga yta. :

91. Hvilken form bor ett cylindriskt vitskematt ha for att
med minsta mojliga yta forena storsta mdojliga rym-
lighet?

92. Af ] fot langa tridstammar skall en lapp konstruera
en konisk kata. Hvilken form bor katan ha for att
bli sa rymlig som mojligt *?

93. Att i en gifven sfer inskrifva 1:o en cylinder 2:0 en
kon af storsta mdojliga volym,

94. Att i en gifven sfer inskrifva en kon med storsta méj-
liga bugtiga yta.

95. Ett koniskt karl, hvars djup &r % och basradie », &r
fyldt med vatten. Man Onskar veta formen pa den
cylinder, som, neddoppad i kirlet, undantringer s
mycket vatten som mojligt. '

96. Ur en cylindrisk tridstam skall uthuggas en bjelke af
storsta mojliga fasthet. Huru bor bjelken formas, da
man vet, att fastheten ¥ #r proportionel mot bred-
den 2 och qvadraten pa hdjden y, d. v. s. F' = cay?®,
der ¢ 4r en konstant.

2
97**, Sok maximum e) af produkten ay, di% + %3 =1,
2 2 2
B) af produkten zyz, da % + %E + Ei =1.

* Svaret, att hojden : basradien — 1:,/5 synes, att doma efter
ogonmatt, nagot si nir ofverensstimma med lapparnes sitt att bygga
sina kator. Skulle nagon af tidskriftens lisare vara i tillfdlle att genom
mitning afgora fragan, si komme resultatet af en sidan understkning
sikerligen att intressera ritt mingen. Vi ha s& mycket mera skil att
fasta uppmarksamheten pa denna omstindighet, som tidskriften i nagot
af sina nirmast foljande hiften kommer att redogtra for nigra andra
byggmistares sitt att bygga sina hus, nimligen — binas.

** Detta exempel &r af sirskildt intresse for dem, som list analy-
tisk geometri, enéir &) lir oss inskrifva den storsta rektangel i en ellips
och g) lir oss inskrifva den storsta mojliga rektangulira parallelipiped i
en ellipsoid.
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98.

99.

100.

101.

102.

103.

Satser af docent C. E. LUNDSTROM.
Af en triangel kdnner man antingen a) arean, peri-
metern och en vinkel eller §) arean, en sida och
forhallandet mellan de tvenne andra. Att konstruera
triangeln.
Om pa en triangels sidor sdsom baser likbenta och
likformiga trianglar uppritas, sa att deras spetsar alla
iro vinda utat eller alla inat den ursprungliga tri-
angeln, att bevisa, det dessa spetsar och samma tri-
angels horn ligga i perspektiviskt lige, eller att, om
man sammanbinder dem med motstdende hora, de
sammanbindande linierna ga genom en punkt.
En triangels sidor skola ga genom tre gifna punkter,
och dess horn ligga pa en cirkels periferi. Att kon-
struera triangeln.
@) Att pa en rit linie finna den punkt, hvarifran en
pa ena sidan beldgen determinerad linie synes under
den stérsta vinkel.
B) Att finna en dylik punkt pa en cirkel.

Sats af lojtnant P. W. ALMQVIST.
Att upprita en qvadrat, hvars sidor (forlingda om

sa behofves) tangera hvar sin af fyra gifna cirklar.

Sats af student N. PETERSON.

ABCD &r en fyrhorning, uti hvilken sidorna 4B
och OD i4ro bada vinkelrita mot BC och tillsam-
mantagna lika stora med 40D. Om man fran midt-
punkten af AD drager en perpendikel mot BC och
frin dess fotpunkt en perpendikel mot AD samt fran
denna perpendikels fotpunkt ater en perpendikel mot
BC, sa blifva dessa i zigzag gaende perpendiklar i
ordning det aritmetiska, det geometriska och det Lar-
moniska mediet mellan AB och CD.

pr——
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Satsen 43 (G. H. Lindqvist),
16st af student G. MITTAG LEFFLER.

Denna uppgift dr ett enskildt fall af foljande alimin-
nare uppgift, hvilken erbjuder en nira nog lika enkel los-
ning, som det ifragavarande enskilda fallet.

I en cirkel drages en korda EC och den ene af hennes
motsvariga bdgar skdres midt © tuw © A; ait genom A draga
en vt linle sd, att stycket mellan cirkelperiferien och kordan
eller hennes forlingning blir = en gifven lingd .

Sammanbind "4 och C, drag CO 1L AC och giér CO
= +1; sammanbind vidare 4 och O, afsitt pa OA stycket
OD = OC och med A som medelpunkt upprita en cirkel,
som gar genom D) och skir cirkeln CAE i B och B, .

Vi taga till undersokning forst det fall, da cirkeln
CAE skidr kordan EC. Vi lata skirningspunkterna vara
F och F, och draga AF och AF,, tills de raka cirkeln
EAC i B, och B,, samt AB och 4B, , tills de raka kor-
dan EC forlingd i F, och F,; de fyra linierna AF,,
AB,, AB, och AF, #ro da af den begirda egenskapen.

Punkterna C och B, forenas, och med O som medel-
punkt uppritas en cirkel, som gir genom C och D och
hvilken saledes tangeras af den mot OC vinkelrita AC.
Emedan A AFC ir likvinklig med A ACB,, si ir
AF: AC = AC: AB, eller AC = AF.AB,; emedan vi-
dare AC tangerar bagen DC, sa #r AC'= AD. (AD+20D),
hvaraf foljer, eniir AD = AF och 20D =1, att AB,
= AF+1, da allts& AB, ér en linie af den begiirda egen-

skapen.
Om B och C forenas, sa foljer af likvinklighet mel-

lan A ABC och A ACF,, att AC = AB.AF,, di pa
samma sidtt bevisas, att AF, &r en linie af den begirda
egenskapen.

De tva linierna AB, och AF, tillsammans med de
symetriska linierna AB; och AF, dro saledes de fyra so-
lutioner, som svara mot forevarande fall,
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I fall cirkeln BDDB, tangerar kordan EC, samman-
falla solutionerna 4B, och AB, till en, och om cirkeln
icke rikar kordan, si dro blott solutionerna AF, och AF,
méjliga.

Vi hafva funnit Z(—?z: AB.AF,. Om derfésre AC
= den gifna lingden [, s& #r Bﬁ2= AB.AF,, hvilket
ger uppslag till foljande ritt enkla konstruktion af detta
enskilda fall.

Skiir nimligen AC i K, s& att AC. AK = KC; drag
genom K och parallelt med EC en rit linie B, KB, hvil-
ken skidr cirkeln i B och B,. Linierna AB och 485, ,
utdragna, tills de triffa EC forlingd i F, och F,, #dro da
linier af den begérda egenskapen. Ty af KC'= AC. AK
foljer, att B—Ff = AF, . AB; men enir A ABC ir lik-
vinklig med A ACF, si ir ifven AC = AF,.AB, d. v. s.
AC = BF,, da alltsi AF, och foljaktligen &fven AF,
uppfylla vilkoret. De tva ofriga solutionerna (om de &ro
mojliga) erhdllas sdsom forut, om man med A som medel-
punkt ligger en cirkel genom B samt forenar 4 med de
punkter F och F, i hvilka cirkeln skdr kordan EC.

Skulle sisom i 43 satsen EC = 2p vara en diameter-till
cirkeln EAC, sa ir 20 = AC* = (AC+ AB). AB, hvaraf
visar sig, att AB<r, di det siledes for detta fall endast
gifves tva solutioner.

Satserna 1 samt 30, 33—35 (F. W. Hultman),
losta af lgjtnant P. W. ALMQVIST.

1. Lat % vara det brak, som skall forvandlas till

decimalbrak, och antag, att
B =10p-1 .
samt beteckna med ¢,, ¢,, ¢;, 0. s. v. de successiva qvo-
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ter, som erhallas genom det i satsen framstilda forfarings-
sittet, och med », , #,, 75, 0. s. v. de motsvarande re-
sterna. Man har da foljande likheter

: A = pqg + 7

107, + ¢, = pgo + 7y

107y + g, = pga + 14

10p,—1 + n—1 = PGn + Pa,
hvilka ocksd kunna skrifvas pa foljande siitt

1 107'1 +
A4 = (10p-1) 110, v 2D '
10/, + g, = (10p — 1)%’-) + &7'21_5 %
107, .+ q, = (lOp _ l)iq% 10?’31(-; Qs
n 10 s + Qn
10r, 1 + Jn—1 = (10]9 _ 1)116 + TITQ_‘ .

Om den andra af dessa likheter divideras med 10, den
tredje med 100, den 4:de med 1000 ... den n:e med
10*—1, samt alla likheterna derefter adderas, sa fis

= (T, % 9s qn 107, + ¢n
4 = (10 1)(10 * 700 T 1000t 10%) T on
eller
4 4 %, %, O qn  10m+qn
B~ Top-1_ 10tioo* 100" Ti0r T T0n. B
e o " . . 10m, + qn
For n = oo #r grinsvirdet for 0B - 0,

och saledes blir

A4 _a, ¢, &
E—iG+IOO+—GOT)+..., h. s. b.
30 och 35. L&t abe vara en triangel samt AB, BC

och AC bissektricerna af dess yttre vinklar. (Punkten ¢
8
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ligger- pA AB o. s. v.). Punkterna 4, B och C #ro di
medelpunkter till samma triangels utanfir-inskrifne cirklar
samt linierna Aa, Bb och Ce¢ bissektricer till dess inre
vinklar. Dessa linier dro' derfére ocksa vinkelrdta mot
hvar sin af de yttre bissektricerna och utgéra saledes hoj-
der till triangeln ABC. Man finner siledes, att, om jfot-
punkierna af en triangels hijder sammanbindas med hvaran-
dra till en ny triangel, si dro den forra iriangelns sidor bis-
sektricer Gl den senares yttre vinklar, samt att, om medel-
punkterna till en triangels wtanfor-inskrifna cirklar samman-
bindas med hvarandra Gl en ny triangel, sd sammanfalla
den forra triangelns spetsar med fotpunkterna of den senares
hojder. — De losningar till satserna 30 och 35, som hiraf
kunna hirledas dro sjelfklara. ‘

33 och 34. Upprita den cirkel, som gir genom de
tre gifna punkterna, och drag genom hvar och en af dessa
en tangent till samma cirkel, s &ro ‘dessa tre tangenter
sidor i den sokta triangeln.

Satsen 29 (F. W. Hultman),
lost af froken RAGNHILD BROLINSSON.

29. Lat A, B, C vara de gifna punkterna. Bilda
triangeln ABC. Drag genom A riita linien C'AB'// BC,
genom B rita linien ¢"BA4'// AC och genom C rita linien
ACB' /|| BA; A AB'C ar den begirda, ty A'C = BA
=(CB', BA=CB=AC, (B = AC= BA4'.
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AFDELNING IL

)

Till den elementira framstillningen af rotter.
Ett forslag till 4skddningsmateriel.
Af lektor C. F. E. BJORLING (jr).

Vi ansluta oss i det foljande till Cauchy's definitioner
och betraktelsesitt.

Lat » och z betyda tvenne geometriska qvantiteter,
sinsemellan forbundna genom relationen w = f(2). Da =z
varierar utefter ndgon viss plan kurva, beskrifver w en
annan, deraf beroende. Vi bendmna den forra prémitiv,
den senare sekunddr.

z kan pa oidndligt manga sitt, d. v. s. pa odndligt
manga vigar, 6fvergd fran ett virde ¢, en punkt i planet,
till ett annat 8. Om valéren af f/(f) dr densamma, hvil-
ken vig z under.sin variation #n ma hafva foljt, siges u
“vara en monodrom funktion af z.

Bland icke-monodroma enkla funktioner némna vi lo-
garitmer och potenser med bruten exponent, saledes ock
rotter. Hér sysselsdtta vi oss blott med dessa senare.

Lat u vara = «/z, eller, som #r detsamma,
w = z.

Lat vidare R och » vara de geometriska qvantiteter-
nas u och z resp. modyler, P och p deras argumenter.
Forestdende eqvation blir da satisfierad, om vi taga

1) R* = p,

samt

il

(2 2P = p.
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For att askadliggora sambandet mellan » och z, lita
vi den senare beskrifva nagon viss kroklinie och stka den
motsvarande for w. Hvilken primitiv kurva &r nu for vart
indamal lampligast?

Om =z beskrifver en genom origo gaende rit linie,
varierar endast »; beskrifver den en cirkel med origo till
centrum, endast p. Ingendera af dessa linier #r alltsa i
ifragavarande afseende riitt passande. '

Taga vi till primitiv kurva en rit linie, som icke gar
genom origo, blir nyssnémnda olédgenhet visserligen afhjelpt,
men resultaten blifva osymmetriska och motsvara &fven
af andra skil ej vart dndamal.

For detta egnar sig mahinda bést ellipsen

2 2

zt Y
oy + F = 1
hvars eqvation i polar-koordinater (origo i centrum) &r

ab
N a¥sin’p + bcos’p
- Pa grund af (1) och (2) blir den sekundidra kurvans
eqvation

@ B =

® -

ab .
Na*sin?2P + b2 cos 2P
Vi vilja understka denna nérmare.
Till en boérjan &ar det tydligt, att R aldrlg blir noll
eller odndlig, 4fvensom att den &r kontinuerlig for alla
valorer af P. ‘
, Genom derivering af (4) och division erhalles
%) 2 4R _ (6* — a®)sin 4P
R dP ~ a*sin?2P + b%cos?2P°
Emedan denna sista expression blir = O for
kn

P = T (k =0,1,2,0.8v)

maste den sekundéira kurvan i hvarje motsvarande punkt
tangera den cirkel, hvars radie dr = radius vector.
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%- blir, sasom vi nyss sett, aldrig 0. Saledes ma-

dR . _km
» gp vara = 0 for P = 5 Emedan
R alltid 4r positiv, kan man ock, férmedelst sistnimnde
formel, litt finna, att

ste, pa grund af (5)

(—u—% ar negativ for rr >P>0,

aP 4
. positiv  » izt— > P> e
fzv » 3n>P> z
. . nmegaiwv I 5

.. 7
..opositiv » m >P>—, 0. 8 Vv,

4
eller att i allminhet

B ar mazimum = JJa for P = ]ﬁQE’ ]l
(k=0,1,2,0.5.v.)
mintmum = /b » P = Q%MJ(

Kurvan #r uppritad i fig. 20. ABA'B’ 4r den pri-
mitiva ellipsen, Oa dr = /a, Oa = A/b; linien &'Oc bil-
dar vinkeln 45°, B'Of 135° med A'OA, och aabfadbf’
ir var sekundira kurva. Den liknar en blomma med fyra
kronblad, eller tvenne korsvis lagda ellipser, hvilkas kon-
turer i skdrningspunkterna sammansmilt med hvarandra.

Da variabeln z befinner sig i A, och dess argument
ar O, miste u vara i a. I denna stiillning representerar u
den positiva quadratroten wr den positiva quantiteten a.

Da z genomlupit ellipsens forsta qvadrant och saledes
befinner sig i B, har w, pd grund af (2), hunnit till e.
Likasé inses latt, att, '

ddzarid,aruib,
..... B, .. 08,
...... 4, ....d.
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I denna sistndmnnda stdllning representerar w den ne-
gativa gvadratroten ur den positiva gvantiteten a.

Vi lata nu var oberoende variabel verkstilla ett nytt,

kretslopp och finna, att,
dd z4ri B, drui o,
. L
A - 1
e A4, oL a.
I detta sista lige forestdller » aterigen den posiliva
qvadratroten ur a.
Den positiva och den negativa qvadratroten ur en po-
sitiv qvantitet dro siledes icke tvenne sarskilda funkiioner.
Det &r nemligen alldeles stridande mot begreppet af funk-

-

tion, att en.saddan skulle kunna 6fvergd i eller forvandlas

till en annan, endast derigenom att-den oberoende varia-
beln férdndras pa ett visst sétt.

De bada qvadratrétterna &ro olika valdrer af en och
samma funktion. Denna dr saledes icke-monodrom.

For ofrigt inser man, vid forsta Ggonkastet pa var
sekundira kurva, bland annat foljande:

1) De bada qvadratrotterna ur den negativa qvant.
—a dro beligna i b och ¥, foljaktligen rent imaginira,
samt  af formen = i./a. Ingendera fortjenar siledes att
framfor den andra utméirkas med benﬁ,mningen principal.

2) De bada qvadratrotterna ur den imagindra qvanti-
teten &¢ ligga i @ och o, samt 4ro saledes i\/-%(l +12)
Den forra 4r principal. :

3) De bada qvadratrdtterna ur den imaginira qvanti-
teten — b ligga i 8 och B', dro saledes ;\/%(1——2').

Den senare &r principal.

Lo . 3 e e
Antages deremot u = «/z, eller, som #r detsamma,
u = 2z,
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sa erhdlles, om vi taga samma primitiva kurva som nyss,
den sekundira

R - ab

Na*sin?3P+ b cos 3P
Denna eqvation kan undersikas efter samma metod

som (4). Kurvan dr uppritad i fig. 21, och af densamma
kunna féljande slutsatser bland andra dragas.

1) =z maste tre ginger i samma led genomldpa sin
ellips, for att u skall aterkomma till samma punkt.

2) Kubikrétterna till den positiva qvant. o ligga i

ﬁz_“/?j Den

a ¢, b och dro alltsa /a samt Ja( 5

forsta ar prmmpal.

3) Kubikrotterna till den negativa qvant. — a ligga i
143
2’ ) De
bada senare #ro lika beriittigade till ben#imningen princi-
pala.
4) Kubikrotterna till den imaginira qvant. &¢ ligga i

@, y, B och dro saledes \/b(i'\/3+z> samt _z':/b. Den

2
férsta 4r principal.

@, b, ¢ och dro alltsdi — Ja samt Ja(

5) Kubikrotterna till den imagindra qvant. — &7 ligga
i B, &,y och dro saledes sz samt ,\/I)(:F"/3 ) Den

sista dr principal.

Den sekundédra kurva, som under enahanda forutsitt-
ning motsvarar den allminna funktionen

) = 'Oyz ’
har uppenbarligen till eqvation

B - ab

Jarsin®nP + b2 cosinP
Dess konstruktion inses litt af det foregaende.
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Grunddragen af den geometriska kalkylen.

Af G. DILLNER.
(Forts. fr. sid. 30).

Forberedande begrepp. Reduktion till nya
grundbestimningar.

1. En punkt P (fig. 22) dr fullt bestimd till sitt lage,
da vi kinna hans afstdnd fran en gifven punkt O samt
detta afstands rigtning fran en gifven rigtning AB.

Den gifna punkten O kallas origo och den gifna rigt-
ningen AB kallas grundrigtning. Gér icke AB genom
origo, sa later man for enkelhetens skull en med 4B pa-
rallel och lika rigtad rdt linie OC vara dragen genom
origo, hvilken da representerar grundrigtningen.

2. Med O som medelpunkt och en gifven enhetslingd
som radie uppritas en cirkel LMN, som skdr OC och OP
1 respektive I och M samt férlingningen af OC i N.
Denna cirkel kallas enletscirkel och tjenar till att pa sam-
ma gang angifva den enhetslingd, hvarmed OP &r upp-
métt, som ock att utmirka den baglingd LM, som be-
stimmer OP:s rigtning fran grundrigtoingen OC. Om nu
afstandet O &fvensom bagen 71.M, begge uttryckta i den
gifna lingden OI. som enhetsmatt, representeras af de re-
spektive talen @ och &, hvilka kunna vara rationella eller
irrationella, s& inses, att vi med beteckningen

y

kunna representera liget af hvilken punkt som helst inom
planets hela utstriackning.

Denna forening af tvenne tal, hvaraf det ena wimdrker
en punkts afstind fran en gifven punkt och det andra den
bdge pd enhetscirkeln, som bestémmer detta afstinds rigtning
Jran en gifven rigtning, begge hinforda €ll samma gifna en-
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hetsmdtt, kallas geometrisk quantitet, geometrisk kom-
plex eller helt enkelt komplea.

Afstindet o kallas radius vector eller modyl, bigen «
ater polarvinkel eller argument. Sasom tecken for kom-
plexer anvindas vidare

Rp, m, 045 bg, ¢y, 0.5 V.
3. En komplex a. kan ifven tecknas
a.l,,

“der 1., sdsom utgdrande enhetslingden OM, till rigtningen
bestamd af bagen LM eller o, kallas geometrisk enhet.
Hvarje komplex kan sdledes betraktas sdsom uppkommen ge-
nom den geometriska enhetens multiplikation med ett rationelt
eller irrationelt tal.

4. De bestimningar, som pa forhand maste vara
gifna for att en geometrisk qvantitet skall kunna vara fullt
verklig, 4. v. s. uppfylla sitt &ndamal att bestimma en
punkts lige i planet, dro sdledes: 1l:o den godtyckligt valda
punkten O eller origo, 2:0 den godtyckligt valda rigtnin-
gen OC eller grundriginingen samt 3:0 den godtyckligt
valda ldngdenheten OL eller enhetsmditet, hvilka tre be-
stimningar kallas den geometriska qvantitetens grundbe-
stimningar. Vi skola framdeles se, huruledes ur -dessa
grundbestdmningars arbitréira eller konventionella natur den
geometriska kalkylen leder sin utveckling, likasom, enligt
hvad vi i inledningen antydt, den aritmetiska kalkylen &r
grundad pa det konventionella enhetsmittet samt den al-
gebraiska pa detta jemnte den konventionella positionen.

5. En geometrisk qvantitets rigtning forindras icke,
om till argumentet ligges ett helt antal baghvarf. Om
derfosre k betecknar nagot af hela talen 1, 2, 3 etc. eller
ock O, s& representeras punkten P2 lige, gemerelt taget, af
komplexen :

At 4 2k o

D4 argumentet utgéres af ett enda bagvirde, sdsom i

a,, kallas det specielt; utgores det ater af et obegrdnsads
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antal sadana, sasom i @. 49w, kallas de generelt. Det ge-
nerella argumentet ofvergar saledes i det speciella, s snart
k antages representera ett gifvet bestimdt virde eller na-
got af virdena 0, 1, 2, 3 etec.

6. Rigtningen OP angafs sasom bestimd af bagen
LM, men kan lika gerna anses sdsom bestimd af bagen
LNM, da siledes den led, i hvilken vi kunna rikna vara
bigar ar tvifaldig, den ena motsols eller frdn hoger till ven-
ster (for en person, som forestéilles std uppritt pa planet
i origo), den andra medsols eller fran venster till Liger.
Den led, i hvilken vi rikna vdra med positiva tal beteck-
nade bagar faststilles nu en gang for alla att vara den
férra eller motsolsleden *. Bagar, riknade i den senare
eller medsolsleden, maste dd betecknas med negativa tal,
hvilket man litt finner deraf, att, om radien OL tinkes
forst beskrifva en bage « i den forra leden och derpa en
bige B i den senare, s& blir den bage, som bestimmer ra-
diens rigtning efter denna rorelse fram och tillbaka, alge-
braiska summan & — . ~Motsolsleden kallas derfére positiv
och medsolsleden negativ. Betydelsen af ki det generella
argumentet @ + 2k7r kan derfore utom O vara sividl nagot
af de hela positiva talen 1, 2, 3 etc., som nagot af de
hela negativa talen —1, —2, —3 ete.

7. Argumentet kan likavil uttryckas i grader som i
baglingder af enhetscirkeln. Om derfore g betecknar grad-
talet af bagen @, s ha vi for berikning af g ur « eller «
ur g féljande relation ‘

g _a
180 @

8. Vi hafva i inledsingen antydt den vigtiga grund-
satsen, att aritmetiska storheter, som &ro af samma slag
och ingd i samma rikning, maste vara hénforda till samma
arbitrira enhet, likasom ock, att algebraiska storheter,

* Foérnimsta skilet till denna fasstillelse #r, att planeternas rérelse
omkring solen sker i denna led.
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som #ro af samma slag och ingd i samma eqvation, mAste
vara hiénforda till samma arbitrira enhet och samma ar-
bitrira position.

Denna grundsats utstrickes nu att omfatta de geome-
triska qvantiteterna och far da foljande lydelse: geometri-
ska guantiteter, som stillas ¢ ndgon jemnforelse med lwvaran-
dra, mdste vara hinforda tll samma arbitréra origo, samma
arbitrdra enhet och samma arbitrdra grundrigtming. Ty det
ir niamligen sjelfklart, att, om tva eller flere punkter i
i ett plan skola jemnféras till sina ldgen, s& kan en sadan
jemnforelse icke ega rum, utan att de &ro hinférda till
samma origo och samma grundrigtning och att de forekom-
mande afstdnden #ro uppmitta med samma enhetsmatt.
Da vidare de tre grundbestimningarna, sasom godtyckligt
faststillbara, kunna vara pa mangahanda sidtt gifna, sa
inses, att lagarna for reduktion till samma nya grundbe-
stimningar maste bli det nirmaste foremalet for var un-
dersokning. Sammanfattningen af dessa lagar med deraf
hérledda foljder utgér ock det system af rdknemetoder,
hvilket vi kalla geometrisk kalkyl.

A) Reduktion till nytt origo
med bibehdllande af samma enhet* och grundrigtning.

(Geometrisk addition).

9. Vi lata komplexen a,, hinford till O (fig. 23) som
origo och OA som grundrigtning, bestimma nagon punkt P
i planet. Onskar man nu kiinna denna punkts lage i for-
hallande till ett nytt orige O,, si kan detta ske silunda,
att man liter det gamla origo O vara till sitt lige angif-
vet af komplexen bz, hinférd till O, som origo och OA
eller den lika rigtade 0,4, som grundrigtning. Punkten

* D3 vi tala om enhet utan vidare tilligg, s3 forstd vi dermed
enhetsmattet eller den med 1 betecknade lingdenheten utan nigon rigt-
ningshestdmning.
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P lage i forhallapde detta nya origo angifves derfore af
vigen O,OP, hvilken vi teckna
b@ + a, .

Komplexen a, siges nu vara reducerad tll nytt origo for-
medelst komplexen bs. TUttrycket bg + a, kallas geome-
trisk summa, och de ingaende komplexerna sigas vara ad-
derade eller summerade och bendmnas termer, addender el-
ler summander. Genom upprepande af samma forfarings-
sitt erhallas tretermiga, fyrtermiga summor, o. s. v.

- 10. Man ligge mirke till, att tecknet + hir ofvan
endast betyder, att rdta linien a, borjar, der rdta linien
bs slutar. Termerna i en geometrisk summa utgora der-
fore alltid en sammanhingande fo6ljd af rdta linier eller en
vig, bérjande i origo och slutande i den punkt, som skall
bestimmas. Hvarje ritlinigt stycke af en sadan vdg an-
gifves alltid till sin rigtning af en ldngs vigen fran dess
borjan till dess slut tinkt rorlig punkt.

11. Punkten P kan lika vil bestdimmas till sitt ldge
af den ritliniga vigen O, P, tecknad »,, som af den brutna
vigen O,0P eller bg + a,, da nimligen bada vigarna &ro
hinforda till samma origo, enhet och grundrigtning. Detta
ger oss anledning sitta

r,o=bgta,. ... e e 1),
hvilken likhet utséiges: viigarne », och bg + a, &ro lika,
sasom fixerande samma punkt P och sasom hinfsrda till samma
grundbestdmningar; eller: komplexen », ir lika med summan
af komplexerna bz och a, , sisom fixerande samma punkt som
denna och sasom hinford till samma grundbestimningar.

Var definition pa geometrisk likhet blir derfére fol-
jande: vdgar, som fizera samma punkt och dro hinforda till
samma grundbestimningar, dro lika.

Detta likhetsbegrepp, ehuru icke innebsrande nigon
likhet i afseende pa de ingdende komplexernas modyler el-
ler argument, dr dock fullt beréltt-igadt, sasom grundande
sig pa de geometriska komplexernas betydelse och dndamal
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att i forhallande till gifna grundbestimningar bestimma
punkters ligen i planet; och di vigarne pi omse sidor om
likhetstecknet bestimma samma punkt och #ro hinforda
till samma grundbestimningar, sa 4ro de att betrakta sa-
som fullt lika eller identiska till sin betydelse. Vi skola
ock se, att den geometriska likheten later handtera sig ef-
ter samma eller analoga rdknelagar som den algebraiska,
och att denna senare utgér blott ett enskildt species af den
forra.

12. Séasom en omedelbar f6ljd af ofvan gifna defini-
tion ha vi foljande sats: en geometrisk likhet rubbas icke,
om vdgarne pd omse sidor om lLkhetstecknet reduceras tll
samma nya grundbestdimningar.

13. Om vi saledes reducera de bada vigarne i lik-
heten (1) till ett nytt origo formedelst komplexen ¢y, s&
dro de nya vigarne lika eller

¢y + 7y = Cy + bp + a,,
sasom fixerande samma punkt i férhallande till samma
grundbestdmningar. :

Denna sats uttryckes ock: man eger rdttighet att »ligga
lika till kka.» ‘

14. Om vi pa g och a, som hopstiende sidor konstru-
era en parallelogram O,02PB (fig. 23), sa bestimmes punkten
P lika vil af vigen O, BP som af vigen O,0P, da saledes

bg + ay = a, + b,
d. v. s. »iermernas ordning ¢ en sumna dr lLkgiltig.»

Denna sats géller for summor af huru manga termer
som helst; ty ¢, + bs+ a, = ¢y + a, + bp = a, + ¢y + bp
= ete. ,

15. Sasom omedelbart sanna ha vi foljande tva sat-
ser: , :
lio. Summan of twvd lika rigtade komplexer dr =

aritmetiska summan of deras modyler med deras gemensamma

rigining , eller
a, +b, = (@ +0),.
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~Anm. Ar @ =0, s& ha vi a, + b, = (a+b),,
saledes komplexer i grundrigtningen eller sadana, som teck-
nas med argumentet O, dro att betrakta som positiva tal
eller gvantiteter.
2:0. Summan af twd motsait rigtade komplexer dr
aritmetiska skilnaden mellan” deras modyler med den storres
rigtning, eller, da a antages > b,

g, + b[l+’t = (a —0b),.
Anm. Af denna, likhet folJer att b, . kan tecknas
— b, och tvirtom. Ar @ = 0, s& blir b, = — b, da sale-

des komplexer i rigtningen motsatt glundugtningen eller
sadana, som tecknas med argumentet 7z, #ro att betrakta
som negativa tal eller qvantiteter. Denna motsatta rigtning
kallas med anledning hiraf negativ grundiigtning, da i sam-
manhang h#érmed den egentliga grundrigtningen stundom
bendmnes positiv grundrigtning. Man talar ock om positiv
och mnegativ vinkelrit rigining, af hvilka den forra bildar
vinkeln £7 och den senare vinkeln 37 med grundrigtningen.

16. Om vi hafva likheten (1) eller
= bﬂ + a,
och vi enligt § 13 lagga bﬂ+7r eller — b, till pa bada si-

dor, sd blir, endr bﬁ + bﬂ+ﬂ =0:

bp’ pnt Ty = Gy
hvilken sats utsiiges: man eger rdttighet ait © en geometrisk
Likhet ofverflytia en term frdin ena sidan (mumbrum) tll den
andra, om blott »tecknet dndras» eller termens argument okas
med T .

17. Hiraf inses, att om den ena sidan i en geometrisk
Likhet Gr noll, s utgores den af den andra sidan betecknade
vigen en sluten polygon, borjande och slutande i origo.

18. Hvarje komplex », kan sittas = summan af tva
komplexer a, och b, . Fhvaraf den ena saledes ligger
i den positiva eller negatlva grundrigtningen (k =0, k= 1)



131

och den andra i den positiva eller negativa vinkelrita rigt-
ningen (k, =0, k, = 1); eller, om vi teckna %, = & och
bix =y, der siledes z och y &ro positiva eller negativa
tal, s& kan alltid sittas

Py =AY e cee e (@

+T

Komplexen r, siges nu vara projicierad pa grundrigt-
ningen och den vinkelrdta rigtningen; x och y kallas hans
projektioner, den forra pa grundrigtningen och den senare
pad den vinkelrita rigtningen. Den forra bendmnes ock
grundrigtningsprojektion och den senare winkelrdt projektion.

19. Ar komplexen, som projicieras, den geometriska
enheten 1,, sd kallas grundrigtningsprojektionen kosinus,
tecknad Cos @, och den vinkelrdta projektionen sinus, teck-
nad Sin 0, da saledes

lg = Cos6 + Sinb,, ........(3)

Kosinus och sinus #ro saledes positiva eller negativa
tal mellan grinserna + 1 och — 1, till sina storlekar och
tecken beroende af virdet pd argumentet 6.

Sasom omedelbart gifven genom konstruktion ha vi
likheten

I_y=Cosf —Sinf,_ ....... 4,

" da siledes kosinus blir oférindrad, men sinus #ndrar tec-
ken vid en teckenfSrindring hos argumentet.

20. Om komplexen 7, enligt § 3 tecknas ».1,, sd
erhalles med stéd af (3)

7, = r(Cos @ + Sinb,) ....... ).
Hogra sidan af denna likhet utgdr ett ofta anvindt

uttryckssiitt for komplexen », och bendmnes reduceradt ui-
tryck (»reducerad expression»).

[

Anm. Parentesens betydelse for de geometriska kom-
plexerna 4r den vanliga, att ndmligen de inom parentesen
forekommande termerna tinkas hoptagna till en enda term
eller summa.
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21. Om vi ha likheterna
Yo = X Yins
0= E+Uns
der argumenten 6 och ¢ &ro riknade i samma led samt
hvardera < 2, sa kan icke likheten r, = ¢, ega rum
(Eukl. I: 26), utan att sirskildt
r=e f ............ ©)

0 =9
och

@ = E,g ............ ",
Yy =1

d. v. s. utan att modylerna och argumenten -dro lika &f-

vensom grundrigtningens och den vinkelrita rwtmngens pro-

jektioner dro lika. ’

22. Om vi sitta », = & + y,, och ¢, = £+
ir enligt §§ 14 och 15

T+ Q, = x+y§n+'§+77,}7r =@ +8+@y+ 77);71'*’
da saledes projektionen af en geometrisk summa vare sig pé
grundrigtningen eller den vinkelrdta rigtningen dr = algebrai-
ska summan af de ingdende termernas projektioner pd de
ndmnda rigtningarna.

Denna sats giller tydligen for en geometrlsk summa
af huru manga termer som helst.

- P4 grund hiraf och med stod af (7) kunna vi nu ut-
tala foljande, under namn af projektionsteoremet kinda, sats:

Om man projicierar de tvd vigarne © en geometrisk lik-
het pd grundriginingen och den vinkelrdita riginingen, sd dro
grundrigtningsprojektionerna sinsemellan och de vinkelrita pro-
jektionerna sinsemellan lika. :

Anm. Ar den ena sidan i den geometrlska likheten
noll (jfr § 17), sa dr den -andra sidans projektioner &fven
noll, da foljaktligen projektionen af en sluten polygon sa-
vil pd grundrigtningen som den vinkelrdta rigtningen dr noll.

. (Forts.)

* De tre membra i denna likhet representeras i ordning af de tre
lika vigarne i fig. 24, namligen: 0AB, OCADEB, OCEDB.

e n—

N P



®

10.

11.
12.

13.

133
Satser af docent C. E. LUNDSTROM.

Att inskrifva i en gifven cirkel en triangel, hvars area
ar lika med en gifven qvadrat, sa att dess perimeter
blifver ett maximum eller ett minimum.

Det begires att inskrifva en manghdrning med ett gif-
vet antal sidor 1 en ellips, sd att dess area blifver s&
stor som mojligt. Visa att uppgiften har ett obegrin-
sadt antal losningar och huru hvar och en af dem er-
héilles, ndr man kinner den regelbundna manghornin-
gen med samma antal sidor. '

Satser af student T. B. JOHANSSON.

Att genom en gifven punkt inom en konisk sektion
draga en korda, som afskir minsta mojliga segment.

En i mitt tycke synnerligen vigtig sats dr foljande:
Tvenne ellipssegment, som std pé lika stora baser och
mellan samma parallela linier (d. v. s. den gemensamma
tangenten &r || de lika stora kordorna, hvilka ligga i
samma rita linie) dro lika stora, sid vida deras med
kordorna parallela konjugatdiametrar #ro lika stora
och ligga i samma rita linie.

Satser af C. 0. BORJE af Gennis,
elev vid Halmstads hogre elementarliroverk.

Att 1 en ellips inskrifva en liksidig triangel.

Fran en punkt pa omkretsen af en ellips dro kordor
dragna. So6k locus for midtpunkterna af dessa kordor.
En ellips och en punkt P pa -dess omkrets #ro gifna.
Fran P dragas tvenne lika stora kordor PI och PM.
I, och M sammanbindas. Stk locus fér midtpunkten
af L M.




AFDELNING IIL

Lord Rosse.

I den medlersta delen af Trland ligger en liten och
oansenlig stad, benimnd Parsonstown, hvilken for oss vil
icke skulle egt nagot egentligt intresse, si framt den ej
bildade ett slags bihang till och vunne sin glans frin det
aldriga, i1 stadens omedelbara ndrhet beligna herresitet
Birp Castle.

Denna i medeltidsstil uppforda borg dr omgifven af en
vidstriickt, frin staden genom héga murar afskild park.
Kring hufvudbyggnaden stricka sig likaledes' hdoga vallar,
och dessa omgifvas i sin ordning af en djup lopgraf, dfver
hvilken en vindbrygga leder till det med tinnar och torn
forsedda porthvalfvet, der ett grefligt vapen med orden
pro Deo et Rege hogfornamt prunkar. I gfverensstimmelse
med dessa anordningar dr #Afven sjelfva slottet inrittadt;
den hoghvilfda och med ekpanelning i taket forsedda sal
till exempel, i hvilken jag vid mitt besék derstides forst
inkom, hade sina vdggar behingda med gamla rustningar
och famiijeportritter fran afligsna tider, och fenstren voro
prydda med mélade glas. Med ett ord: allt, det ena i
forening med det andra, for att nu ej glomma de pudrade

betjenterna pi trappan, lika litet som de statliga pafog-

larne p3 garden, eller svanorna i den nirbeligna fiskdammen,
gaf at det hela en sd ikta aristokratisk pragel, att det
aldrig skulle fallit mig in att taga en nidrmare kénnedom
om detta Birr Castle, och &nnu mindre att hir sysselsitta
mig med dess beskrifning, s framt det icke varit residens

e e
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for den genom sina utmérkta jetteteleskoper vidtberdmde
Lord Rosse.

Kunde det nagonsin med skdl sigas, att ytan bedra-
ger, sa var det hir, ty den nyss till utseendet sa stela och
hogfornima borgen visade sig snart vid en ndrmare gransk-
ning i en ganska férindrad och fordelaktig dager. ‘

Pa sidan om den gamla riddarsalen ligger nimligen
ett med bocker rikt forsedt biblioteksrum, hvarifrain man
genom en med bokhyllor dold dérr inkommer i ett med
svarfstolar och hyfvelbinkar, verktyg och modeller fyldt
rum, der Lorden sjelf jemte sina séner sysselsatte sig med
sa oridderliga saker som svarfning och hyfling. Icke min-
dre ovintadt var att i ett nirbeliget rum finna en full-
stindig fotografisk atelier, der de sista och biista fotogra-
fiska recepterna profvades af Lady Rosse, for att sedan an-
vindas for vetenskapliga &ndamal.

Bakom slottet fro sméirre, men sirdeles vidstrickta
byggnader uppforda, 1 hvilka en kraftig Angmaskin arbe-
tade; der funnos ock ugnar fér smiltning och afkylning,
apparater for slipning och polering, m. m.

Alla dessa arbetslokaler, hvilka kostat ofantliga sum-
mor, voro dock ej till blott f6r att tillfredsstilla en rik
familjs skiftande nycker, utan med dem &syftades verkligen
uppnaendet af ett bestimdt och rent vetenskapligt dnda-
mal. Lord Rosse, en ifrig vin och befordrare af astrono-
miens framsteg, foljde, liksom si& manga andra privat-
astronomer i England, den gamle Heprschels exempel deri,
att han sjelf forfirdigade sina metallspeglar, och det lyc-
kades honom #fven efter otaliga forsok att konstruera ett
teleskop af sa betydliga dimensioner, att dess spegel var
6 fot i diameter. Det var for tillverkandet af denna jette
bland de astronomiska instrumenten han egnade en god del
af sin tid och sina rikedomar, och detta hans arbete har
for vetenskapen ej heller varit fruktlost.

Vi kunna hir, i foljd af bristande utrymme, icke ingd
i nagon detaljerad beskrifning ofver de metoder, han an-
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vinde vid forfirdigandet af dessa sina metallspeglar, ej
heller fullstindigt angifva, huru hans tuber voro inréttade,
men nigra af de svarigheter, han hade att bekiimpa och
lyckades ofvervinna, torde dock fortjena att omnimnas.

Den till spegeln afsedda metallmassan, som utgéres af
koppar och tenn i en bestimd.blandning, nemligen 32 till
15, eller noggrannare:. fyra equivalenter koppar mot en
tenn, maste vid gjutningen vara fullt homogen och fri fran
luftblasor. Afsvalningen méste forsiggd sirdeles langsamt
och lika pa alla punkter af den blifvande spegelytan, pd
det att sprickor och hirduning der skola undvikas. Slip-
pingen och poleringen bora &t ytan gifva en sferisk eller
innu heldre en parabolisk form; och slutligen méaste denna
form bibehalla sig oftrindrad, da spegeln, insatt i tuben,
vid begagnandet till observationer kommer att intaga helt
-~ olika och vexlande ligen mot horizonten..

For. att uppnd detta mal, &t Lord Rosse den till en
vigt af 4 tons, d. v. s. af ungefir 95 svenska centner upp-
gaende massan smilta 1 tre stora deglar, ur hvilka metal-
len sedan hastigt, men sawmtidigt hildes i gjutformen.
Denna var, for virmens jemnare fordelning inom massan
och for att lampligen uppbéra spegelns stora tyngd, i bott-
nen forsedd med grofva sténger af jern. Afsvalningen fort-
gick under sex veckors tid i en sdrskild dertill afsedd och
ursprungligen till rédglodgning, d. v. s. till omkring 500
grader C. upphettad afkylningsugn, i hvilken spegeln in-
sattes och med den tillstingda ugnen fick langsamt af-
svalna.. » :
Slipningen och poleringen, hvilka verkstdldes med
tillhjelp af en Aangmaskin, voro naturligtvis, liksom gjut-
ningen, det svaraste arbetet; sdsom bevis hvarpa kan nim-
nas, att ej firre &n tre speglar af fem sprungo sdnder un-
der dessa forsdk. Det var ndmligen, for att nu anféra na-
gra exempel pa de forsigtighetsmatt, som hir maste iakt-
tagas, icke likgiltigt, huru linge arbetet for hvarje gang
fick under dessa operationer fortgd. Ty genom den frik-

—e B —
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~ tion, som vid slipningen egde rum, alstrades virme, i f5ljd

hvaraf temperaturen i spegelns yta oupphorligt steg, men
hade detta oafbrutet fatt ske, skulle den spréda metallen
litt kunnat spricka. Ej heller fick man, sa besynnerligt
det #n vid forsta paseende kan forefalla, forbise infiytan-
det af atmosferens fuktighetstillstand, ty da detta var un-
der eller 6fver det normala, medférde den fér hastiga eller
for langsamma afdunstningen af det vid poleringen erfor-
derliga vattnet ett menligt inflytande pa den polerade ytans
slutliga beskaffenhet.

Beskrifningen af det vidlyftiga maskineri, som vid
slipningen och poleringen anvéndes, kan ej vara lamplig
att intaga 1 denna lilla uppsats. Hir torde blott behofva
ndmnas, att, da spegeln pa behorigt sitt blifvit bearbetad
och medan han &nnu qvarldg i poleringsapparaten, man
eftersdg, huruvida en klar bild af ndgot limpligt foremal,
t. ex. porslinstaflan pa ett fickur, kunde med densamma
erhallas, eller icke. Men den egentliga underskningen
skedde dock forst, nir spegeln blifvit insatt i sin tub,
hvarvid naturligtvis ndgon himmelskropp fick tjena sasom
objekt.

Fran sliphuset till tuben, som befann sig i parken,
fraktades spegeln pa jernbana, och ndr han till tuben an-
landt, anbragtes under honom en mingd héfstinger, for-
sedda med lampliga belastningar. Genom dessa motvigter
hindrades den i icke firre &n 81 punkter understodda spe-
geln fran att antaga nigon ofdrdelaktig och af liget be-
roende bdjning, och foljaktligen uteblef hirigenmom #fven
det vanstillande af den optiska bilden fran himmelskrop-
parne, som eljest nddvandigtvis skulle hafva egt rum.

Nistan lika stora svarigheter voro att dfvervinna vid
sjelfva tubens uppstdllning och rorelse. Det kolossala ro-
ret var mer in 50 fot lingt och hade 8 fots diameter, sa
att det vid rdrets horizontela lige verkligen var mdojligt
for en fullvuxen karl att ga rak lings in i detsamma. Tu-
ben rérde sig, kring sin nedre #nda sasom fix, i meridian-
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planet och emellan tvenne séirdeles starka, med ndmnda
plan parallela ‘och 60 fot héga stenmurar. Naturligtvis
maste en s& betydlig tyngd, som denna tub i forening med
sin spegel egde, ndmligen 245 sv. centner, pa ldampligt
sitt vara motvigd, for att utan en allt for stor kraftan-
stringning kunna sdttas i rorelse. For detta #ndamal be-
gagnade sig Lord Rosse af en, lings en kroklinie ldopande
motvigt, och han hade sdledes praktiskt utfért det inom
mekaniken bekanta problemet om vindbryggan, som bor
stadna i jemnvigt i hvilket lige som helst, ehuru motvig-
ten hdr for enkelhets skull fick lopa lings den cirkelba-
ge, som sa nidra som mojligt kunde erséitta den egentliga
jemnvigtskurvan.

Enir instrumentet var inrdttadt till ett Newtons tele-
skop, maste okularpjesen befinna sig vid rérets 6ppna #nda,
och pa det observatéren der skulle beqviamt kunna gora
sina iakttagelser, voro liktare p& olika delar af den ena
muren anbragta, hvilka pa rullar kunde foras ut mot tu-
bens mynning. Tubens savil som liktarnes rorelse astad-

koms medelst kedjor, hvilka lupo ofver blocktrissor och

valsar.

Spegelns brannvidd var 54 fot, och ehuru teleskopet
understundom medgaf anvindandet af en forstoring storre
in 2000, visade sig dock, i f5ljd af klimatets beskaffenhet,
1300 gangers forstoring sasom den ldmpligaste.

Med forfirdigandet af detta instrument var Lord Rosse
sysselsatt under en tid af mer &n 16 ar, och det uppgifves
for honom hafva medfort en uppoffring af 20000 pund ster-
eller omkring £ million riksdaler riksmynt *. »
Innan han foretog sig att utféra det ofvannidmnda te-
leskopet med 6-fots 6ppning, hade han allt ifran 1827 of-
vat sig med att forfirdiga dylika instrument af mindre
dimensioner. Bland dessa mé i frimsta rummet ndmnas en
reflektor med 3-fots spegel och 26 fots brinnvidd, hvars

ling,

* The illustrated London News, 1867, s. 536.
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uppstillning i det nérmaste liknar den af Sir Jokn Herschel
anvinda. Detta teleskop har #fven visat sig ega sirdeles
godaj egenskaper och medgaf, om ock blott i sillsynta fall,
anvindandet af till och med 2000 gingers forstoring.

Ounskar man for sig askddliggéra i hvilken betydlig
grad Lord Rosse’s stora teleskop formar skirpa synforma-
gan, kan man roa sig med att berikna lingden pi den
person, hvars pupilloppning vore i stdnd att frin en stjerna
direkt uppfanga lika mycket ljus, som den ifrigavarande
6-fots spegeln. Man erinre sig dervid, att ljusstyrkan hos
bilden pa 6gats nédthinna i nédrvarande fall mangdubblas vid
begagnandet af ett teleskop lika manga gadnger mot hvad som
eger rum vid direkt seende, som spegelns yta &r stérre &n pu-
pilloppningen. Men derjemte bor ihigkommas, att spegel-
metallen reflekterar endast £ af den infallande ljusméngden, i
foljd hvaraf spegelns dimensioner forst maste nagot reduceras;
den effektiva diametern kommer icke desto mindre att
uppgd till 4,9 fot. Antages nu pupilléppningen hos en karl
om 6 fots ldngd vara 1 linie i diameter, sa skulle, under
de gjorda forutsittningarne, den ifrdgavarande jetten uppna
den respektabla lingden af 2940 fot, eller i rundt tal
svensk mil, hvilken lingd utgér omkring 6 ganger den stora
egyptiska pyramidens hojd.

De resultat, hvilka Lord Rosse med dessa sina tele-
skoper vunnit, har han angifvit i ndgra till Royal Society
i London insinda afhandlingar *. Hade han uppstilt sitt
instrument i ett land, hvars kliinat varit mera gynsamt for
anstillandet af astronomiska observationer, &n det tockniga
Irland, skulle resultaten otvifvelaktigt blifvit stérre &n nu;
men detta oaktadt dro de redan vunna icke obetydliga.

Till en birjan ingick det i hans plan att undersika,
huruvida de tockenstjernor, som forut trotsat en Herschels
‘bemodanden, skulle medelst 6-fots spegeln kunna sonder-
delas i smérre stjernor eller icke, och héri lyckades han

* Philos: Transactions for aren 1840, 1850 och 1861.
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afven fullstindigt. Men d4 han dervid upptiickte, att vissa
af dessa himmelskroppar egde en forut alldeles icke anad
form, ndmligen af en eller flere med hvarandra samman-
hingande spiraler, af hvilka nagra liknade vattenhvirflar,
egnade han hela sin uppméarksamhet at dessa himmelskroppars
utseende. Vid denna granskning af Herschels nebulosor fann
han, att en betydlig méngd bland dem verkligen voro spi-
ralformiga, och med afseende pd de 6frigas form har han
genom sina métningar och teckningar om dem lemnat en
noggrannare kdnnedom, &n hvad Herschel med sitt instru-
ment formadde, Det #r saledes uppenbart, att det af Lord
Rosse utforda arbetet maste ega stor betydelse vid bedom-
mandet af dessa afligsna himmelskroppars verkliga natur.

Alla de, som under gynsamma atmosferiska férhallan-
den haft tillfille att med det ofvannimnda stora teleskopet
betrakta vare sig manans berg, dalar och utslickta valka-
ner, eller planeten Veneris bergiga inre kant vid nagon af
dess faser, eller system af dubbelstjernor eller nebulosor,
hafva derom enstimmigt yttrat, att dessa fenomens verk-
liga skonhet vida Ofverstiger hvarje derd lemnad beskrif-
ning.

De egentliga observationsgéromaélen dfverlemnade Lord
Rosse vanligtvis at sina assistenter; sjelf sysselsatte han sig
mest med instrumentens forfardigande och iordningsstil-
lande, samt med &fvervakandet af de & desamma ytterli-
gare erforderliga arbetena, hvarférutom han naturligtvis
ledde sjelfva observationerna. Hans starkaste sida var utan
all friga den praktiska mekaniken, och han har vid dess
tillimpning 1 ifrdgavarande fall vetat att pa ett lyckligt
sitt tillgodogbra sig vetenskapens alla resurser, der dessa
sasom gifna redan funnos for handen, men da& detta icke
var forhallandet, maste han pa egen hand soka det ritta
och visade sig dervid vara en lika skicklig som ihardig
experimentator.

Bland sina samtida atnjot Lord Rosse ett sirdeles

stort och villfortjent anseende. Redan medan fadren lefde,

e
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var han aren 1821—34 under namn af Lord Ozmantown
parlamentsledamot for Kings County, hvarest Parsonstown
ir beldget. Till ledamot af Royal Society ndmndes han
1831, och till dess president 1849; han var dessutom kan-
sler for universitetet i Dublin.

Fodd 1800 dog han den 31 Oktober 1867.

RoB. THALEN.

AFDELNING IV,

Anmilda skrifter.

2. Euklides' fyra foérsta bécker, med smirre forandringar
och tilligg. Af C. F. Livoman, lektor vid Strengniis hogre ele-
mentarlaroverk. Stockholm 1867. Pris 1,50.

(Forts. fr. sid. 99).

Det 4r oss ett kirt ngje att for vinnerna af det matematiska stu-
diet fa presentera vir gamle beprofvade Euklides i den drigt, hvari
forf. af ofvanstiende arbete klidt honom. Forf. har foljt Euklides sats
for sats. De forindringar i bevis och stil, som forf. gjort, hafva sin
grund fornimligast i pedagogiska skil: korthet, redighet, metodik, en-
kelhet, antydningar om sittet att tinka for att finna-de konstruktioner:
hvilka &ro behofliga for en uppgifts lésande o. s. v.

Genom att begagna teckenspraket (+, —, >, A o.s. v.) har
forf. fatt sina bevis korta och litta att ofverse. Framstallningen ir syn-
nerligen redig och metodisk. Silunda fsrekomma under hvarje teorem,

- sedan satsen blifvit uttryckt, rubrikerna: hypotes och tes, och under

en méngd af problemen rubrikerna: gifvet, sokt, upplésning och
bevis.” Pi flere stillen har forf. vid problemens upplosning pd ett sar-
deles pedagogiskt sitt gifvit lisaren en ledtrad, enligt hvilken han sjelf
kan finna lésningen. Som exempel pa forfms pedagogiska metod valja vi
den for oss alla valbekanta satsen:

«Att pd en till lingd och lage gifven rit linea 4B upprita en lik-
sidig triangel.
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Gifven: rita linien AB.

Sokt: en punkt, hvars afstind frin 4 och B #r — 4B.

Upplosning: Alla punkter, hvilkas afstind frin A #r — 4B,
ligga pa en cirkelperiferi, som gar genom B och har 4 till medelpunkt.
Alla punkter, hvilkas afstind frin B #r = BA, ligga pa en cirkelperi-
feri, som gar genom A och har B till medelpunkt. Den sokta punkten
skall uppfylla begge dessa vilkor; siledes ligga pd bida de nimnda pe-
riferierna, d. v. s. i den eller de punkter, der de traffas. Tag derfire
0. 8. V.

Bevis. Emedan 4 #r medelpunkt till cirkeln BCD, si #r o.s. v.%

For atskilliga satser har forf. lemnat enklare bevis. S2 t. ex. bevi-
sar han den satsen, att vinklarne B och C vid basen BC i en likbent
triangel ABC aro lika stora derigenom, att han tinker sig den likbenta
triangeln ABC flyttad sa, -att han far liget A'B'C'. Af kongruensen
hos trianglarne ABC och A'C'B' erhiller han A B = A C' = 5 C*

Satsen “att upprita en triangel, der hvardera af vinklarne vid ba-
sen #r dubbelt si stor som vinkeln vid spetsen har forf. i likhet med
Westrom ** 1ost utan att forutsitta kinnedom om Euklides® tredje bok.

Satserna om cirklars tangering aro férenklade. Andra bokens sat-
ser dro behandlade dels med, dels utan konstruktion #fvensom algebra-
iskt. Flere satser &ro tillagda dock utan att rubba nummerfsljden.
Bland sidana nimna vi endast det fjerde fallet for trianglars kongruens
(2 sidor och motstiende vinkel), och en rat linies delning i huru manga
lika stora delar som helst.

I slutet af sitt arbete har forf. ett tilligg, der han visar, huru man
vid losningen af ett uppgifvet problem kan forfara #n syntetiskt och #n
analytiskt. Sjelf gor han tillimpning deraf pa flere vackra satser.

Tryck, papper och figurer &ro ypperliga.

Vi ofverga till betraktande af ndgra punkter, i hvilka vi iro af en
nagot skiljaktig mening med forf. Foljande dro de vigtigaste.

1. Forst vinda vi oss emot definitionen p?a, en linie, sisom en
lingd utan bredd. Man kan friga: finnes det nagon lingd, som har
bredd? En likartad anmérkning giller definitionen pa yta.

2. Definitionerna pa trubbvinkliga, ritvinkliga och spetsvinkliga
trianglar bora flyttas fram nist efter den satsen, att i hvarje triangel &r
summan af tvd vinklar mindre in tva rita. Forst di blifva de fullt
klara. En sidan framstillning strider ej emot forfns asigter for ofrigt.

3. Definitionen pa en qvadrat innehiller fér manga bestimningar,
alldenstund négra folja af de ofriga. Den kan lyda: den fyrsidiga figur,

* Anmirkningsvirdt r att detta bevis samtidigt offentliggjordes i Pee-
dagogisk tidskrift af Aulin. Decemberhiftet.

** Afven i afseende pa detta bevis intraffar det niéstan samtidiga of-
fentliggorandet i tvenne arbeten, efter hvad vi nu sett.
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som har alla windlarna lika stora, och uti hvilken tillika ndgon vinkel #r
rit, kallas en gvadrat.

4. Vid det tredje postulatet <att taga hvad punkt som helst till
medelpunkt och rita en cirkel, hvars periferi gar genom hvad punkt som
helst « har forf. gjort det tilligget: <detta &r, annorlunda ut-
tryckt®, att med godtycklig medelpunkt och radie rita en cirkel .
Har tro vi, att forf. missforstatt Euklides. Sa vil de euklideiska orda-
lagen, som tillvaron af satserna 2 och 3: “att fran en gifven punkt
draga en rit linie lika stor med en gifven rit linie €, och “att, da tva
olika stora rita linier dro gifna, afskiira af den storre ett stycke lika stort
med den mindre ¢, visa tydligt att Euklides forutsitter vil, att man pi
fri hand kan genom en gifven punkt upprita en periferi kring en gifven
medelpunkt, men ej att man kan med godtycklig radie och medelpunkt
upprita en cirkel. Detta #r vida svarare och forutsitter att man genom
minnet eller skidningen skulle vara i stdnd att upprita cirkeln, blott
jag kommer ihdg eller ser radiens storlek. Vi hilla ¢j pa Eullides'
tredje postulat, vi blott bestrida frfms pastiende, att detta postulat och

* forfins uttryck pad det #ro samma sak. PA grund hiraf erkéinna vi ej,

att de af forf. tillagda ldsningarna af satserna 2 och 3 #ro rigtiga, sa
framt man ej fir utbyta Euklides’ tredje postulat emot forfms uttryck.
1 detta fall Ster anse vi, att de Euklideiska losningarna #ro bade ofver-
flsdiga och oklara, alldenstund de gora en enkel sak invecklad.

5. I satsen (I. 22): “att upprita en triangel af tre gifna rata li-
nier €, har forf. uraktlatit att lemna bevis for, att cirklarne skiira hvar-
andra.

6. I satsen (L. 24): “om tvd sidor 4B, AC i en AABC 4ro lika
stora med hvar sin af tvd sidor DE och DF i ADEF, men mellanlig-
gande vinkeln 4 i den foira #r storre #n mellanliggande vinkeln EDF i
den senare, sa #r basen BC i den forre -~ basen EF i den senare,
har forf. lemnat ett bevis, som galler for alla hindelser. For fullstén-
dighetens skull hade dock bort visas, att den der forekommande linien
EG verkligen alltid’ skiir linien DF.

7. Tilligget vid det fjerde kongruensfallet (I. 26 A) bor heta (sa-
som Todhunter har det): “likviil med det forbehall, att’de ofriga vink-
larne C och F #ro antingen bada spetsiga eller bada trubbiga eller en
af dem rit. Satsen blir derigenom nagot allménnare &n forf. har den.

8. T beviset for det s. k. 12 axiomet hade forf. bort forst bevisa,
att den yttre A KAD > den motsvarande inre A 4BF pa samma
sida, innan forf. i punkten 4 vid K4 satte en A — A ABF.

9. For satsen (III. 13) “en cirkel kan ej tangera en annan i flere
an en punkt€ har forf. ett mycket bra bevis i foregaendessats 10. Men
forfins tilligg: “hvartill kommer, att, om de kunde tangera hvarandra

* Kursiveringen ar gjord af granskaren.
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i tvd punkter, si skulle linien, som sammanbinder medelpunkterna, ga
genom bada, hvilket &r omijligt«, bevisar ingenting. Om némnl. man
¢j far forutsitta satsen 10, s3 bor tesen i sats 11 forindras till foljan~
de: om tva cirklar tangera hvarandra innantill, s3 ligga medelpunkterna
i samma rita linie med ndgon af de mojliga tangeringspunkterna.

10. T satsen IV. 2: “att i en gifven cirkel 4BC inskrifva en &,
som &r likvinklig med en gifven A DEF har forf. utom den Euklideiska
lemnat en annan upplosning. Denna andra upplosning, eburu rigtig, &r
svarfattlig derfore, att forf. ej lemnat bevis for att verkligen linien B4
skir cirkeln.

11. PA nigra stillen t. ex. vid I 25, I. 26 A) hade de indirekta
bevisen med fordel kunnat utbytas mot direkta. Detta &r dock en
smaksak.

12. Upplésningen af satsen “att frin en gifven punkt A utom en
gifven cirkel draga en linie sa, att det stycket af demna, som blir korda
1 cirkeln, erhaller en gifven lingd BC. ar mer invecklad, an den behof-
ver vara. Enklare &r vil att i den gifna cirkeln inpassa en korda lika
med den gifna linien BC, att rita en med den forra koncentrisk cirkel,
som tangerar demna kordan och att frin den gifna punkten till den sist
erhillna cirkeln draga en tangent.

Orsaken till att forf. o vidtagit de forindringar, vi i foreg. punk-
ten antydt, torde till en del hero af forfins pietet for Euklides. Vi sluta
denna anmilan med att tacka forf. derfor, att han i detta arbete med-
delat oss frukterna af en under ménga ar forvirfvad larareerfarenhet,
forvissade om, att detta hans goda arbete linge skall gagna vart foster-

lands ungdom.
F. W. HurTyman.

Tidsskrift for Mathematik. Udgifvet af Camillo Tychsen.
Kjobenhavn, Otto Schwartz forlag.

Denna tidskrift, som i ar kommer att fira sin tionde fodelsedag,
borde vara allmint kénd och spridd bland oss svenskar. Redan den om-
stindigheten, att tidskriften har en forliggare, som fortfar i denna sin
egenskap, vittnar att tidskriften fullgor sin bestdmmelse att frimja det

matematiska och fysiska studiet. Annu mera finner man detta, da man.

i densamma far lisa utmirkta afhandlingar af Danmarks ypperste ma-
tematiker och fysiker, de berémde professorerna Ramus, Jiirgensen,
Oppermann, Steen, d’Arrest, Schjellerup, docenterna Lorenz,
Thiele m. fl. for att ¢j tala om redaktsren dir Tychsen sjelf, hvil-
kens afhandlinghr i differentialeqvationers integrering vickt den lirda
verldens uppmirksamhet. Man far i demna tidskrift ldsa gedigna upp-
satser inom den gamla och nyare geometrien, inom de forsta elementen
af algebran inda till den hittills hos oss &nnu jemnforelsevis litet kinda
losningen af femte gradens eqvatiomer; man far der géra bekantskap
med de mest delikata undersokningar inom sannolikhetskalkylen eller
talteorien. De senare argingarme innehalla en hel foljd af elementira
uppsatser, bendmnda matematiska lekar, for hvilka lemnas en ma-
tematisk teori. Dessa lekar bestd fornamligast i riknegator, kortkonster
m. m. Som efempel framstilla vi féljande tvenne allmént kinda: huru
skall man flytta hiisten pd ett schackbride, for att den skall passera
alla rutor utan att kommo tvd ginger pd nigon? huru skall man med
ett tre-kannekéirl och ett fem-kannekéirl mita upp fyra kannor ur ett
fullt atta-kanneksinl?
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Som _det skulle blifva for vidlyftigt att redogtra for alla de foregi-
ende argangarne, inskriuka-vi oss till att endast omnimna det hufvud-
sakligaste af det som forekommer i fjolarets och det forsta hiftet af
innevarande ars arging.

Afven i denna argang forekomma matematiska teorier af Steen
och Hertzsprung for flere matematiska lekar och vilja vi bland dem
sirskildt framhalla hasardspelet “spekulation<. Vidare bjuder prof.
Steen pa nagra synnerligen eleganta geometriska bevis for satser ur
plana och sferiska trigonometrien om sinus, kosinus, tangenter och ko-
tangenter for halfva vinklar. I stor forbindelse sta vi till samme for-
fattare for hans elementira och lattfattlign framstéllning af Pliickers
trilineiira koordinatsystem. Forf, behandlar hir temligen utforligt alla
de satser, som i vara vanliga lirobdcker forekomma under rita linien.
Hvad som genast slar an i denna teori #r den symmetri, som alla ut-
tryck erhalla. Med lingtan motse vi fortsittningen. — I det i ar ut-
komma haftet redogor prof. Steem for ett af herr Sérensen uppfunnet
sitt att medelst en liksidig hyperbel dela en vinkel i 3 lika stora delar.
Denna metods intresse. ligger deri, att den ledde till upptickten af en
egenskap hos den liksidiga hyperbeln, motsvarande den egenskapen hos
cirkeln, att periferivinklar, som std pa samma bage, iro lika stora.
Ifrigavarande sats lyder si: “forenar man #ndpunkterna af en godtyck-
lig bage pa en liksidig hyperbel med #ndpunkterna af en genom medel-
punkten godtyckligt dragen korda, sa blifva de vinklar lika stora, som
st pa hyperbelbagen en vid hvardera grenen €.

Af prof. Steen forekommer dessutom en afhandling i de elliptiska
funktionernas teori och en, der han visar nagra konstgrepp vid integre-
ring af differentialeqvationer af hogre ordning. I sistnimnda #mne har
lojtnant Madsen och d:r Tychsen lemnat vardefulla afhandlingar.

I mekaniken har bland andra mag. Christiansen skrifvit ett par
afhandlingar, den ena om kraftlinier och den andra om central-
rorelsen, der han genom synnerligen originella och eleganta metoder
far fram eqvationerna pid en mingd i fysiken forekommande kroklinier
afvensom formlerna for rérelsen efter tangenten och radius vektor..

Under arets lopp aro omkring 50 satser inom matematikens och
fysikens olika omraden framstilda till losning och bevis, och hafva un-
der samma ar omkring 80 blifvit losta. Bland dessa har isynnerhet en
adragit sig vir uppmirksamhet. Denna af prof. Opperman ar 1859 ut-
gifna sats angdende sannolikheten af iktenskap mellan olika qvalificerade
personer har forst nu blifvit 1ost. Magister Pullich har pimligen séir-
deles grundligt och fullstindigt besvarat densamma.

Ett hogt begrepp om den hoga stindpunkt matematiken intager i
den danska bildningen lemna oss de i hifte for hifte forekommande
examensuppgifterna vid de lirda skolorna, den polytekniska liroanstal-
ten, skogsinstitutet m. fi.

Af arbeten utkomna under aret i Danmark framhaller tidskriften
isynnerhet Zeuthens analytiska geometri och Andr®’s metod att ap-
proximativt berikna bestimda integraler.

- Vi kunna ej annat #n pa det varmaste fororda denna tidskrift sfver
hela Skandinavien. Den rigtning tidskriften i de senare irgingarne vi-
sat — att lemna rum #fven for mera elementéra athandlingar — anse
vi prisvird. Annu en gang: vi rekommendera d:ir TycHsens tidskrift
ofver hela norden.




Satser *,
gifna i skriftliga mogenhetsexamen v. t. 1868.

For latinlinien.
(2 st. pd 4 tim.)

1. Skir en gifven rdt linie i fem lika store delar med tillljelp of sat-
ser ur Fuklides' forsta bok.

2. Aut upprita en iriangel, som har gifven perimeter och ér likvinklig
med en gifven triangel.

3. En triangel dr inskrifven i en cirkel. Bevisa, att summan af vink-
larne i de tre utanfor triangeln beligna segmenten ir lilka med 4 rita.

4. Att upprita en- quadrat, di man kinner swnman af hars diagonal
och sida. ‘

8. Twd lika stora cirklar tangera hvarandra utantill.  Att upprita en
parallelogram, som har en gifven vinkel och med tre af sina sidor tangerar
hvardera cirkeln.

6. Tvenne ctvklar tangera hvarandra. Att bevisa .ile)f hrarje genom
tangenipunkten dragen sekant afskir bikformiga segment af bda cirklarne.

7. En triangels tre sidor dro delade si, att rektangeln af hvarje sida
och dess mindre del dr lika med quadraten pd den storre delen. Af de tre
storre delarne dr en ny triangel bildad. Bevisa denna triangels lUkformighet
med den gifna.

8. Bevisa, att om ndgon cirkel utantill tangerar tvenne gifna cirklar,
sG mdste den rita linie, som sammanbinder tangeringspunkterna, skira den
rita linie, som forenar de gifiia cirklarnes medelpunkter, i en fix punkit.

(2 st. p& 4 tim.)

9. Det finnes en rvitvinkliy triangel, hvars sidor iro sidana, att hy-
potenusan Sfverskjuter den stirre kaleten dfvensom den stirre kateten den min-
dre med en enhet. Berikna dess sidor.

10. Ett wr dr forsedt med tim-, minut- och sekundvicare. Angif nd-
gra af de tider, dd ’

IL:o.  sekund- och minutvisare dro parallelu,

2:0.  tim~ och selundvisare sta vinkelrétt mot hvarandra.

11.  En person koper eit wvisst antal alnar klide for 300 R:dr. Hade
han for denna summa fuit en aln mindre, skulle alnen hafea kostat honom
50 ére mera. Hur mdanga alnar Lipte han?

12. Bevisa, att summan of tvd lals gqeadrater alltid idr stirre én ta-
lens produkt. .

' 18. Bestim virdena af x och y 1 equationssystemet

i_'_*'.l—_:g,,
r—y
22 —y? = 5,

* Vi skola i niista hiifte intaga de bist vitsordade 16sningarna af dessa satser.

-
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14.  Tre personer A, B och C spela tillsammans. I forsta spelet for-
dubbla A och B sina kassor pi C:s bekostnad, i det andra fiordubbla A
och C sina pa B:s bekostnad, i det tredje B och C sina pd A:s bekostnad.
Vid tredje spelets slut befanns A hafra 2 R:dr, B 12 R:dr, C 16 R:dr i
behall, Med huru stor kassa kade hvardera borjat?

15. Tve tals summa dr 36. Summan af det forsta och tredje ér lika
med det andra, tvd gdnger taget; summan af tvd gdnger det forsta och det
andra dr toé ginger det tredje. Hvillka dro talen?

16. En cylinder, som dr inskrifven i en sfer, dr sadan att dess bug--
tiga yta dr lika wéd ytan of sferens storcivkel. Huru stor ér cylinderns
volym. Sferens radie = 1 jot.

For reallinien.
(2 st. p& 5 tim)

17.  A#t upprita en civkel, som tangerar en yifeen civlel och tvd tdl
densamma hiirande tangenter. '

18. At konstruera en triangel, dd man kinner basen, motstiende vin-
keln och perimeterns storlek. ‘

19. At genom en mellan tvenne vinkelben beligen punkt draga en rit
linle, si att de delar deraf, som begrinsas d ena sidan af den gifna punk-
ten och a den andra af liniens intersektioner med vinkelbenen, blifea till hear-
andra U forhallandet m:n.

20. Bevisa, att den rita livie, som halfverar en vinkel i en fyrsidig
Sigur, hvilken dr inskrifven i en cirkel, och den rita linie, som halfverar den
motstdende yttre vinkeln, skira hvarandra i en punkt pa periferien.

21. At dela en gifven rit linie { tva delar, sa att summan af deras
quadrater blir lika med en gifven quadrat.

22, Ait upprita den stirste mijliga liksidiga triangel, hvars sidor gd
genom en gifven triangels vinkelspetsar.

23. Bevisa, ati de polygoner, som bildas, dd man skdir en pyramid
med parallela plan, blifva likformiga.

(2 st. p& 4 tim.)
24. Pa en vagn ér hvardera framhjulets omkrets 5,5 fot och hvardera
bakhjulets omkrets 6,75 fot. "Om nu under en resa jframhjulet gjort 3000
omlopp mera in bakhjulet, sd fragas: huru stor dér den vig, som blifeit till-
ryygalagd?
25,  Huilket tal satisfierar equationen:

z-4-2 S
a*tl = ai.\/aa(a:+3).

26. En lkbent triangel, hears bas BC — 4 fot och sida AB =
AC — 25 fot, svinger kring en rét linie, som dr parallel med AB och
gdr genom C. Hur stor dr den pd detta sitt alstrade solida figurens volym?
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27. I en triangel dro vinklarne vid basen 78° 100 4" och 54° &' 16",
Triangelns hijd ér 15 jfor. Hur stora dro sidorna?
28." Emellan talen 9 och 13 skola inskjutas 11 termer, si att en arit-
metisk serié derigenom bildas; hvilken blifver denna serie?
29. Med huru stort belopp skall ett kapital, som blifvit linadt mot €
procent rinta, drligen amorteras, for att vara fullt inbetalt efter 20 ér?
30. Om en regulier G-hirnings sida ér 7 tum, huru stor blir dd wvo-
lymen af den solida figur, som uppstér genom 6-horningens vridning omkring
en af sina diagonaler? .
31 Gif equationen -for den kroklinie, pa hvilken hvarje punkt utgr
tntersektionen mellan en normal il ellipsen
22 7
a? b?

och den ot normalen vinkelrita linie, som gér genom origo.

=1

(1 p& 3 tim.)
32, Huru lang wiy tillryagaligger en kropp wid fritt fall a) under
loppet of 58:de schunden, b) under n:te sekunden?

33. Hvar ligger tyngdpunkten till en civkebrund skifva, som ndgonstd-
des har ett cirkelrundt hal?

34. Pd hvilket afstind frin en konkav spegel bir man stilla en lysande
linie, for att hennes spegelbild skall blifva hélften si ldng som linten?

35. Pa en cirkels periferi tagus sex pé lika afsténd frin hvarandra
beliyna punkter, af hvilka en firenas genom rita linier med de Gfriga fem.
Om linierna beteckna krafter, anbragta ¢ forstnimnde punkt, hvilken rigtning
och storlele har da deras resultant?

86. En vertikalt fallande kropp befinnes under en sekund genomlipa
143 fot. Huru ling tid hade han rirt sig, innan sagde iakitagelse egde
rum, om tyngdkraften ensam antages hafoa fororvsakat rirelsen?

Tyngdlraftens acceleration 33 fot.

37, En glascylinder, hvars inre diameter vid 0° dr 15 fot innehaller
vid sagde temperaiur en 18 tum hég quicksilfverpelare. Huru stor hijd kom-
mer samma quicksilfvermassa att ¢ kdrlet intaga, da temperaturen blir 40°2
sz'ck.s-ilﬁ-e[y kubiska och glasets lnidra wutvidgningskoefficienter dro
el

38.  Hos en af glas forfirdigad plan-konvex lins &r tjockleken 2.5 li-
nier, diametern 2,5 tum och jfokaldistansen 85,5 tum; man begdr fi vela
glassortens brytningsindex.

39.  Anglf grunderna for berdkningen of volymen hos en gasmassa, vid
gifven temperatur och gifvet tryck, dé man kdnner hennes volym, temperatur
och spdnstighet vid eit annat tillfélle.

Riittelse.
Sid. 86 vad. 4 nedifr. stdr: undersokningarna lis: sonderdelningarna.

b - Ok 3
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AFDELNING L

Svenska aritmetikens historia.

Af F. W. HCLTMAN.
(Forts. fr. sid. 67).
1. OrLor BURE*

Sa vidt vi kinna, dr Bure den forste svenske man,
som utgifvit en riiknebok. Hans arbete har titeln: Arith-
meticee instrumentalis Abacus ratione nova ex geometricis fun-
damentis absque supputatione numerationes arithmeticas, pro-
portiones simplices, multiplices, directas, reciprocas, disjun-
clas ac continuas explicans: et eodem intuitu exempla plura ad
oculum monsirans. Inventione et opera Olai Engelberti Bure.

~ Angerm. Sueci. 8. Medicin. et Math. Helmastadii **, anno

1609. Motto: In numero, mensura et pondere. Liten ok-
tav utan paginering.

* Olof Engelbrektsson Bure foddes 1578 och dog &r 1655. Fadren
Engelbertus Olai var kyrkoherde i Sjilevad i Angermanland och hir-
stammade frin den i Sveriges historia bekante Fale Bure den yngre.
Olof Bure adlades 1621, blef utomlands medecine doktor, derefter lif-
medikus hos hertig Johan af Ostergttland och sedan hos konung Gustaf
Adolf, vidare borgmistare i Stockholm och 1687 vice president i Abo
hofriatt. Han hade 8 broder: Anders, Jonas och Lars. Af desse har
den aldste, Anders (ofverste, arkitekt och generalmatematikus), gjort

. sig namnkunnig genom utgifvande af de forsta nigorlunda palitliga kar-
tor ofver Skandinavien. D3 vi komma att redogéra for decimalriknin-
gens inforande i vart land, hafva vi dfven att siga ett par ord om
denne man. Brodren Lars var svirfar till var bersmde Georg Stjern-
hjelm, hvilken, som vi skola f& se, kommer att intaga en hog plats i
var historik. Se Anrep, Svenska adelns attartaflor, 1858, samt Bio-
grafiskt lexikon, ** Helmsteds.

10
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Arbetet dr tillegnadt hertig Johan af 6sterg6tland och
utgifvet under Bures vistande vid akademien i Helmstedt.
Det &r bygdt pa stringt geometriska grunder (en linies del-
ning i lika stora delar och likformiga trianglar). Hans
definitioner dro ungefir desamma som hos Clavius, hvilken
han troget foljt dfven i forfaringssittet vid 1osningarna af
problemen. Stilen dr vardad, klar och tilldragande samt
forrader ofverallt en man med mycken bildning. De lyck-
onskningsversar pa latinska och grekiska hexametrar, hvar-
med professorerna i juridik och grekiska vid Helmstedts
akademi hedrat honom i detta hans arbete, béra vittne om
det anseende han atnjot bland sin tids férnimste veten-
skapsmin.

Bokens dndamal dr att, utan rdkning pa papper eller tafla,
medelst en maskin (abacus) gora de aritmetiska operationerna.
Bures abacus bestar af en rektangulir skifva ABGF (fig.
25), tvdrs ofver hvilken gar en lineal CD, som kan flyttas
parallelt med AB eller GF upp och ned: Sidan 4B ir
delad 1 10 lika stora delar genom de med 10, 20, 30...
utméirkta punkterna. Dessa punkter &ro sammanbundna
med vinkelspetsen G. De med 150, 200, 400... utmirkta

* linierna hafva uppkommit genom sammanbindning af G
med punkter beldgna pa forlingningen af 4B pa afstan-
det 150, 200, 400,... fran 4. Det #r tydligt att denne
abacus bor vara ofverfull med linier for att kunna beteckna
alla mojliga hela och brutna tal. Vi hafva endast uppta-

git ett ringa antal linier for att ej gora figuren oredig. .

Den med AB lika stora linealen CD dr uppdelad i delar,
hvilka #ro lika stora med delarne pa AB. Pa denna li-
neal finnes ett stift X, som kan flyttas fran venster till
hoger och tvirtom.

Formedelst denna enkla riknemaskin kan man verk-
stilla de i vanlig rikning forekommande operationer. utan
svarighet. Vi ofvergd till nagra exempel, men anvisa en-
dast vid de enkla réknesitten, huru Bures abacus skall an-
vindas, alldenstund det faller af sig sjelft,-huru han skall
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begagnas vid de ofriga riknesitten, hvilka #ro samman-
satta af de enkla.

Ex. 1. Hvad utgéra 10 och 30 tillsammans?

Man stiller stiftet E pa punkten 10 af linealen, flyt-
tar derefter stiftet pa linealen 30 enheter till hoger. Punk-
ten 40, pa hvilken stiftet stadnar, gifver det sokta svaret.

Ex. 2. Hvad utgdra 60 och 90 tillsammans?

Som linealens lingd ej &r tillricklig for att direkt
finna denna summa, skaffar man sig enheter af en mindre
storlek genom att flytta ned linealen, tills t. ex. punkten
6 pa densamma faller in pa den med 60 markerade linien
af abacus, stiller stiftet £ pa punkten 6 (hvilken numera
heter 60), flyttar det sedan till héger 90 af de nya enhe-
terna framat. Den med talet 150 utmirkta linien, pa
hvilken stiftet stadnar, lemnar svaret. Linealen tankes
nédmnligen nu delad i lika médnga delar, som det faller li-
nier pa honom.

Ex. 3. En person gaf en annan 9 joakimstaler (»joa-
chimicos»), vidare 6; den andre lemnade tilibaka forst Hy
och sedan 2}; den forre gaf ater 11, derpd 4, sedan 13,
men fick tillbaka forst 8, sedan 9% och slutligen 6. Huru
mycket hade den forre att fordra af den senare?

Genom stiftets flyttande till hoger och venster i den
ordning, i hvilken additionerna och subtraktienerna- dro
framstillda, finner man svaret 12.

Vi hoppas, att anvindoingen af var abacus vid addi-
tion och subiraktion hirigenom blifvit tydlig. Som multi-
plikation ej r annat &n en upprepad addition och division
kan anses som en upprepad subtraktion, mota dessa rdkne-
sitt inga svarigheter.

Ex. 4. Till 2 ticken atgd 20 alnar tyg, huru mycket

tyg erfordras for 9 dylika tédcken?

Man flyttar linealen, tills- punkten 2 pa densamma in-
faller med linien 20; linien 90, pa hvilken punkten 9 da
intriffar, lemnar svaret. Sanningen héraf inses af triang-

larnes G—-2-9 och G~20-90 likformighet.
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Sasom exempel pa omwvdnd regula de tr: har Bure bland
andra foljande: ,

Ex. 5. 21 studerande afskrifva gemensamt. Homeri
iliad pa 49 dagar. Huru manga dagar behdfva 14 stude-
rande for att gora detsamma?

- Sammansatt requla de tri utriknar Bure liksom Clavius
genom att sonderdela fragan i flera enkla regula de tri
fragor. Vi anféra endast féljande tvenne exempel, af hvilka
det ena bdr en pregel af tidens intolerans mot i religions-
fragor olika tdnkande.

Ex. 6. En person ingick aftal med en jude om ett

1in af 54 gyllen mot villkor att juden skulle om tre ar

Aterfd lanet jemnte en arlig rdnta pa rinta efter § af ka-

pitalets storlek vid hvarje ars bdrjan. Huru manga gyllen
skulle denne person efter de tre arens forlopp betala at
juden?

Bure léser det pa sin abacus genom att efter hvaran-
dra besvara de tre fragorna:

D4 9 gyllen gifva 10, hvad gifva 54? Svar: 60.

D& b4 gifva 60, hvad gifva 60? Svar: 66%.

D4 60 gifva 662, hvad gifva 6632 Svar: T43% gyllen.

Anm. Som vi se, begagnas dnnu ej uttrycket procent.

.Ex. 7. Det 6fre roret af en reservoir fyller ett kar
pd 4 timmar, det andra tommer detsamma pa 12 timmar.
P& huru manga timmar fylles karet, da begge roren sam-
samtidigt #ro oppna? -

Genom passande sénderdelning af frigan kan man pa
Bures abacus finna svaret: 3 timmar.

Sésom exempel pa bolagsrikning upptaga vi foljande:

Ex. 8. Tre personer ingd ett bolag att i ett spel dela
vinst eller forlust i forhallande till insatsen, sa att, i hin-
delse af vinst, den som insatt mer, skall viona i samma
férhallande mer, men i hindelse af forlust forlora i samma
forhallande mer. En af dem skall skota térningarne. Den
forste insdtter 35 joakimstaler, den andre 21, den tredje
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14. Den som Aatagit sig att skota tdrningarne, spelar
olyckligt. Forbittrad ofver forlusten sporras han till for-
sdk att atervinna penningarne, lanar derfore af nagon 100
joakimstaler, men spelar dfven nu olyckligt. Huru mycket
af denna sista forlust kommer pa hvar och en af de tre
bolagsménnen?

Bures abacus lemnar svaren: 50, 30 och 20 joakims-
taler,

Pa alligationsrékning forekommer bland andra exempel

det om Hieros krona. Vi framstdlla dock hir ett annat,

vid hvilket man kan gora flera kombinationer.

Ex. 9. Man vill blanda 4 slag af vin. Ett matt af
det forsta kostar 21 penningar, af det andra 27 pennin-
gar, af det tredje 30, af det fjerde 40 penningar. Man
vill hafva inalles 60 matt sa blandade, att efter blandnin-
gen hvarje matt kostar 33 penningar. Frigas: huru minga
matt bora tagas af hvarje slag?

Liksom Ramus och Clavius léser Bure problemet ge-
nom att kombinera tva och tva slag enligt foljande sche-
ma, hvars férklaring vi visat under Clavius.

Skilnader fran medelpriset.
Priset pa ett matt af n:o 1 dr 21 7
e e e e 200 2T T
e e e e e e e e 3 » 30 7
Medelpriset ar 33.
Priset pa ett matt af n:o 4 dr 40 12.6.3.

Summa skilnader 42.

Hvarje af de tre forsta prisen dr kombinerad med det
fjerde priset.

Antalet af matt, som skall tagas af hvar och en af
de tre forsta, erhalles genom att besvara fragan:

D4& 42 gifver 60, hvad gifver 7? Svar 10 matt.

Antalet matt af n:o 4 finnes genom besvarandet af
fragan:

D4 42 gifver 60, hvad gifver 21?7 Svar 30 matt.

’
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Bland exempel, hvilka hos Clavius skulle 15sas genom
requla falst, forekomma f5ljande:

Ex. 10. Tvenne lopare begifva sig fran Lyon till Ve-
nedig. Den forste tillryggaligger dagligen 21 tusen steg,
den andre 35 tusen steg. Den langsammare far fyra da-
gars forsprang; ndr upphinnes han af den snabbare?

Ex. 11. »Jag Pallas 4r guldsmidd, men guldet &r en
skink af unga skalder. Hilften af guldet har Charisius
lemnat, Thespis Attondelen, Solon tiondedelen, Themison
tjugondedelen, men de 6friga nio talenterna har Aristodi-
cus gifvit mig. Hvad kostar min rustning?»

Ex. 12. Augeam interrogavit etc. Se Ramus, .

Pé aritmetiska och geometriska serier anfora vi foljande
tvenne exempel:

Ex. 13. Efter en stads plundring delar hufvudanfs-
raren bytet emellan anforarne for de 40 legionerna pa det
sitt, att den som sist hade bestigit muren, skulle fa 90
gyllen, den som nist forut hade bestigit skulle erhalla 110,
den nést foregiende 130 o.s.v. Huru manga gyllen skulle
den 40:de anforaren hafva, hvilken forst besteg muren?

Ex. 14. Enligt den saxiska lagen (1:a boken art. 54)
skall en bonde pa en bestdimd dag betala skatten till sin
herre, vid straff af skattens oupphérliga fordubblande for
hvarje foljande dag, som skatten uteblifver.. En hardnac-
kad bonde uppskjuter skattens betalning i nio dagar. Do-
maren démer honom enligt lagens stringhet att betala for
forsta dagen ett matt (»modium»), andra tvd, tredje fyra
0. s. v. Huru manga matt skall han inalles betala?

Vi hafva redan forut omtalat, att Bure troget f5ljt
Clavius. P& flere stillen kdnner man igen Ramus. Nollan
kallar han liksom denne for circulus *, ett namn, som er-
inrar pa en gang om dess utseende och ursprung, ehuru
ej om dess betydelse.

* «(Circulis sive ut vocant cifris recisis ¢ (sedan nollorna blifvit fran-
skilda), siger Bure pa ett stalle.

NS



155

Bures abacus synes ej vunnit nagot stérre utbredande
eller erkdnnande, endr ingen senare svensk forfattare mig ve-
terligen omnimner densamma. I stilens behag och i string
behandling af sitt &mne star Bure langt framfor de fleste
af hans efterfoljare.

2. JOHANNES BOTHVIDI¥

Den aritmetik, hvilken denne kyrkans apostel under
sin andra utlindska resa utgifvit, utgéres endast af en ny
upplaga af Buscheri larobok. Enligt Hammarskolds i Stock-
holm ar 1817 utgifna »Forteckning pa de i Sverige frén
dldre till ndrvarande tider utkomne schole- och undervis-
ningsbocker» dr dess titel foljande: Arithmetice wvulgaris
libri duo, primum ab Heizone Buschero breviter collecti, nunc
vero auctiores editi, studio et opera Johannis Bothwvidi, Ro-
stochiz 1613, 8:o.

* Ur biografiskt lexikon hemta vi fsljande.

Bothvidi foddes 1575 i Norrkoping och dog 1635 sasom biskop i
Linkoping. Fadren Bothvid Hansson var stadsskrifvare. Bothvidi un-
dervisades i Linkopings och Stockholms skolor #nda till 1599, d& han
begaf sig till Upsala akademi. Gjorde 1603 sin forsta resa till Tysk-
land. Prestvigdes 1604, foretog omedelbart derefter sin andra utlind-
ska resa, under hvilken han besokte manga orter i Tyskland och dess-
utom Holland, England och pa hemvigen Danmark. Hemkommen 1616
till Sverige blef han antagen till hofpredikant hos Gustaf Adolf. Pro-
moverades 1617 till teologie doktor, tridde 1618 i dktenskap med Ka-
tarina Nilsdotter, hvars andre man blef den olycklige Arnold Joh. Mes-
senius. Bothvidi var tillika Gustaf Adolfs konfessionarie och derjemnte
hans konsistorialrad, &tfoljde konungen pd hans manga krigstdg i Lif-
land, Kurland, Preussen och Tyskland. Under slaget vid Kleve stod
Bothvidi jemte andra krigsprester pa ett berg och anropade Gud om se-
ger med utstrickta hander. Aftonen efter slaget sade konungen till ho-
nom: “herr doktor! det hafver icke varit svirt for oss att strida i dag,
emedan Moses stod pa berget och stridde med bonen.€ Ar 1630 be-
girdes Bothvidi til biskop af Linkopmgs stift, men hans biskopliga
verksamhet afbrots aret derpd, d3 han maste till Tyskland beledsaga
drottning Maria Eleonora. Ar 1682 fick han forordnande att i Sachsen
oga anstalter till evangeliska religionens basta och att i Magdeburg och

¥
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Som jag ej lyckats fi se detta arbete, redogér jag i
stillet for en dldre af Buscherus sjelf utgifven upplaga *
med titeln: Arithmetice logica methodo in uswm scholarum
trivialium  succinctee conseripte Libri duo. Auwctore M. Hei-
zone Buschero **, Schole Hannoverensis Rectore. Editio
tertia 1601. Witeberge. 56 sidd.

I foretalet, dateradt ar 1590 ***, tackar Buscherus
Gud, derfore. att han frambragt en man sidan som Ra-
mus, hvilken genom littfattliga definitioner och indelningar
infort reda och klarhet i det koas, hvari matematiken forut
var. Ramus skall for detta prisas genom sekler, tilligger
han. Denna sin beundran fér Ramus visar Buscherus of-
verallt i sitt arbete. Han har niamnligen foljt honom ni-
stan stycke for stycke. Sjelfva nummerexemplen #ro Ra-
mi. Skiljaktigheterna, hvilka till storre delen bestd i ute-

Minden uppritta konsistorier. Samma &r i Augusti tilltridde han sitt
biskopsstift i Linkoping, der han utmirkte sin styrelse genom att an-
skaffa skickliga och lirda prestmin och genom den omsorg han drog for
skolors och hospitalers vilfird. Han dog 1635 efter att hafva fatt slag
under det han satt i konsistorium. Hans stner Samuel och Noe adla-
des af drottning Kristina 1650 och erhdllo tillnamnet Orn med hinse-
ende till fadrens apostoliska namn och det detta tillhoriga attribut.

Skrifter. Liber de radii structura et usu.

Arithmeticee vulgaris libri duo. Rostochii 1618.

Dessutom har Bothvidi utgitvit en mingd religidsa skrifter, bland
hvilka vi endast nimuna tvenne:

1. Psalmen 39 i gamla svenska psalmboken.

2. Utrum Moscovite sunt Christiani? Holmiz 1621.

* Denna bok har jag till 1dns erhallit frin Skara elementarliroverks
bibliotek. Jag begagnar hir tillfillet att tacka nyssnimnde biblioteks
forestandare, herr magister Torin, for den stora tjenst, han harigenom
gjort mig.

- ** Utom detta arbete har Buscherus utgifvit: Exercitationes contra
J. Piscator et Rdph. Goclenium. P. I--TIL Frf. 1612. O.

*** Siffran ndst framfor nollan i &rtalet &r ¢j Iislig, kan mojligen
vara en 8. I denna hindelse kan Buscherus ej ha nagon kunskap om

Clavii aritmetik, hvilken utkom forst ar 1583. Rami aritmetik utgafs
ar 1555.
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slutningar, #ro ej stora, Division i brak utriknar han
medelst att gora briken liknimniga och derefter dividera
den ene tiljaren med den andre. Ex. 4 divideradt med 2
eller {5 divideradt med 47 gifver qvoten +X eler 1£. P4
nagra stéllen erinrar han om €lavias. S& t. ex. har han
Clavii litta metod att finna produkten af tvenne mellan 4

och 10 liggande hela tal.

Vid bolagsrakning har han foljande exempel, hvilket
sedermera férekommer i flere af vira svenska riiknebocker.

»Kort fore sin dod bestéimde Titius genom testamente,
att hans hafvande hustru skulle, om hon fédde en dotter,
af hans efterlemnade 3600 gyllen bekomma % och dottern
%5 men om hon fédde en gosse, skulle hon f& blott & och
sonen 3. Nu fick hon tvillingar, en gosse och en flicka.

Fragas: huru stor andel af arfvet fir hvar och en?»
Geometriska serier summerar han utan férklaring en-

ligt den numera vanliga formeln

uqg —a

g—1

S:

Hérpa har han blott ett enda exempel, ndmnligen:

»En man siljer sin stridshiist, som pa sina fotter hade
24 som pa det villkor, att han skulle fi for det forsta
sommet 2 penningar, fér det andra 4, for det tredje 8
0. s. . v. Huru mycket kostade hiisten?»

T ordning foljer att redogora for Aurelii aritmetik.
Hans ldrobok dr den forsta svenska, der vi patriffat riak-
ning medelst riiknepenningar. I utlindska rdknebocker hafva
vi patriffat detta slag af rdkning 100 ar tidigare (1514).
Trogne var grundsats att behandla hvarje kapitel enligt
den forfattare, der vi forst finna det framstildt, skola vi
meddela Jdran om riknepenningar enligt Silicel aritmetik,
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Riakning med rdknepenningar -

enligt
JOHANNES MARTINUS SILICEO *.

I spetsen for detta kapitel stilla vi bifogade‘ karakte-
ristiska och upplysande teckning **. Man ser hir tre fornima

midn vid ett bord eller en s. k. riknebdnk sysselsatta att
rikna medelst rdknepenningar. Penningarne liggas pa och

. * Ur Jocher's Allgemeinen Gelehrten Lexicon, Leipzig 1750,
hemta vi om denne man foljande biografiska underrittelser.

Johannes Martinus Siliceo eller du Bois, eljest Guiso eller
Guijeno kallad, foddes 1477 i Villagarcia i Castilien. Han var en fat-
tig bondson och maste med bekymmer hjelpa sig fram. Han inférde
filosofien i Sevilla, begaf sig derifrin till Rom, blef sedan professor i
filosofi 1 Salamanca, teolog i Coria och Philippi samt prins Karl V:s
informator och allmoseskotare. Slutligen blef han kardinal och erkebi-
skop i Toledo. TUtom sin aritmetik har han utgifvit ett arbete ofver
nagra bocker i Aristoteles. Dessutom har han sfversatt ett verk af
engelsmannen Svisset, hvilket han kallat Calculatio. Han dog 1557 i
det 80:de aret.

** Denna figur &r afritad effer en vignett pa titelbladet af R. Gem-
ma's fortriffliga aribmetik: Aritmetice practice methodus facilis per
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emellan enkom derfér dragna linier. P& viggen hinger en
linierad rdknetafla. Personerna dro klidda i pdsbyxor och
pbsirmar samt bdra hermelinmantlar. Golfvet &r rutigt.
I taket hdnger en praktfull krona. Fonstret &r samman-
satt af en mingd linsformiga glas*. Allt antyder perso-
ner af en hig, kanske furstlig rang.

Silicei’ raknebok har till titel: Ars arithmetica Ioan-
nis Martini Silicei; in theoricem ** et praxim scissa, in
Beluacorum *** palestra composita anno domini 1514,

Af inledningen synes, att ridkning medelst riknepen-
ningar maste vara urgammal. Enligt Siliceo omtalar nimn-
ligen biskop Isidorus Hispalensis i den tredje boken af sin
etymologia, att numerus (tal) har sitt namn af nummus
(penning), en mahinda ndgot vagad gissning, men som
dock bevisar riknepenningarnes alder. »Konsten att rikna
med ridknepenningar 4r nyttig for alla dem, hvilka ej for-
Gemmam Friesium, medicum ac¢ mathematicum, Viteberge 1593. Boken,
hvilken vi godhetsfullt till 1ans erhallit fran Skara elementarverks biblio-
tek genom dess bibliotekarie Torin, synes hafva begagnats sdsom liro-
bok i Sverige. ‘ '

Gemma, nederlindsk Iikare och matematiker, foddes i Friesland
och dog i Lowen 1555, der han sedan &r 1541 var medicine professor.
Glansen af hans liror adrog honom Karl V:s uppmirksamhet. Han har
skrifvit ménga arbeten. '

Gemma har i sin aritmetik for ofrigt ej ett ord om riknepenningar.
Ofvanstdende flgur, sont ej finnes i de 2me #ldre pa Stockholms k. bi-
bliotek befintlige upplagorna, #r, sisom vi sedermera funnit, tagen ur
Hilderici i Wittenberg ar 1568 utgifna aritmetik, der den ocksa fore-
kommer sisom vignett pa titelbladet.

Anm. Hildericus von Varel, en lutersk teolog, f. 1533 i Je-
vern, dog 1599 i Altorf efter minga vexlande ¢éden. Han var bland
annat matheseos prof. i Jena 1564—1567.

* Dessas medelpunkter dro i figuren utmirkta med prickar.

** Den teoretiska delen ar full af skolastiska spetsfundigheter anga-
ende talens natur.
*** Beauvais.” .

f 8. Isidorus Hispalensis, uppkallad af sitt biskopsdome i Se-
villa, spanior, dog ar 636. Han har bland annat utgifvit Originum seu
etymologiarum libri viginti.
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sta betydelsen af siffror, sasom fallet &r med flertalet hand-
lande, snickare, krogare och andra personer i ringa vil-
kor», siger Siliceo.

Vi dfverga till sjelfva redogirelsen for rdkning medelst
riknepenningar,

Sasom figuren antyder, drager man pa ett bord, en
bénk, en tafla eller ett papper flere sins emellan parallela
linier, ofta grupperade si, att tre linier hora till hvarje
grupp. Den nedersta linien kalla vi den férsta linien, li-
nien derdfver benimna vi den andra, linien derdfver den
tredje o..s. v. Mellanrummet mellan forsta och andra li-
nien kalla vi férsta mellanrummet, mellanrummet mellan
andra och tredje linien bendmna vi andra mellanrummet
0. 5. v. D& en penning ligger pa forsta linien, giller han
for en enhet; da han ligger pa den andra, betecknar han
ett tiotal; ligger han pa den tredje linien, utmérker han
ett hundratal o. s. v. En penning i forsta mellanrummet
giller lika mycket som fem enheter, en i andra mellanrum-
met giller 5 tiotal, en i tredje mellanrummet utmirker 5
hundratal o. s. v. I allminhet giller en penning pa en
linie + af virdet pa en penning i mellanrummet ofvan li-
nien. En penning i ett mellanrum ater #r lika med half-
ten af en penning pa linien strax der ofvan. Pa en linie
tar ej forekomma mer #n fyra penningar, och i ett mellan-
rum aldrig mer &n en enda penning. Enligt detta skrifver
man 1358 ducati sdlunda (fig. 1), och 374 ducati 17 duo-
deni s& som fig. 2 visar.

Fig. 1. Fig. 2,
0 —0-0-0
o

—0-0-0——

- ——0-0 — 0

- Q

°© ' —0-0-0-0 ——— 0-0—
——0-0-0—

Huru 237 ducati 173 franci 19 dnodeni skrifves, der-
om se fig. 3.
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Fig. 3.
0-0 0 |
| o
——0~-0-0 0-0 0
o I ()

I 0-0 0-0-0 0-0-0-0—

Vid addition borjar man med enheterna.

. Ex. 1. Man vill till 437 ducati ligga 234 ducati.
Man erhaller till summa 671 enligt en rikning, hvars gang
vi hoppas skall blifva tydlig af fig. 4, der man efter hvar- ,
andra finner talen 437, 441, 471 och 671.

Fig. 4.
|—0--0-0-0—, [ —0-0-0-0~— . |—0-0-0-0— o
o — 00—
—0-0-0—| |—0-0-0-0—| |——0-0— o
© —0-0—
—- 0-0— 0 | 0 ,

—_—

Ex. 2. Man vill addera 323 franci 19 duodeni 19 turoni
till 234 franci 15 duodeni 7 turoni.

" Genom att borja med turoni och jhagkommande att 1
duodenus #r 12 turoni, samt att 1 francus #r 20 duodeni
finner man summan (se fig. 5) vara 558 franci 16 duodeni
2 turoni.

Fig. 5.
o
.0
0
o o
—0-0-0 0 —0-0—

Subtraktion. Man vill fran 3582 subtrahera 2534.

Géngen af rikningen synes af fig. 6, der man efter

hvarandra finner talen 3582, 3578, 3548, 3048, 1048.
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Fig. 6.
—0-0-0—| |—0-0-0— |—0-0-0— l—o—o—o—- —0 ——
sainesainesal
o o 1
. |-0-0-0—}| |—0-0—| |-0-0-0-0-| -0-0-0-0-| |-0-0-0-O0-
° o o
— 0-0—I |—0-0-0— —o—o—o—l ——o—o—o—l Lo—o—o——I

Multiplikation. Ex.”1. Man vill multiplicera 24 med 3.
Man siger: 3 ganger 4 dr 12, vidare 3 ganger 20 &r
+ 60. Summan af 12 och 60 gifver den sokta produkten 72.

Gangen af rikningen synes af fig. 7, der man efter hvar-
andra finner talen 24, 12, 72,

Fig. 7.
|
o
—0-0-—| |—0—ro |—o0-0-—
-0-0-0-0—  l—o0-0— |l —o0-0——I

Ex. 2. Man vill multiplicera 321 med 123.

Man soker forst 3 ganger 321 eller 963, adderar der-
efter till 963 20 ganger 321, hvaraf man finner 7383.
Hirtill adderar man 100 ganger 321, hvaraf slutligen er-
halles 39483, Se ndrmare fig. 8, der man efter hvarandra
finner talen (321, 123, 963), (321, 123, 7383) ach (321,
123, 39483). Som man ser, forblifva multiplikanden och
multiplikatorn oférindradt qvarstiende under rikningen.

Fig. 8.

=]

0-0—
° .

-0-0-0-|—0—/|-0-0-0-0- -0-0-0—-}—0—|-0-0-0—

| o g ‘ =}
—0-0—}—0-0—}—0—~ —0-0—}—0-0—|-0-0-0—
|—0—-0-0-0-—0-0-0— L 0—-0-0-0-0-0-0—
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0-0-0—
(=}
- 0-0-0-0—
~—0-0-0—|——0——|-0-0-0-0—
o
—0-0—|——0-0—]—0-0-0—
—0 0-0-0—1—0-0-0—

Division. Ex. 1. Man vill dividera 879 med 6.

Forfaringssiittet synes af fig. 9, der man efter hvar-
andra finner talen (6, 879), (6, 879, 100), (6, 279, 100),
(6, 279, 140), (6, 39, 140), (6, 39, 146), (6, 3, 146).
Som man ser, star divisorn oférindrad under rikningen.

Fig. 9.
o o ’
——]—0-0-0— ——|—0-0-0—|—0— ———|—0—0—}—0—
(=] o (=]
0-0— ——|—o0-0 ~—0—0—f——
O (=} [=] o o o
—0—0-0-0-0—  —0—0-0-0-0 —0——0-0-0-0
| |
———|—o0-0 o ~Q——
o
——|—0~0-—}-0-0-0-0-| i—— —0-0~0—}-0-0-0-0-
© =] =] =]
——0——"-0-0-0-0 0——0-0-0-0
—0 ] o
0-0-0—[-0~0-0-0- ~0-0-0-0—
(=] [=] <] =] =]
~——0———0-0-0-0 0 ——0 0-0-0 0—

Qvoten blir 146 med resten 3.

Ex. 2. Man vill dividera 5432 med 32. Férfarings-
sittet visar sig af fig. 10, hvarest man efter hvarandra
finner talen (32, 5432). (32, 2232, 100), (32, 312, 160),
(32, 24, 169).
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Qvoten blir 169 med 24 till rest.

Vid rikning med rdknepenningar kan man antingen
ligga penningarne i en stapel pa hvarandra, hvilket Sili-
ceo gir, ehuru vi ej angifvit detta i figurerna, eller bred-
vid hvarandra. For att ldttare utmirka de linier, som be-
teckna tusental, milliontal, tiotusenmilliontal o. s. v. bruka
Aurelius och hans efterfoljare sitta ett kors pa dessa li-
nier.

Harmed anse vi oss-ha tillrickligt redogjort for liran
.om riknepenningar.
(Forts.)

Satserna 4, 5 och 8 (F. W. Hultman),

I6sta af E. M. FRYKBERG,
elev vid Teknologiska Institutet.

4. Sitter man y = den delen af sidan @, som ligger
intill & och 2z = det stycket af @, som ligger mellan skir-
ningspunkten .och den mot sidan a filda hijden, samt bis-
sektricerna w,, w;, w., sd fas litt

e

[ —



yira—y=biec ... .. ..., e (D,
b* = w? +y* + 2yz
= wl+(a-y)t-2(a-y)z ... .. (3).
Medelst (1) kan man eliminera y ur (2) och (3), hvar-
efter z litt bortskaffas, och man finner
_ \/bc(a+b+c)(b+c~—a)‘

b+e

c

il

a

Pa samma sitt fas

_Nacla+b+c)a+rc=b)
- a+e ’
_Nabla+tbto)arb—0)
- a+b

c

5. Bibehdllas samma beteckningar, som i det forega-
ende, under iakttagande att de obekanta &ro punkterade
samt att y betyder hela den forlingda sidan a, si fis latt

yry—a=b:c,
b* = w} +y°"—2yz,
¢ =wl+(y—ay-2(y—a:z.
Man finner

w = ~/bc(a+b—c)(a+c~b)

a b-c
, Nab+c—a)a+tb—c)
wb= c—a » ]

, - Nab(a+c—b)b+c—a)
w, = .
a-b
Vore tvé af sidorna lika stora, sa synes af formlerna,
att bissektricen, som skulle falla pa den tredje sidan blir
oindlig d. v. s. parallel med denna sida.

Sittas de mot sidorna a, b, ¢ stidende vinklar = A4,
B, O, triangelns yta = 7', samt

a+b+c=2p, ‘

11
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erhélles ur féregaende bada system af formler foljande enkla
samband mellan w, och w,:

. , 4ab7
We . We = m‘;
och
we _a=b. /plp=9)
w, a+b (p-— a)(p_;z,)
eller, enligt kinda trigonometriska formler, .
w, a-b c 4-~B
we a+bCOt_2_ = Tg— 2
we A-B
e Tg T . |

en egenskap, som ldtt visas rent geometriskt. |

8. @) Lat y beteckna den delen af a, som ligger mel-
lan tangeringspunkten och sidan ¢, z det stycket, som lig-
ger mellan tangeringspunkten och den pi a filda hojden,
ta, t och ¢ de sokta linierna, si fas

b—(a-y) = c—y,
b* =tz +(a—-y)*+2(a~y)z,
¢* =1z +y*—2yz.

Genom eliminering af y och z finner man

ty = \/b’(p—b)-q-c“(p—-c) ~ (p—bYp-0),
\/C (p—-C);a(p—a) — (p—cXp—a),
VAT ip-by.

8) Lat ¢4, ¢5, . vara de tre sokta linierna, hvilka
sammanbinda triangelns spetsar med tangeringspunkterna
till den utanfor sidan ¢ inskrifna cirkeln. Genom ett for-
farande analogt med det foregaende finner man:

(73

il

te
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ta = \/p(p a) - a)*cP
£y = \/p(p_b)_gz(p——é))—__cﬁp,
A EUELICET Ry

. Ur dessa och foregdende formler finner man féljande
begge ritt enkla samband:

(@ - b)*(a + D)

4

af? — bt = (a-b)(p-a)p-b).

£t} =

och

Sats 52 (C. F. Lindman), 16st af KNUT WICKSELL.

Lat ABCD vara ett trapezium, hvars sidor 4ro skurna -
| i samma proportion i punkterna K, F, G, H, sa att
AE:EB=FC:BF=CG:GD = AH: HD. Det ir da
klart att EF// AC// HG och EH /| BD |/ FG, samt att
saledes E, F, G och H idro spetsar i en parallelogram.
Vi ofverga derfore till den senare delen af beviset. Lat
M vara midtpunkten pa AC och NV midtpunkten pd BD
och sammanbind M och N. Drag FH och lat den skiira
MN i O. Det bor nu bevisas att FO = OH, i hvilket fall
tydligen den andra diagonalen EG i parall. EFGH ifven
gar genom O, samt att MO:O0N = AH: HD.
Sammanbind F med MON samt drag ut FM till 1
och FFN till K, sd att FM = MI och FN = NK, sam-
manbind 7 med A4 och H samt K med D och H.
Emedan nu AM = MC (Hyp.) och IM = MF (Kon.),
sa dr tydligen A7//och = F(C; pa samma sitt bevisas att
KD //och =BF. Emedan di Al = FC och KD = BF,
sdé &r AT: KD =CF:FB=AH:HD. Och emedan 47
/| BC/| KD, sa ir A HAI = A HDK, Trianglarna
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AIH och DKH #ro foljaktligen likformiga ... A 7HA
= A KHA, IHK ir siledes en rit linie.

Endr nu FM = MI och FN = NK, sa ar IK//
MN .. FO = OH, hvilket var det ena s. s. b,

Vidare dr af samma skl TH: MO = HF:0F = HK
:ON. Folj. &r MO:ON =1H:HK = AH: HD, hvil-
ket var det andra s. s. b.

Sats 55 (C. F. Lindman), 1st af S. B. 8. CAVALLIN,

elev vid Ostersunds hogre elem.-Liroverk.

Vi vilja forst behandla den senare lLdindelsen.

Om n #r ett helt tal hvilket som helst, s& dr 2n ett
jemnt tal och salunda 2% — 1 ett uttryck, som, uppdeladt
i faktorer, bor fa en sadan lika med 3.

Detta uttryck kan sittas (2% — 1% = (2*+ 1)(2" - 1), i
hvilken produkt faktorn 27 fattas for att den ma utgdras
af 3 konsekutiva hela tal; men i en produkt af 3 konse-
kutiva hela tal har ovillkorligen en af faktorerna sjelf en
faktor 3. Deraf foljer att (2% + 1)(2%*—1) har en faktor
3, emedan 22, som fattas, endast innehaller faktorn 2.

Forra hindelsen.

2%+1 41 4r det uttryck, som skall bevisas hafva 3
till faktor. Detta uttryck kan séttes 2.2® -2 + 3 =
2(2"—1)+3, men 2% —1 dr nyss bevisadt hafva en fak-
tor 3, derfore har dfven 22°+14+1 en faktor 3.




AFDELNING IL

Grunddragen af den geometriska kalkylen.

Af G. DILLNER.
(Forts. fr. sid. 132).

B) Reduktion till ny enhet

med bibehdllande af samma origo och grundrigtning.

23. Om modylen af komplexen 7, tecknas 1.7, d. v. s.
enhetslingden 1 tagen r ganger, sa inses pa grund af en-
hetens arbitrdra natur, att man i stillet fér 1 kan inféra
en lingd betecknad med talet s, da produkten s.r utmir-
ker, att lingden s &r tagen » ganger eller multiplicerad
med talet ». Genom denna aritmetiska multiplikation, hir
kallad reduktion @Il ny enhet eller enhetsreduktion, antager
komplexen formen

(s.7), eller enklare srp,
da vi siga, att komplewen r, blifvit reducerad till my enhet
Jormedelst talet s.

Anm. Endr faktorernas ordning i en produkt dr lik-

giltig, sd kan sr, under alla omstindigheter ersittas af rs,.

24. Vi antaga viigarne OP och OBP (fig. 26), hin-
férda till OA4 som grundrigtning, representeras af likheten

(1) eller
r, = b/& ta,.

Genom en enkel konstruktion inses, att vigen 2r, fixe-
rar samma punkt som vigen 20g + 2a, och i allminhet att
vigen pr, fixerar samma punkt som végen pb, + pa,, da
p dr ett helt tal. Likaledes inses, da ¢ &r ett helt tal,
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1

1 1
att vigen r) r, fixerar samma punkt som vigen —b, + ?a“ ,
q

pre fixerar samma punkt som vi-

da foljaktligen vigen

—E—Z)ﬂ + '2‘%- Endr slutligen hvarje irrationelt tal kan fas
q

q
p+l

att ligga mellan grénserna och “- och dessa grian-
q

ser kunna bringas hvarandra huru nira som helst, sa fol-
jer, att likheten

sry = sby+sa, ... . (8),
representerad af viigarne OP' och OB'P', ér sann for alla
mdjliga rationella och irrationella vdrden pa talet s.

Detta bevis kan #fven formuleras silunda: enir sb:sa
= b:a och den mellan sb och sa samt mellan b och a lig-
gande vinkeln #r lika, si maste den mot sb och sa sva-
rande tredje sidan i triangeln vara sr, bildande vinkeln 6
med grundrigtningen (Eukl. VI: 6), da foljaktligen vigen
sr, fixerar samma punkt som vigen sb; + sa,.

Likheten (8) siiges nu vara hérledd ur likheten (1) ge-
nom tillimpning af satsen: man eger rdttighet att »multi-
_ plicera lLika med samma tal.»

Satsen utstrickes med litthet till likheter, hvilkas si-
dor eller membra utgéres af huru manga termer som helst.

Anm. Det hir utforda beviset bestyrker nu rigtighe-
ten af den i § 12 uttalade grundsatsen, sa vidt den be-
traffar reduktion till ny enhet.

25. Om vi i (8) infora by + a, 1 stéllet for »,, hvilka
uttryck pa grund af parentesens betydelse (jfr § 20, anm.)
dro att betrakta sasom fullt identiska, si erhalles

s(by+a,) = sbg+sa, .. ... e (9,
hvilken sats utsiges: »dd en summa multipliceras med ett
tal, s multipliceras hvar och en af swmmanderna med talet
och a*esultai;lten adderas;» och omvindt: »da alla termerna €
en summa dro multiplicerade med samma tal, sd séttes talet
som faktor Gl termernas summa.»
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Satsen giller i enlighet med féregaende § for summor
af huru ménga termer som helst.

26. Den i § 20 framstilda likheten kan nu sittas
under formen
7y = 7(Cos 6 + Sin 6, ) = rCos 0 +»Sind,_,

hvaraf foljer (§ 21), d& vi enligt § 18 sitta r, = @ +y, |
z = rCos 6
Y 7 Sin 8

dd sdledes r Cos 0 dr grundriginingsprofektionen och » Sin 6

den vinkelrita projektionen af komplexen v, .

1

il

27. Med stod af foregdende § kunna vi nu framstilla
det i § 22 uttalade projektionsteoremet under f6ljande
for detsamma gingse form. Om vi projiciera de tva vi-
garne i likheten

L= a,+by+e, +...

s& #ro deras projektioner pa grundrigtningen lika eller
[Cosd = aCosa +bCosf+cCosy+..

ifvensom deras projektioner pa den’ v111Le1rata rigtningen
lika eller ;
ISind = aSine +bSinf +cSiny +..

Denna sats dr tydligen sann, dfven om vi i stéllet for
l tinka oss en summa af huru manga termer som helst
el]er ock noll, i hvilket senare fall den hégra sidan af den
geometriska likheten representerar en sluten polygon.

C) Reduktion till ny grundrigtning

med bibehdllande af samma origo ock enhet.

28. Om vi lita komplexen r,, fixerande punkten P (fig. 27)
i forhallande till O som origo och 04 som grundrigtning,
hénforas eller, som det hir kallas, reduceras till en ny grund-
rigtning OA4, , fran hvilken den gamla grundrigtningen be-
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stimmes af argumentet o, s& representeras en sadan re-
duktion till ny grundrigtning af beteckningen

1.7y,

der den geometriska enheten 1,, tecknad som faktor till
r,, kallas reduktionsenhet till ny grundrigining. DA kom-
plexens argument i forhallande till den unya grundrigtnin-
gen 4r o + 0, sa framgar deraf foljande identitet

Lporg = r g oo (11),

hvilken sats utsiiges: en komplex », reduceras till ny grund-
rigtning formedelst reduktionsenheten 1, gemom addition af
argumenten ¢ och 6. — Argumentet ¢ kallas ock med an-
ledning hiraf reduktionsargument och kan vara savil posi-
tivt som negativt. ‘

Anm. Enir termernas ordning i en summa #r lik-
giltig, sa& kan 1,.7, under alla omstindigheter ersiittas af
1 ,

Ty
9" 7'0.
29. Vi lata likheten

. r9=bﬁ+aa

representera de tvd vigarne OP och OBP (fig. 28), hin-
forda till O som origo och OA som grundrigtning. Dessa
vigar, sasom ‘hénforda eller reducerade till den nya grund-
rigtningen Od,, fran hvilken den gamla grundrigtningen
04 Dbestimmes af argumentet o, dro fortfarande lika och
blifva, sdsom fig. omedelbart visar, s och b, , g + @ 4 q»
da alltsa pa grund af (11)

Lyomy = 1. bg+ Tgay . ovnn .. (12).

o4 4

o

Denna likhet séiges nu vara hirledd ur den férra ge-
nom tillimpning af satsen: man eger rdttighet att multipli-
cera ltka med samma geometriska enhet.

Satsen giller tydligen for en likhet af huru manga
termer som helst pa dmse sidor om likhetstecknet.

e

-
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30. Om vi i likheten (12) ersétta r, med det identi-
ska uttrycket b; + a,, sa erhalles
la.(b‘g'*'(la) = lc'bﬂ_l-la'aa ..... (13),

hvilken sats utsiiges i ofverensstimmelse med (9), da ordet
tal utbytes mot geometrisk enhet. Satsen giller i Sfverens-
stimmelse med foreg. § fér summor af hure manga termer
som helst.

31. Om den geometriska likheten i § 27 multipliceras
med 1,, sa erhalles

.ZU+1= ag+a+ba+ﬂ+cg+y+...,
hvaraf genom projicering
1Cos(c+2)=aCos(c+a)+bCos(c+p)+cCos(o+7y)+...
ISin(6+2) = aSin(e+a)+ bSin(c+ P +c¢Sin(c+7)+...
Detta &r en utstrickning af projektionsteoremet, som
ofta eger anviindning.

D) Samtidig reduktion till ny enhet och ny grandrigtning.
, (Geometrisk multiplikation).

32. Enir sr,  , kan betraktas som resultat af savil
1, .(sr,) som ¢.(1,.7,), sd foljer, att vid reduktion till ny
enhet och ny grundrigtning det &r likgiltigt, ¢ hvilken ord-
nming redukiionen verkstdlles. Vi sitta derfore
(14),
der komplexen s,, satt som faktor till komplexen »,, ut-
mirker, att 7, dr samtidigt reducerad 4ll ny enhet och ny
grundrigtning och det si, att s wtgor reduktionstalet till ny
enliet och ¢ reduktionsargumentet till ny grundrigtning.

33. D& det dr likgiltigt, i hvilken ordning man ad-
derar och multiplicerar tal och sdledes sr,, , = 7s,, 5, S&
foljer att

Sgelg = TgeSg e oo v v oo .. . (15),
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da alltsé faktorernas ordning ¢ en produkt af komplexer dr
likgiltig, d. v. s. man erhdller samma resultat, om s, tages
som reduktions quantitet for v, eller tvirtom », for s, .

Satsen giller tydligen for en produkt af huru manga
faktorer som helst.

34. Om vi antaga likheten
1y = bﬂ +a,,

sa foljer genom samtidig reduktion till ny enhet och ny
grundrigtning enligt (8) och (12), att dfven likheten

85079 = 85.0g+ 8585 « o o oL (16)
dr sann, da denna likhet siges vara hirledd ur den forra
genom tillimpning af satsen: man eger rdtlighet att multi-

plicera lika med samma komplez.

Om vigarne i den férra likheten &ro OP och OBP,
hinférda till OA4 som grundrigtning (fig. 29), sa blifva vi-
garne i den senare likheten OP, och OB, P,, hinforda till
0A4,, som grundrigtning, d& ndmnligen

OF _ 0B, =—Bil£i =s och A AOA4A=o9¢.

r b a

Satsen giller i ofverensstimmelse med §§ 24 och 29
for likheter, hvilkas sidor utgéras af huru manga termer
som helst.

35. Om i (16) r, ersittes af det identiska uttrycket

bg + a,, s erhalles i enlighet med (9) och (13):
s6-(bgt+ ay) = s5.bg+s5.a, .. an,

hvilken sats utsiiges i 6fverensstimmelse med (9), da ordet
tal utbytes mot komplez.

36. Om vi siitta

sg =dy + ¢

och vi i stéllet for s, taga summan dg + ¢, till reduktions-

qvantitet for en komplex »,, sd later visa sig genom kon-
" struktion, att ett ke resultat erhilles.

e e e e e e S B o e

. . — <
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Ty lat vigen OP (fig. 30), hinfsrd till O som origo
och OA som grundrigtning, betecknas af »,; lat vidare vi-
garne BE och BDE, hinférda till B som origo och BC
som grundrigtning, betecknas af s, och ds + ¢,. Konstru-
era pA OP en med A BDE likformig A OFP, s att »
och s bli homologa och hafva lika vinkel at samma sida
vid begynnelsepunkten, da foljaktligen

95:? eller 0F=i:- och'FP=9sf.

ro_
s d
Linierna OF och FP bilda med Od4 respektive vink-

larne
6—(c—4d) och 6+ (y- o),

p o= [— =
¢ $/g4d—0 $/Jgry—o, =

hvilken likhet, multiplicerad med talet s ock reducerad till
den nya grundrigtningen O4, formedelst argumentet o,
blir

da alltsa

Sgetg = A3 Tyt Gt oo (18),

da saledes ett lika resultat erhdlles, om r, multipliceras med
hvar och en af termerna i summan ds + ¢, och produkterna
adderas eller om r, multipliceras med sy, dd ndmligen s; =
ds +¢,.

o

Satsen giller tydligen for summor af huru manga ter-
mer som helst.

37. Om i (18) s, ersittes af det identiska uttrycket
dg + ¢, , si fas

ds+c).rg=ds.rg+e,.ry. o (19),

hvilken identitet utsiiges: produkten af en swnma och en
komplex dr identiskt lika med summan af de produkter, som
uppkomma, dd komplexzen multipliceras med hvar och en af
summanderna.
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38. Om vii (17) sitta s, = dy + ¢,, s& fis med stod
af (19):
(dy +¢,)(bg + a,) = dg.bg+c,.by+ds.a,+c, . a,..(20).

Satsen giller i enlighet med foregdende vid multipli-
kation af summor med huru ménga termer som helst.

Vi kunna genom konstruktion ldtteligen ofvertyga oss
om rigtigheten af det i (20) gifna multiplikationsresultatet.
Vi lata vigarne OP och OBP, hinforda till O som origo
och O4 som grundrigtning, representeras af likheten

7’0 = bﬁ + a, .

Vidare lata vi vigarne CF och CEF, hinforda till C
som origo och CD som grundrigtning, representeras af lik-
heten

sy = dg + ey -

Konstruera pa OB en med A CEF likformig A OGB,
s att b och s bli homologa och hafva lika vinkel &t sam-
ma sida vid begynnelsepunkten; upprita vidare pa BP ef-
ter samma konstruktion A BHP. Vi erhalla da

b _0G_GB . a BH_AHP

eller
0¢-2 gp-2 pu-% mp-",

8

hvilka fyra linier bilda med grundrigtningen OA respektive
vinklarne

B—(@-0), B+(y-0), a—=(0-9), a+(y—o),
da foljaktligen

o o AP RS o) NP )
To = Tﬂ.}.é‘_a s/8iry—c s Jayd—o S)ayy—0,

hvilken likhet, multiplicerad med talet s och reducerad till
den nya grundrigtningen OA4,, férmedelst argumentet o, blir

85019 =dg.bg+ 0, . bg+ds.a, +c,.0a,,

—————
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hvilken likhet ater efter utbyte af s, och =, mot respektive

dy + ¢, och bg + a, sammanfaller med (20).

b4

39. De i detta kap. utvecklade riknelagar for de
geometriska qvantiteterna #ro till formen helt och hallet '
sammanfallande med de riknelagar inom algebran, hvarur
den algebraiska kalkylen leder sin utveckling. Saledes
hafva vi funnit, att den geometriska likheten later behandla
sig efter samma reglor som den algebraiska, att de geome-
triska multiplikationsreglorna foér binomer och polynomer
dro desamma som de algebraiska; och liksom den algebra-
iska kalkylen leder sin utveckling ur de grundsatser, som
motsvara de hdr afhandlade riknelagarne, likasd kunna vi
ur dessa lagar steg for steg leda utvecklingen af den geo-
metriska kalkylen i full 6fverensstimmelse med de alge-
braiska -ridkneformlerna. Det dr derfore tillatet och fullt
rigtigt, for sa vidt som de begge utvecklingarna ga ur
formelt lika grundsatser, att i en algebraisk formel infora
geometriska komplexer, med den sirskilda tolkning natur-
ligtvis, som &r ofverensstimmande med dessas natur. Sa
t. ex. dro de kidnda multiplikations- och divisionsformler,
som inom algebran hérledas ur den mot (20) svarande
grundsatsen, fullt gdllande dfven inom den geometriska kal-
kylen, sasom lika mdojliga att der utveckla; likasd skola
vi fiona, att de algebraiska eqationerna med sina lagar for
upplésning kunna omedelbart forvandlas till geometriska.
A andra sidan, enér den algebraiska qvantiteten utgdr det
. species af den geometriska, som betecknas med a eller
a, (positiv) och a, (negativ), sa utgor den algebraiska kal-
kylen blott ett enskildt fall af den geometriska, hvilken
senare #r till sina forutsittningar helt och hallet oberoende
af den forra, da den algebraiska kalkylen (den imagindra)
deremot vinner sin fulla forklaring forst i och genom den
geometriska. Hvarje geometrisk formel ofvergar derfore
omedelbart och under alla omstéindigheter till algebraisk,
sa snart de forekommande argumenten goras till o eller
eller i allménhet k7 (k #r ett helt tal eller noll),
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Summeors modyler och argument.
~ 40. Vi antaga likheten
7'9 = Q, + bﬂ .

Enér den led, i hvilken vi rikna véra bagar, #r helt
och hallet arbitrdr, sa &r likheten

r O:a—d+b—-ﬂ

pa samma gang sann som den forra. Genom att multi-
plicera dessa tva likheter sida med sida erhilles

r*=at+ b+ ab(l,_g+ 1_(a_p)) = @ +b*+2ab Cos (e—p)
eller
1
r=[a*+b*+2abCos(@a—P)* ..... @n,

hvarigenom vi sdledes uttryckt modylen » for en tvatermig ‘

summa a, + bﬂ i termernas modyler och argument (jfr Eukl.

1
I: 12 & 13). Ar B =ca+1im, erhilles » = (a® +0%*
(jfr Eukl. I: 47). P& samma sitt blir modylen » for en
tretermig summa a, + by + ¢,

r = [a®+b?+ ¢+ 2ab Cos (a— )+ 2ac Cos (@ —y) + 2be Cos (B —7)]*.

Vi kunna med latthet utstricka denna sats till sum-
mor af huru manga termer som helst.

41. Af likheten 7, =2 +y, foljer
rCosf =2 och »Sing =y,

hvaraf genom att dividera sida med sida fas
. 2
tg 6 = —j eller 0 = artg—i— ceee .. (22)

Vi bora nogsamt ligga mirke till, att den qvadrant,
hvari 6 ligger, bestdmmes af tecknen for « och y, sisom
man omedelbart finner genom konstruktion.
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Saledes
for # och y begge pos. &r 0 i forsta qvadranten,
» & neg. och y pos. & 6 1 andra gqvadranten,
» & och y begge neg. dr 6 i tredje gqvadranten,
» & pos. och y mneg. &r @ i fjerde gqvadranten.

I enlighet med (22) erhalles argumentet for summan
a, + bg genom att projiciera likheten 7y = a, + bF?' Vi fa
némnligen

_aSine+bSinf . aSine+bSing
%80 = Gosa + 5Cos s eller 6 = arctg aCosa+bCosﬁ( 3)

Pa enahanda sitt finnes argumentet for en summa af
hure manga termer som helst.

Vi kunna finna ett annat uttryck for argumentet 6 i
(23) genom att sitta

a, + bﬁ= lﬁ-(“a_ﬂ + b).
Men argumentet for summan a,_ g + b ar

_aSin(@—f)

et g Cos (@~ )
da alltsa
aSin{e — f)
0 = amtgb+a00s(a—ﬂ)+ﬂ . (24).

(Forts.)
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AFDELNING III

Om Luftpumpar.

Af Ros. THALF’;ﬁ.

Utan ansprak pé fullstindighet antecknas hir foljande
momenter sasom de vigtigaste med afseende pa luftpum-
pens historia. '

Den vanliga luftpumpen.

Sésom bekant &r, konstruerades den forsta luftpum-
pen af den namnkunnige borgméstaren Otto von Guericke i
Magdeburg (1650), hvilken fornimligast genom denna sin
uppfinning och de med den ifrdgavarande apparaten an-
stilda experimenten forvirfvade sig ett vilfortjent rum
inom fysikens historia *.

Hans luftpump, som icke egde mer &n en cylinder,
och denna enkelverkande, var i foljd af atmosferens tryck
mot kolfven i samma mén svirhandterlig, som fértunnin-
gen dkades. Visserligen afhjelptes detta fel till en god del
redan af Boyle, hvilken for att littare kunna sitta pump-
stdngen i rorelse begagnade tandadt hjul och hifsting,
men fullstindigt skedde det forst genom Popins metod att,

* I ett, for sin tid, praktfullt arbete, benimndt: Ottonis de Gue-
ricke experimenta nova Magdeburgica de vacuo Spatio, (Amstelodami
1672), har Guericke redogjort for de experiment med luftpumpen,
hvilka han infér Kejsaren och de vid riksdagen i Regensburg 1654 for-
samlade furstarne anstilde, hvarvid de Magdeburgska kulorna flitigt an-
vindes. Man finner der #fven beskrifningen pd den forsta elektricitets-
maskinen, for hvars uppfinning vi likaledes hafva samma sinnrike man
att tacka,

oy
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p& samma sitt som i den nu brukliga luftpumpen sker,
lata tvd pumpar verka skiftevis, hvarigenom atmosferens
menliga inverkan eliminerades. Forst omkring hundrade ar
efter Guerickes uppfinning satte en engelsk ingenitr, Smea-
ton, klockan i forening med en barometer, sa att man i
hvarje Ogonblick kunde direkt bestimma, hvilken grad af
fortunning avigabragts. Den vigtigaste férbdttring, luft-
pumpen sedan den tiden undergatt, hiirrdr onekligen fran
ledamoten af Franska Institutet Babinet, hvars forindrade
konstruktion af den mellan de bada pumpcylindrarne be-
fintliga kranen férminskade inflytandet af det skadliga rum,
som alltid uppstir mellan kolfven och cylinderns botten.
For att i korthet angifva, hvari denna Babinets fgrbittring
bestod, kan man siga, att han, vid intrddande stor fértun-
ning, lit den ena pumpen pumpa luften ur den andras
skadliga rum.

Deleuils pump.

Anda intill senaste tid har det ansetts sisom ett
oeftergifligt vilkor, att hvardera pumpkolfven skulle sluta
lufttdtt till viggarne inom sin cylinder, men Deleuil, fa-
brikant af fysiska instrument i Paris, har-nyligen visat,
. att detta icke behdfver vara forhallandet. Genom att kon-
_struera en pump, hvars kolf léper fullt fri frin viiggen,
har han nimnligen visat, att fortunningen icke desto
mindre kan bringas lika langt som eljest.

Kolfven, hvars form &r cylindrisk med tre ganger
storre hojd dn diameter, eger pa sin bugtiga yta ett stort
antal sinsemellan och med bottenkanterna parallela for-
djupningar och skiljer sig fran cylinderviggen genom ett
mellanrum af endast % millimeters bredd. Det luftlager,
som qvarstadnar i detta mellanrum och i de nimnda for-
djupningarna, adhererar starkt vid viggarne och utgior den
enda packning, som kolfven verkligen eger. For att visa,
huru stor denna adhesion é&r, lit Deleuil en gdng genom-
borra kolfven och pumpstangen pa sadant sitt, att nimnde

12
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luftlager kom att std i omedelbar forening med den yttre
luften. Nir pumpen fick arbeta under dessa, sasom det kan
synas, rent af orimliga forhillanden, visade det sig likvil,
att lufttrycket i klockan kunde nedga dnda till fvd milli-
meter.

Det besynnerliga faktum, vi nu omndmnt, att nimnli-
gen en dylik pump verkligen kan astadkomma en betydlig
fortunning, eger sin forklaring i den redan omnédmnda stora
adhesionen mellan loftlagret och kolfven. Ty besinnar
man ritt, hvilken liten qvantitet }; millimeter &r, skall
man litt inse, att det kapillirfina mellanrummet kan, pa
grund af nyssnimnda orsaker, vara i stdnd att hindra luf-
ten fran att tringa derigenom.

En direkt bekriftelse pa rigtigheten af foregaende for-
klaring kan enhvar litt forskaffa sig genom anstdllandet
af foljande forsok. I en upptill 6ppen, till en vanlig luft-
pump hérande glasklocka inpassas ett fint thermometerrdr
af storre langd, medelst hvilket den i klockan instingda
luften siledes kommer att std i en oafbruten forbindelse
med den atmosferiska luften. Om man nu pa vanligt sitt
genom pumpning soker gora klockan lufttom, kommer na-
turligtvis den.yttre luften att oupphorligen genom réret in-
stromma i henne, men denna instromning sker sa ytterst
langsamt, i foljd af friktionen mot viggarne och deras
dragningskraft pa luftpartiklarne, att fortunningen inom
en jemnforelsevis férvanande kort tid kan bringas - temli-
gen langt. Sa snart pumpningen upphdrt och cylindrarne
blifvit afstingda fran klockan, kommer profvaren naturligt-
vis att stiga, men den ringa hastighet, hvarmed detta sker,
adagaligger tydligt, att ett stort motstind utéfvas genom
det harfina réret mot luftens intringande i klockan.

De fordelar, som denna JDeleuils luftpump erbjuder,
dro, att ingen friktion forefinnes mellan kolfven och cylin-
derviggen, foljaktligen att ingen upphettning, ingen nét-
ning och likaledes intet motstand derstddes eger rum. Na-
gon olja behdfves icke i pumpen for att tdta den, i
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foljd hvaraf man ej heller har att befara nagon fdrstopp-
ning hos ventiler och rérledningar. Pumpen har endast en
cylinder, men denna #r dubbelverkande, och f¢ljaktligen
kommer kolfven att rora sig i en allt mer och mer fértun-
nad atmosfer. Den halles i rirelse genom kringvridning
af ett stort sviinghjul, hvilket medelst tandade hjul star i
férening med pumpstangen. Fortunningen, som under van-
liga forhallanden kan &stadkommas med denna pump, upp-
gar till en millimeters tryck.

Slutligen bor nimnas, att den ifrAgavarande pumpen
kan omedelbart forvandlas fran sugpump till kompressions-
pump, och att man med dess tillhjelp kan utan mirkbart
motstind eller upphettning &stadkomma en fortitning hos
gasmassan motsvarande fem atmosferers tryek.

Denna pump var utstild och férevisades under: verlds-
expositionen forlidet ar i Paris och tillvann sig da ett allmint
bifall. En lika konstruerad pump, hvars pris dr 700 francs,
har sedan borjan af detta ar blifvit anvind & kemiska la-
boratoriet vid Upsala Universitet och synes motsvara de bil-
liga fordringar, man pa en luftpump for det nérvarande
kan ega.

AFDELNING IV.

Anmilda skrifter.

1. Euklides fyra forsta bocker, af C. F. Lixpman.

Med anledning af nidgra punkter, i hvilka granskaren af detta ar-
bete i tidskriftens forra hifte haft nigot skiljaktiga asigter med forf.,
har forf. lektor Lindman meddelat foljande upplysningar.

1. Uti Euklides' def. pa linie har jag ej gjort indring, emedan
jag e ansdg nagon annan for undervisningen mera lamplig.
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9. Hir delar jag rec:s 8sigt, men trodde mig ef bora ‘gbra en sa
stor forindring. Jag hade visst kunnat bibehdlla numret och hinvisa
till lingre fram, men tror, att en mingd andra, mot min plan i ofrigt
stridande, forindringar deraf blifvit en nodvindig foljd.

3. Hir maste vara nagot tryckfel (det bor std: sidorna i stiillet for
vinklarna). Emellertid tror jag, att Eukl:s def. i den stillning, som
hon har, kan forsvaras. Helt annat vore forhdllandet, om jag icke bun-
dit mig vid nummerfoljden, i hvilket fall de senare deff. bort fa helt
annan plats och form.

4. Hir har rec., sannolikt i féljd af mitt mindre noggranna ut-
tryckssitt, missforstdtt mig. Med orden: <annorlunda uttryckt® har
jag alls icke velat siga, att det foljande Hr fullt identiskt med Eukli-
des’ tredje postulat, utan blott bana vig fior det af mig foreslagna satt
att upplosa I: 2 och 3. Vid sidant forhallande har rec. sjelf pa basta
sitt rattfardigat mig. Betriffande Euklides' eget 3:dje postulat, sa tog
jag mig just af det deri forekommande ordet Jecoryue anledning till
det af mig foreslagna.

5. Samma anmirkning, som hér gores, ar befogad redan vidL: 1,
men sjelfva saken synes vid min plan svar att hjelpa.

6. Hir har jag visat, att #'G alltid faller inom A DFH, hvilket
tyckes mig tillrackligt.

8. Orsaken till det klandrade forfarandet ar, att Eukl. i allménhet
pligar gora konstruktionen forst och sedan lata beviset utan afbrott
folja.

9. Gerna medges, att orden: <hvartill kommer . . . .. omgjligt «
bevisa foga och saledes iro ofverflidiga; men jag trodde mig bora taga
nagot ur III: 13.

10. Det bevis, rec. saknar, hade litt kunnat lemnas, men torde
ock vid betraktande af nigra propp. i I och III kunna umbiras. For
ofrigt var min afsigt med denna solution endast att visa, det en &,
likvinklig med en gifven, kunde inskrifvas, utan att en tangent behofde
dragas.

11. Jag har ingen smak for indirekta bevis, utan anser fastmera,
att sidana bora undvikas, der det liter sig gora. I de citerade fallen
skulle jag saledes hafva foreslagit direkta, om jag kommit att tinka
derpa, men det &r vanligen svart att hitta nigot nytt sitt, da man blif-
vit vdl invand vid ett annat. Annars hade nog den littare upplosningen
pa IV: 10 tidigare blifvit funnen. For min del fann jag den d. 3 April
1867, under det jag arbetade med den nya upplagan och just pa den
vig, som ses i ex. 2 sid. 93.

12, Det hir af rec. rekommenderade sittet for problemets losning

——— &

e
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var mig visst icke obekant, isynnerhet som ett specielt fall deraf vid
skrifning for afging v. t. 1867 framstildes (i hr lektor Hultmans sam-
ling pag. 31 n:o 68). Jag begagnade det icke, emedan problemets upp-
lssning der pa stillet for mig ej var hufvudsak, utan emedan jag ville
pa ett enkelt exempel visa anvindningen af III: 86 A. Att solutionen
da kunde ske pa ett annat, till och med enklare sitt, var i min tanke
ingen oligenhet.
C. F. Li¥pman,

- 2. Afhandling om relationen emellan kordan fér en cir- |
kelbage och kordan foér en part af densamma af Cur.
Norsrre, civilingenitr. Forsta hiftet. Stockholm 1867. Pris
2: 50. 110 sidor 8:o. '

Ifrén aldsta tider nistan lika langt tillbaka, som man kan' folja
geometriens studium, &nda till nirvarande tid, torde knappast nagot
geometriskt problem varit foremal for en sadan mingd forsok af losnin-
gar som det att dela en gifven vinkel i tre lika stora delar. Problemet
lostes redan af de gamle med tillhjelp af vissa kroklinier, sedan de miss-
lyckats att gora det med endast cirkeln och rita linien*. I nyare ti-
der, sedan analysen blifvit upptickt, fann man snart att den elementira
losningen medelst riita linien och cirkeln var oméjlig. Problemet leder
nimnligen- till losning af en kubisk eqvation. Denna omdjlighet kan
emellertid ej den fatta, som ej studerat analysen. Hvarfore kan man ej
med rita linien och cirkeln dela en vinkel i tre lika stora delar, nir
man kan dela honom i 2, 4, 8,... lika stora delar? Detta gor att pro-
blemets geometriska ldsning pé elementéir vig med synmerlig ifver for-
sokes af en mingd dilettanter i geometrien, s mycket mer, som manga
fatt for sig, att ett stort pris ir utsatt for den, som kan lemna en los-
ning af detsamma. Jag kiinner en fistningsfinge, som trott sig skola
f3 nad hos konungen pa grund af en sidan losning; jag vet en yngling,
som offrat en ansenlig tid och nattvak pa forsok med losningen af detta
problem i akt och mening att derigenom bereda sig och sina obemed-
lade forildrar och syskon en framtid af guld och grona skogar. Jag vill
ej tala om alla de ynglingar vid vara liroverk, hvilka ar efter &r profva
sina krafter pa detta otacksamma problem.

Ofvanstéende afhandling sysselsitter sig med det vida allminnare
problemet att dela en gifven vinkel i huru manga lika stora delar som

* Nikomedes begagnade dertill konkoiden, Diokles cissoiden, Dinostra-
tus qvadratricen o. s. v.
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helst, i det den framstiller en eqvation, som visar sambandet mellan
kordan for en godtycklig cirkelbage ABC och kordan for en part BC af
densamma. Vi skola soka att lemna en redogorelse for forfattarens sith
att ga till viga hirvid.

Tag till enhet radien i den eirkel, hvaraf bigen ABC utgdr en del.
Satt kordan AC —= b, kordan BC ==a och kordan 4B =c¢. Drag dia-
metern 80D samt kordorna AD och CD. Pi grund af den satsen om
en i en cirkel inskrifven fyrhorning, att rektangeln af diagonalerna ar
lika med summan af rektanglarna af de motstiende sidorna, erhaller

man
20 =a 42+ e fh—g + oo (D)

’

Géores hiar « = ¢, finner man

b=Cfdoc® v vvnine e (2),

hvilken eqvation visar sammanhanget mellan kordan for en bage och
kordan ¢ for en hilften si stor bage. Gor man i (1) ¢ = cn/4 —c?,

d. v. s. man I3ter [se (2)] bagen for « vara dubbelt s& stor som bigen
for ¢, kommer man till den enkla eqvationen

=3e¢+b=0........... 3),

hvilken eqvation loser problemet trisectio anguli. Later man i (1) ba-
gen for o vara 8 ganger s& stor som bagen for ¢, d. v.s. gor man enl.
(8) @ = 3¢ —¢?, erhaller man sasom eqvation for sambandet mellan

kordan for en bage och kordan for dess fjerdedel fsljande relation:
(c*~2¢) /4 —¢2=—-b..... B €)%

Genom analogt forfarande finner man sasom eqvationer for samban-
den mellan kordan for en bage och kordan for dess femte-, sjette-,
sjunde-, attonde-del relationerna :

" —Be*+Bc—b=0 ..... N )1
(*—4c*+3c)/d—¢c2=b .. ... .......(6),
=T+ 142 —Te+b =0 ... ... ... (D),
(¢"—6e°+10c*—4de)/a—¢t=—b .. .... (8).

Fortsitter man dessa eqvationer, skall man vid en blick pa dem
genom induktion finna, att eqationerna (1), (8), (5), (7),..., hvilka
gilla for en bages delning i ett jemnt antal lika stora delar utgéra spe-
cialfall af eqvationen
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[:cn—-—-l__ g" "'2)‘ n—3* (11 3>2 n—>5 &_4693071—7 +.
n— n— n—
DA
(-1) 5 * 1 n_,
i 4

5 _ it
(=1* (“2")&_1 ,
, .c]x/4—62=—(—1)7.b2*,
samt att eqvationerna (2), (4), (6), (8),..., hvilka gilla for en bages

delning i ett udda antal lika stora, delar, utgdra specialfall af eqva-
tionen

+

5}>2 "—'4 —n. @_;_—:4‘_)3

n—_ n—6

n—3 )
7 (g s
Ll
3
n—1 n—1 5+l
F (=178 .n.(f—‘)—)w.;c - (-1
5

Hojas dessa bida eqvationer i gvadrat, sammanfalla de till foljande
eqvation:

e — nc"—2% + n. e84,

+

2n—4
27;02"—2 +2n (2n = 3), n—4 _ 9y (2n — 4), on—6 4 ...
an — n—6

+ (_ 1)"-—-1 2n . Ny—1.C+ (__ l)nbtl — O_,

- hvilken eqvation utvisar sambandet mellan kordan b for en bage och

kordan ¢ for dess pfe part. Vi se att mot hvarje rot ¢ finmes en rot
== —c. Dessa eqvationers allmiingiltighet bevisar forf. genom att ga
fran » till = + 1.

Aterstar att se, om man pa forhand kan finna, att denna eqvation
méste i afseende pa ¢ vara af pe eller 2pf¢ graden.

* I denna och de bada foljande eqvationerna mena vi med uttryck af
formen n, binomialkoefficienter, s& att
n(R—1)(n—2)...(n—k+1)
fy == _ o,
1.2 .3...... k
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Emedan hvarje korda b &r korda ej allenast for den deremot sva-
rande mindre bigen £, utan &fven for den storre bagen 27 — g samt
for dessa bagar tkade eller minskade med ett godtyckligt antal cirkel-

periferier, sa foljer, att kordorna c skola tillhora ej allenast bagen _f_

g+ 2w 2t — g8 + 2w
n

och "

hvilket som helst af talen 0, 1, 2, 8... i oindlighet. Vid forsta pa-
seendet skulle det tyckas, som om man pa detta sittet skulle fa odnd-
ligt ménga kordor, emedan antalet bagar ir oiindligt stort. Men man
finner snart att antalet bor vara inskriinkt, emedan alla bdgar som hafva
samma begynnelse- oeh slutpunkter hafva samma kordor. Nu #r tydligt
9 — g + 2knw
——t=

utan #fven bagarna , der k betyder

att den senare baggruppen kan shttas under formen

_BFm ocl'l saledes sammanfaller med den forra biggruppen med
n

ombytt tecken. Denna grupp gifver saledes inga nya kordor. Vidare
inses, att, om k>n i den &terstiende biggruppen, man kan sitta

k=rm+s, der s<n Bagarne g & 2k kunna derigenom skrifvas
n

bt + 2rw. Hiraf synes, att inga nya virden pi % erhallas for
n

ks seller ~n—1. Krs>_z-, kan man sitta s = n — s, der

257 25, o .
8 < —;'-; man far d ~— =27 T " och siledes bAggruppen in-
n n

skrankt till ﬁjnisg_f , der s; < _Z. Litt inses, att antalet olika kor-
dor hir iro n. '

‘Sattes i den allminna eqvationen b =0 och eqvationen derefter di-
videras med ¢, betyder den minsta c-roten, sidan i en regulier mang-
horning. Forf. redogtr for de i Euklides' fjerde bok forekommande
manghorningar samt dessutom for 17-horningen, hvilkens eqvation af
16:de graden han fullstindigt loser. Han har hirigenom bevisat mdj-
ligheten att med endast réita linien och cirkeln inskrifva en sidan i en
cirkel. Forf. lofvar att i ett senare hiifte lemna en sirskild teori for
reguliera manghomingar. Sannolikt kommer han der att lemna ett ele-
mentirt bevis for den af Gauss forst uppstslda satsen, att det ej dr
mdjligt att 1 en cirkel inskrifva andra reguliera ménghorningar #n dem,

hvilkas sidoantal kan representeras med ett primtal af formen 2 )+ 1.
Forf. skall ha tack for sitt oegennyttiga bidrag till en populir fram-
stillning i liran om en bages delning. Han skall genom denna sin af-
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handling utan tvifvel hija det matematiska vetandet hos sitt fidernes-
lands ungdom. Mot afhandlingen skulle vi vilja anmirka, ifall det vore
tillatet i afseende pd en gifva, att stilen &r langtrddig, vidtsvifvande,
att hufvudsak och bisak e€j skarpt skiljas. Vi séiga detta endast for att
forf. ma gbra gafvan af sitt utlofvade andra hifte i dubbelt hinseende
vilkommen. '

F. W. HorrMax.

3. Elementerna af Algebraiska Analysen och Differen-
tialkalkylen i korthet framstalda af C. F. E. Bobruineg,
lektor i Halmstad. Forra delen: reella qvantiteter. Forra
hiftet, pris 2,25. Senare hiiftet, pris 2,25.

Detta arbete #r en i ménga afseenden intressant och i sitt slag ny
foreteelse inom den svenska matem. litteraturen, hvarpa vi nu fasta vira
lisares uppmirksamhet. Vi torde framdeles blifva i tillfalle att egna
detsamma en nirmare granskning.

Profskrifning for maturitetsexamen v. t. 1868.
Af en elev frin Westerds hogre elem.-liroverk.

25. Huvilket tal satisfierar equationen

z+2
a*tl = a®. /B3GE+D ?

Som pa var stdandpunkt potenser * af negativa och imaginira qvan-
titeter dro fraimmande, forutsitta vi i det foljande, att a &r en positiv
gvantitet.

Den framstélda eqvationen kan transformeras till

8(z+3)

a.‘z‘+1 = a2. a z+2

samt derefter till

3z +3)
@+l = o> Tare s

pa grund af hvilken sistnimnda likhet man erhiller eqvationen
3z +3)

z+1 =2+ ")

* ¢l(andra dn digniteter, forstas)“, lararens rittelse.
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Denna eqvation gifver vid 6pplosningen
z =1+ /12;
men di det begires att fA veta det tal, som satisfierar den framstilda

eqvationen, kan endast det ofre virdet hir komma i fraga.
Nu &ar (se log.tab. sid. 372)

12 = 3464101....,
z = 4,464101....

saledes

24, Pd en vagn dr hvardera framhjulets omkrets 5.5 fot och hrardera
bakljulets omkrets 6,75 fot. Om nu under en resa framhjulet gjort 3000 om-
lopp mera &n bakhjulet, sd fragas: huru stor & den vig, som blifvit till-
ryggalagd ?

Om vigens lingd, uttryckt i fot, betecknas med =, s& angifver tyd-

w o . o
ligen gvoten Bs’ hurt ménga hvarf, framhjulet gjort pa den ifraga-
b}

&
varande vigen, och gvoten 6—745 huru manga hvarf bakhjulet gjort pa
samma Vig. ’

P3 grund af uppgiften erhdller man derfore eqvationen
z z
= = —— + 3000,
55 6,75
hvilken upplost gifver
' z = 89100 fot*.

* Pa samma gang det dr oss ett nije att -erkinna det utmirkta sitt,
hvarpd forf. 10st och redigerat detta och 6friga problem, kunna vi dock €]
underlata den anmirkning, att i ett prof vi onskade se ett problem sidant
som detta mera uttbmmande behandladt, dfven med risk, att man derige-
nom skulle medhinna ett eller annat problem mindre. For att gova klart,
hvad vi mena, skola vi sjelfva upptaga detta problem till behandling.

Uppgiften angifver ett samband mellan

1) en vaglingd, som tillryggaligges af tvenne par hjul;
2) det antal omlopp, som hjulen géra pa denna viglingd; och
3) hjulens omkretsar.
Eqvationen kan foljaktligen angifva tvenne olika uttryck pd
1) viaglangden, eller pa :
2) antalet hjulomlopp hos nagotdera hjulparet, eller pd
3) hjulens omkretsar.
Emedan inga andra storheter forekomma i uppgiften, kan ej gerna
nagon fjerde mojlighet komma i fraga. . .
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27. I en triangel dro vinklarne vid basen 7&° 10" 4" och 540 3" 16",
Triangelns hijd ér 15 fot. Huru stora éro sidorna?

Lat ABC forestalla den ifragavarande triangeln och 18t A B vara
= 78°10"4” och A C = 54°3’16” samt hojden AD vara betecknad

{

Om vigens lingd betecknas med x fot, antalet hjulomlopp hos fram-
hjulet med y och dess omkrets med p fot, s& eger mellan dessa tre stor-

heter féljande samband rum:
x = yp,

alldenstund viglingden 2 liksom uppmites med y stycken matt, ‘lwarje
matt p fot langt. Af denna eqvation foljer, att

x 3
(@ «ovviv o g/:-;)— och :-;..........(ﬂ),
hvilka bada eqvationer utan svirighet direkt kunna fattas.

Uppstiillning 1.

Eqvationen skall angifva tvenne olika uttryck pé viglangden. Upp-
miter man viglingden med frambjulets omkrets, blir uttrycket pa den ==
¥ - 5,55 uppmiter man den deremot med bakhjulets, blir uttrycket pa den
= (y — 3000).6.75. Dessa bada uttryck skola vara lika. Man har alltsd

¥.55 = (y—3000).6.75,
. hvilken eqvation 1ost gifver
¥ =% 16200 omlopp.
Bakhjulet har saledes gjort 13200 owmlopp. Hela viigen ar
16200. 5,5 = 13200. 6,75 = 89100 fot.

Uppstéillning 2,
Eqvationen skall angifva tevnne olika uttryck pi antalet omlopp hos
t. ex. framhjulet. Se forfis 16sning.

Uppstillning 3.

Eqvationen skall angifva tvenne olika uttryck pa framhjulets omkrets.
Euligt eqvationen (#) har man omkretsen = —; men enligt uppgiften .
Y

ir den 5,5 fot. Eqvationen blir siledes
z = 5,5.
Pa samma sitt erballa vi for bakhjulet
z
y — 3u00
Ur dessa tva eqvationer finna vi samma viirden pd z och y som forat.

F. W. Hurrm™AN,

= 6,75 .
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med 4 Om nu sidan BC betecknas med x, AC med y och 45 med =.
sa erhillas latt eqvationerna:

h=ySinC,

h =28in B,
hvilka gifva : \
h 15
Y= S~ SmaesiE - (o8,
och
k- 15

§n B = Sm780 10 & = 15,32563... fot.

Den tredje sidan = kan finnas enligt Sinusteoremet, saledes ur eqv.:
s = L Sina
" SinBSinC’
Nu fas, alldenstund A 4 #r supplementvinkel till B + C, utan

svarighet
z = 14,01884.. . fot.

29, Med huru stort belopp skall ett kapital, som blifvit ldnadt mot 6
proc. rénta, drligen amorteras, for att vara fullt inbetaldt efter 20 dr?

Lat kapitalet vara betecknadt med % och 13t den arliga amorte-
ringen utgdra z proc. derutaf. Om nu % k tills vidare tecknas ==y,

83 kan skuldens storlek efter de sirskilda inbetalningarna inhemtas af
foljande tableau:

1) k.1,06 -y
2) k.¢*—yg—y (om q = 1,06)
3) kg*-yi'—ya—y

20) kog®—y.q® - ... —yqg —y.
Som efter de 20 arens forlopp skulden skulle vara till fullo betald,
erhalles eqv.: ,
kg —yq® —...—yqg—y = 0.
Nu kan (se Algebr., sen. del.) det forra membrum i denna eqvation
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' 20 __
transformeras till: ¢ — Y. Lll , till foljd hvaraf forenimnda

eqv. kan bringas till formen:
qzu -1

— = kq?

7=

y

,

x
och vidare, eftersom y ir — To5 - ko till

I il SR
100 ¢g—1 ~ 7
hvilken gifver
C100(g - 1)g® _ 6.¢° 6
(a) T = 920_1'”_920_1_1_(1——20'

Nu #r g~ < 1 och kan saledes tecknas = Sin%¢ (nimnligen ¢
en bige i L:a qvadr.), genom hvars inférande i formeln («) man erhaller
_ 6
~ Cos’g ° ‘
Ur eqv.: Sin?¢@ = ¢~ 35 na ¢ = 30° 56" 41,5"; och sil
x = 8,71845...9,.
Da ar ocksa
y = 0,0871845 ... k.
Nagot noggrannare svar kan icke pi den framstilda frigan lemnas *.
(Forts.)

Nya bocker.

Nordlend, K. P. Riknesfningsexempel for-skolor uppstilda med afse-
ende pa den heuristiska metodens anvindande, 2 hiften. (Hela tal
och brak). Stockholm. 80 ore.

Ljungzell, N. G. Riknetabeller. Stockh. 1865.

Hansen, C. Billed regnebog for smaabern. 2:en udg. Kjob. 1868. 8 sk.

Bokkenheuser, C. H. F. Regnebog for begyndere. Kjob. 24 sk.

——— TVacitliste till regnebog for begyndere. 10 sk. :

Hemmel, L. L. Ledetrad ved undervisningen i brekregning. 2:en udg.
28 sk.

* Ordet “lemnas® #r af ldraren rattadt till: finnas medelst de for oss
tillgingliga tabellerna,
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Sehon, L. Sjustilliga vanliga logaritmer for alla hela tal fran 1 till
10800. Stockh. (utan trigon. tabell) 1,90;
med trigon. tabell och med interpolationstabell 4,90.

Mundt, C. E. Lerebog i den elementere stereometri tillige med den
spheriske trigonometri, 8:e udg. Kjebenh. 80 sk.

Bergius, A, T. Sur quelques fonctions alternes. Afhandl. i pro-
grammet frin nya elementarskolan 1868.

Smitt, J.’D. Nigra satser ur vibrationsteorien. Afh. i progr. fran
‘Westerviks liroverk 1868.

Guldberg, C. M. Bidrag til Legemernas molekylartheori, aftryck ur

- Vidensk. Selsk. forh. for 1867. Christiania.

——— Kortfattet framstilling af den mekaniske varmetheori, Chri-
stiania 1868. :

Ulle, 0. Hvarfor och derfor. Frigor och svar ur natwlirans vigtiga-
ste omraden.  Ofversatt och bearbetad af Fernlundh. Sthlm. 1,25.

Tychsen, C. Mekanikens grundsetninger efter Delaunay. 9:de og 10:de
heft. & 40 sk. Kjebenh.

——— Tidsskrift for mathematik. 2 rdr (4,20 svenskt).

Thomsen, J. et A. Tidsskrift for physik og chemi. 3 rdr.

Bicker, utgifna 1867—1868.

Aritmetik och Algebra.
(Forts. fr. sid. 100).
y) I Danmark.

Skjoldager, N. H. Praktisk regnebog for almueskolernes yngste
klasse. Fjerde udgave. 56 sid. i 8. Jorgensen. 16 sk.

Griinfeld, H. P. H. Theoretisk-praktisk regnebog. Andet cursus,
for borger-, real- og latinskoler. 118 sider i 8. Tryde. 48 sk.

~——— Theoretisk-praktisk regnebog. 38:e udg. 32 sk., Resultater. 8
sk. Tryde. Kjsbenh.

Hansen, C. Hoved- og tavleregningsopgaver (3:die deel) til anven-
delsen af brokregning ved delingsregning, procentregning o. s. v,
4:de udgave. 100 sid. 8:0. Schubothe. Inb. 32 sk.

4
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Westrup, A. Regnekunstneren eller den nye hovedndgle. 416 sid. i
12. Inb. 76 sk.

. 8) I Frankrike.

Pichot, Kléments d’arithmétique (année préparatoire et l:me année)
1 vol.

Jeanne, E. Cours d'arithmétique commerciale (2:me année) 1 vol. 3 fr.

Courcelle-Seneuil, Cours de comptabilité (1—4 années) 4 vol. & 1
fr. 50 ¢.

André. Legons d'arithmétique. Année préparat. In 12. Delagrave.
1 fr.

Roguet. Traité darithmétique. In 8 Masson et fils. 3 fr.

Amey. Cours d'arithm. et de calcul litteral. In 8. Grassart. 5 fr.

Garcet. Traité d'arithmétique. In 8. Delagrave. 4 fr.

Laurent. Traité d'algebre. In 8. Gauthier-Villars. 7 fr. 50 cent.

&) I Tyskland. )

Aschenborn. Lehrbuch d. Arithm. m. Einschluss d. Algebra. Berlin,
v. Decker. 2 Th.

Kameke. Der Schnellrechner. Bexlin. 6 Liefer. & 1 Th. Berlin. Grieben.

Lubsen. Ausfihrliches Lehrbuck der Arithmetik u. Algebra. Leipzig.
Brandstetter. 1% Th.

Msllman. Vorschule der Arithmetik. Rostock. Stiller. ; Th.

Ruland. Ausfihrl. Aufissung der Aufgaben in Heis’ Sammlung. Auf-
gaben. In 8. Bonn. Cohen. 17 Th.

Sass. Buchstabenrechnung, nebst e. Anhang enth. die Logarithmen d.
Zahlen 1—10000. Altona. Schliiter. 1 Th. 4} Gr.

Elementir Geometri
«) I Sverige.
Lagerhamn, C. M. Geometri forenid med linearteckning for folksko-
leldrareseminarier och folkskolor. 7:e uppl. (Haggstrom). 90 ore.
Westrom, C. A. Lirobok i geometri, omfattande de 6 forsta bockerna
i Euklides. 79 sidor (Bonnier). 75 ore.
Siljestrom, P. A. Larobok i geometrien till folkskolornas tjenst ut-
arbetad. 50 &re.

Danielson, Adolf. Lirobok i praktisk geometri, med talrika 6fnings-
exempel. Till folkskolornas tjenst. 75 ore. Orebro. (Lindh).
Cronhjelm, P. E. Elementerna af arithmetiken och planimetrien.
Sjette uppl. omarbetad af Sylvan. Christianstad 1867, (Littorin).

IL.- Planimetri. 1 rdr. 115 sid,
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Norberg, Chr. Afhandling om relationen emellan kordan for en cir-
kelbage och kordan for en part af densamma. Forsta hiftet. Sthlm
1867. 2,50.

Lindman, C. F. Euclides’ fy’ra forsta bocker med smirre forindringar
och tilligg. (Heggstrom). 1,50.

Backman. Tillimpad geometri med talrika fningsexempel. 2 uppl.
‘Stockh. Heggstrom. 1,25,

8) I Norge,

Saxild, V. Geometri for begyndere. Indeholdende plan geometri, plan
trigonometri och stereometri. Dydevad. Inb. 60 sk.

y) I Danmark.

Mundt, C. E. Lzrebog i den elementere plan geometri tillige med
den plane trigonometri. Syv. Udg. 190 sid. i 8:0. Gydendal. Inb.
1 rdr 82 sk. ;

Petersen, J. Geometriske opgaver til skolebrug. 52 sid. i 8.

Steen, A. Elementar stereometri. 152 sid. i 8. Reitzel. Inb. 1 rdr
16 sk.

Simesen, R. J. Grundtrfek af rumforholdenes naturlere eller geome-
trien, trigonometrien och stereometrien genetisk fremstilled. (Wol-

. dike). 1 rdr 64 sk.

‘ (Forts.)

Insiinda uppsatser,

Sats ur allménna eqvationsliran af M. F. Hallstrom.
Losning af sats 57 (I) af G. Mittag: Leffler.

Satser af T. B. Johansson. )

Losning af sats 13 (III) af P. W. Almgvist.

Om brakexponenter af d:o.

Satser -af C. O. Boije af Gennis.

Satser af A. E. Hellgren.

Sats med losning af S—g.

Satser af Otto Witt.

Satser af G. H. Lindqvist.

Losning af satser 1—6 (II) af Cavallin.

Losting af sats 56 (I) af E. M. Frykberg.

Losning af satser 1 (ofullstindig), 42, 45—47 samt 49 och 50 (I) af Erik.
Losning af satser 53, 55, 57 och 58 (I) af Knut Wicksell.
Satser - af J. R. Akerlund, :
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AFDELNING L

Om bicellens byggnad.
Af F. W. HULTMAN.

Bina é&lska vdrme och solljus. Derfore stilles vanli-
gen bikupan sa, att det s. k. flustret eller ingangen till
kupan vetter mot sdder. Vi tdnka oss kupan i detta lige,
da vi nu gora ett bessk i den samma. Strax innanfor flu-
stret patriffa vi en mingd lodrita, sins emellan parallela,
viggar (honungs- eller vaxkakor), hvilka stricka sig fran
kupans tak till dess botten i rigtning fran séder till norr,
sd att bina genast efter intrédet litt kunna forflytta sig
mellan hvilka kakor som helst. For att underhjelpa kom-
munikationen dro dessutom kakorna ofta afbrutna eller for-
sedda med oppningar. Mellanrummet mellan tvenne kakor
ir ej storre &n att tvenne bin utan svarighet kunna i detta
gd bredvid hvarandra. Sjelfva viggarne eller kakorna
hafva en tjocklek af ungetir 8,6 linier. Hvarje kaka ar
medelst en lodrdt bucklig mellanvigg delad i 2 lager,
hvartdera af 4,3 liniers tjocklek. Begge lagren dro sam-
mansatta af en mingd vagrita, vinkelriitt mot mellanviig-
gen liggande, 6-kantiga prismatiska celler, hvilka saledes
stricka sig emellan Oster och vester, De dro bestdmda
dels till boningsrum foér binas larver, dels till férvarings-
rum for deras foda, honungen. Cellens lingd &r lika med
lagrets tjocklek eller 4,3 lin., dess bredd &r 1,7 lin. Hvarje

13
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cell &r ihalig och forsedd med ett plant lock i form af en
regulier sexhdrning, pa sin fria sida, ifall den innehal-
ler en larv eller honung, men utan betéickning, om den &r
tom. P& den sidan deremot, som vetter at den buckliga
mellanviggen, 4r cellen tickt med ett lock i form af en
tresidig pyramid. Denne pyramid star pa den liksidiga
triangel, som erhalles genom att sammanbinda hvarannat
af de 6 horn i den sexhorning, som skulle begrinsa cellen
intill mellanviggen. Pyramidens tre sidoplan #ro sedan
forlingda, tills de tréiffa de 6 sidoplanen af den prismati-
ska cellen, och blifva derigenom romber dubbelt sa stora
som trianglarne.

Cellen kommer salunda att begrinsas af en plan re-
gulier sexhdrning, af 6 sidoplan i form af paralleltrapezier
samt af tre romber. Som vi se, kommer salunda cell-
lagret utefter mellanviggen att bilda en yta, bestiende af
en mingd pyramidspetsar, mellan hvilka ligga pyramid-
formiga gropar. Dessa gropar fyllas jemnt af pyramid-
spetsarne hos honingskakans lager pa andra sidan om mel-
lanviggen. Nagon annan egentlig mellanvigg #n de romb-
iskt pyramidaliska locken hos cellerna finnes dock ej. Ut-
seendet af mellanviggens yta fattas for ofrigt bast af vid-
fogade figur (fig. 33 &). Cellen i sin helhet synes i fig. 33 §.

Efter att hafva redogjort for cellens utseende, vilja vi
soka utreda den férnuftiga grunden till cellens egendomliga
form.

Hvad forst den egenskapen betriffar, att basen till
den prismatiska cellen utgores af en regulier sexhorning,
derpa har enligt Maraldi* redan Pappus** lemnat svar.

* Astronomen Giacomo Filippo Maraldi foddes 1665 i Nizza och
dog 1729 i Paris. Han har i Histoire de I'académie royale des sciences
pour 1712. Paris 1714, skrifvit en ubmirkt intressant naturhistorisk af-
handling: <Observations sur les abeilles€. Han redogtr der bland an-
nat for de noggranna m#tningar han gjort ofver vinklarnes storlek i de
romber, hvarom vi nyss talat. S& har han funnit den trubbiga vinkeln
1092 28" och den spetsiga 70°32'.

#* Den utmirkte matematikern Pappus fran Alexandria lefde ar
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Vore cellerna cylinderformiga och ej prismatiska, skulle
de ej kunna passas intill hvarandra, utan att en mingd
onyttiga mellanrum skulle uppstd. For att hindra siddana
att uppkomma . bora cellerna vara prismer, hvilkas baser
dro reguliera ritliniga figurer sd beskaffade, att, di de
stdllas intill hvarandra med sina vinklar omkring en punkt
i ett plan, hela planet omkring denna punkt blifver be-
tdckt. Af s& beskaffade manghorningar hafva vi endast

tre, den liksidiga triangeln (der hvarje vinkel &r 1 af 4

rita), qvadraten (der hvarje vinkel &r + af 4 rita) och
sexhorningen (der hvarje vinkel &r i af 4 rita). Men af
dessa #dr sexhdrningen den, som har minsta omkrets, da
ytan 4r den samma. Bestimma vi nimnligen ytans stor-

lek till a* ytenheter, blir.hos den liksidiga triangeln
omkretsen = 2«%. a = 4,559 . ¢ lingdenheter,

hos qvadraten ... =4a........... »

och hos sexhorningen = 2+/2,/3.4a = 3,722. a »

Det behofves saledes mindre byggnadsimne till sexkan-
tiga dn till tre- eller fyrkantiga celler.

Vi vilja vidare tillse, huru locket pa en sadan cell
skall byggas med storsta hushallning.

Ténkom oss till en borjan cellen fullkomligt prisma~-
tisk med platt lock. L&t den reguliera sexhdrningen vid
locket vara ABCDEF* och vid basen ABCDE'F'. Lat
O vara’ medelpunkten i den forra och O’ i den senare. Drag
ut axeln OO ett godtyckligt stycke OQ (= #). Samman-
bind O med 4, F och E samt drag A%. Emedan 4F =

400 e. Xr. Hans matematiska arbeten i 8 bicker, hvaraf olyckligtvis
de tva forsta aro forkomna, utgora ett ytterst virdefullt arbete for ma-
tematikens historia. De #ro ofversatta och kommenterade af den lirde
geometern Commandinus, som lefde 1509—1575, och utgafvos efter
dennes dod under titeln: Pappi Alexandrini Mathematicee Collectiones
a F. Commandino in latinum convers® et commentariis illustrate. Pi-
sauri 1588.
* Figur upprite lisaren sjelf!
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FE = EO = OA (AF och FE #ro sidor i den reguliera
sexhorningen, KO och OA &ro radier i den kring sexhor-
ningen omskrifna cirkeln), s& &r AOEF en romb, och sa-
ledes maste dess diagonaler AE och OF skira hvarandra
vinkelrdtt midt itu i nigon punkt S. Afskér vidare af FF"
ett stycke FR = 0Q. Alldenstund vidare OQ # FR,
miste FQ # OR. Figuren FQOR #4r saledes en paral-
lelogram, hvarfére dess diagonaler QR och OF maste
skdra hvarandra midt i tu i en punkt. Men S &r midt-
punkten af OF. Punkten S méaste siledes ocksa vara midt-
punkt af QR. Linierna A, OF och QR skira hvarandra
alltsa i en och samma punkt. Drag nu linierna Q4, AR,
RE, EQ. Emedan i den plana fyrhorningen QARE dia-
gonalerna skira hvarandra midt. i tu, & han en parallelo-
gram, och emedan AR = RE sésom baser i de kongru-
enta trianglarne AFR och RFE, sa ir fyrhorningen AQER
en romb. Later man nu den pyramid, som till bas har
triangeln AEF och till spets punkten R vrida sig till li-
nien AE, tills punkten F faller in pa O, maste FR falla
in pa OQ, punkten R p& punkten Q, och siledes hela py-
ramiden 4AEFR falla in pa pyramiden med AEOQ till bas
och Q till spets. Afskir man pa samma sitt af DD’ ett
stycke D7 = 0@, och af BB’ ett stycke BW = 0Q, samt
gor samma konstruktion, erhalla vi en med det ursprung-
liga prismat lika stor solid figur, begrinsad af en plan
sexhorning, 6 paralleltrapezier och tre romber. Som vi se,
dr volymen konstant for olika lingder af OQ eller FR.

Hiar dr ock stdllet att anmérka, att spetsen af en py-
ramid i det ena lagret celler passar fullkomligt in i mot-
svarande fordjupning hos det andra lagret celler. I fig. &
synes ndmnligen, att solida vinkeln M/ &r kongruent med
solida vinkeln &V, alldenstund alla 3 planvinklarne, som
bestimma vinkeln A7, och alla 3 planvinklarne, som be-
stimma solida vinkeln NV, dro (alla 6) sins emellan lika

stora.
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Aterstdr nu att bestimma - langden af 0Q(= FR = )
sa, att cellens yta blir ett minimum.
Lit sexhorningens sida AF vara = a,

prismats lingd eller hojd 44" = [;
da blir ytan af ett

paralleltrapezium t. ex. af AA'F'R = 41(232__.__{)’
af sexhorningen A'B'CDE'F =6. 5‘5-2;1_3 - 3;/3 Ca?,

af romben AQER = AE.SQ
Cellens hela yta blir alltsa:

— 2
3./ /2 + &,
an/ (@t
33 ., 6. 02—
2

$) a?
2v+3a~/§. w2+z__(1),

Denna yta dr tydligen ett minimum, da

+ 6

! il
2l — &+ 3(x2+—)
4
ir det. Genom att sitta detta uttryck = m och lésa den
sa uppkomna eqvationen i afseende pa x, finner man, att

ytan blir ett minimum for
' a
& = -4_ . '\/i M
d. v. s. att FIR skall goras lika stor med diagonalen i en
qvadrat, hvars sida dr fjerdedelen af sidan AF i-den re-
guliera sexhdrningen. Insittes detta virde pd « i (1), fin-
ner man minimiytan vara

6a(l+ V2 +—:/—?—)-a).
4
Hade cellen varit fullkomligt prismatisk med platt
lock, skulle ytan ha blifvit ,
( N3+ W3
6a{l + T . a) .
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Den senare ytan ofverskjuter den férra med

3a*(v/3 — 2) _ 04r7a?
2
eller med n#stan hilften af qvadraten pa sexhdrningens
sida.
De ofriga lingderna blifva:

ER:EQ:-\/au(““/i

QR=2.8Q=2.RS = 2\/—- (9_«_/3) izﬁ-a;den

mindre diagonalen i romben,

AE =2.8E = 2J(ER) — (SR)* = a~/3 = den storre dia-
gonalen i romben.

a = sidan i romben,

Vidare éar, markvardlgt nog, rombens hijd eller hoj-
den i A AEQ, dragen frain E eller 4, = sexhorningens
sida a. .

Genom trigonometri%k rikning finna vi vidare:

Tg A EQS = EQ“ V2 o A EQS = 54°44 och A AQE

= 109°28, alldeles ofverensstimmande med Maraldi’s mét~
ningar. Utan svarighet erhalla vi derjemnte lutningsvinkeln
mellan 2:ne romber = 60® = vinkeln i en liksidig triangel,
samt lutningen mellan en romb och nérliggande sidoplan i
den prismatiska cellen att vara = 120°. ‘
Enligt de ungefirliga* métningar, som vi hafva gjort
med passare och skala, hafva vi funnit
den mindre diagonalen i romben = 1,325 sv. dec. linier,
» storre. . ... = 1,875 » »
sidan @ i sexh¢rningen . ... . = 1,08 » »
halfva bredden af vaxkakan = = 4,287 » »

* Mitningarna #ro gjorda pa en honungskaka, 14 dagar efter sedan
den tagits ur kupan, och i den tryckande sommarvirme, som nu i Aug.
1868 rader.
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Bordknar man, med dessa virden pa diagonalerna,
rombens vinklar, skall man finna dem ej mycket skilja sig
fran de ofvan beriknade och af Maraldi uppmitta vink-
larne.

Vi se alltsa, att bina bygga med s& stor hushallning
som mbjligt, och att de salunda folja den stora naturla-
gen: alla verkningar i skapelsen ske med den minsta mijliga
omkostnad.

Hvem som forst funnit, att ytan af bicellen, da voly-
men &r konstant, utgdr ett minimum, vet jag icke. Pro-
blemet stdr upptaget bland maximiproblemen i Frenet’s
Recueil d’exercices du calcul differentiel. Dessutom finnes
det utforligt behandladt i Tychsens tidskrift for matematik,
drgangen 1865, under den ansprikslsa titeln: »Et lille
Regnestykke af en Biavler».

Ofvanstdende problem, som genom sitt innehall later
oss blicka in i skapelsens hemligheter, &r intressant #fven
derfore, att dess losning forutsitter sa ringa matemetiska
insigter, men tillika erbjuder en rik tillimpning pa flere
olika omraden inom de forsta elementen af matematiken.
Vi rekommendera det derfore till behandling vid vara ele-
mentarldroverk.

Sats af 16jtnant Jor. P. TORELL.

P& lvardera of twé hvarandra skirande réta linier dr
en punkt gifven; det begdres att upprita tvd cirklar, som tan-
gera dessa linier ¢ de gifna punkierna och hvarandra, samt
att linien genom medelpunkterna il de sokta cirklarne gdr
genom de gifna lniernas skdrningspunkt.

Lat SR och S7 (fig. 34) vara de gifna riita linierna och
A och B de bestimda punkterna.

Gor SL =SM = 3(SA+8B). Drag AE och LN
vinkelrdita mot SE samt BK och MN vinkelrita mot S7°
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Rita med N till medelpunkt en cirkel med radien =
1(SB—8A4)= AL = MB. Drag fran S tangenterna SP
och SQ till denna cirkel, som éfven tangerar AE och BK.
Om nu KO giores = KB, sa maste /K = KD och Ol =
BD = LN = AC, men HI = HC och saledes AH = HO.

Cirklar med K och H till medelpunkter samt resp.
BK och AH till radier uppfylla saledes de bestimda vil-
koren. i
' P4 samma siitt bevisas ifven, att cirklar med E och
G till medelpunkter samt resp. AE och BG till radier
uppfylla de bestimda vilkoren.

Satg af studerande S—a.

AB och BC éro tvd mot hvarandra vinkelrita linier;
A ér fast och B rdr sig ulefter en gifven it linie. Bestdm
geometriskt locus for C, da forhdallandet mellan AB och BC
dr konstant.

Lat ay vara den gifna rita linie utefter hvilken B ror
sig. Drag AD vinkelrit mot ay; bestim pa zy en punkt
E, sadan att AD ar till DE i det gifna forhallandet 4B
till BC. Forena AE och drag genom E en mot AE vin-
kelrdt linie. Denna linie &r locus for C.

Forena 4 och E med C.

A ADE ar likformig med A ABC; foljaktligen A AEB
= A ACB. Om derfére kring A ABE en cirkel omskrif-
ves, maste den #fven gi genom C. A ABC ir.di =
A AEC; A\ AEC siledes rdt. Alltsd ligger punkten C pid
den mot AE uti E vinkelrita linien, som saledes dr locus
for C.
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AFDELNING IL

Om Keglesnitsliniernes Krumningsradier.
Af V. SAXILD,
Adjunkt ved Kongsbergs Middel- og Realskole.

Med megen Forneielse lmste jeg som Subskribent paa
»Tidskrift for Matematik och Fysik» Afhandlingen om iso-
perimetriske Produkters Maxima. Den vakte ogsaa min
Lyst til at prove, om ikke Elementeralgebraen kunde gjore
nogen Indskrenkning i det Monopol, som Differentialkal-
kylen formentlig har paa at bestemme Krumningsradien.
- Skulde saadant lykkes, saa kunde man blandt andet kom-
me ganska let over den Vanskelighed, som man har, naar
man af den 2:den Keplerske Lov grundigt skal deducere
Tyngdeloven for Elever, som ikke kjende heiere Analyse.

Saavidt jeg ved, pleie de elementw®re Lereboger i ana-
lytisk Geometri ikke at beskjeftige sig med Keglesnitsli-
niernes Krumningsradier. Materien synes dog ikke at vere
‘uden praktisk Interesse; heller ikke synes den att ligge
ganske udenfor den element@re Mathematik, endskjont de
Methoder, hvarefter denne faar behandle den, vel altid
ville vere noget vidleftige.

Folgende elementmre Fremstilling stotter sig til Op-
fatningen af en Kurves Krumningscenter som det Punkt,
hvortil Sjeringspunktet for Normalerne till to Kurvepunk-
ter nermer sig, naar de to Kurvepunkter lobe sammen.

Parabolen. Xurvens Ligning i retvinklet Koordinat-
system er y®=2px. FEt Kurvepunkts Koordinater vere
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2, og y,, et andet Kurvepunkts Koordinater vere (#, + 42)
og (y, + dy), hvor dx betegner et Stykke af Abscisseaksen
og dy et Stykke af Ordinataksen. Man har nu

(v, + 4y)* = 2p(z, + da2)

0g
) .7/? = 2]7"”1 s
altsaa
o +dyy -y = 2pd=
eller '
W+ dy+y)y +dy—y,) = 2pde
eller ,
@y, +dy)dy = 2pdz,
folgelig
Ay 2p
dz ~ 2y, + dy’
Heraf faas
imdY - P
Az Yy

Ligningen for en Normal gjennem Punktet (#,, y,) er

1
Y—4% = — i‘-(m—xl),

og Ligningen for en Normal gjennem Punktet (2, + do,

Y + dy) er
+d
Y- (@ +dy) = — &p_?/[m-(w, +42)] .

Koordinaterne og y til disse to Normalers Skjerings-
punkt findes efter nogle Reduktioner at veare

&= +a, +p+dz,

dz

Yo Ay
_ _ % +dy) 4z
¥y === "
p Y

Skal dette Skjerningspunkt vere Krumnningscentret,

saa gaar man til Grendsen for aftagende Az og Ay, i

hvilket Fald man har

lim iy =P eller limél'—m = % .

dw g, dy
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Folgelig ere Krumningscentrets Koordinater

2
w:‘%’}—+x1+p
og .
S
4 P

Betegner nu r Krumningsradien, saa faas, naar denne
udtrykkes i Funktion af Abscissen,

~ 1 3
r = i\/(wx_x)z + (‘%_y)‘z =*p 2(2‘”1'*'19)2'

Anmaerkning. Bestemmes i Parabolens Ligning y? =
2px, Storrelserne x, og y, ved Hjep af Krumningscentrets
Koordinater, saa faar man Evolutens Ligning

, 8
Y= %(‘” -p).

Ellipsen. Kurvens Ligning i retvinklet Koordinatsy-
stem er a%® + b%2® = a’* Et Kurvepunkts Koordinater
vaere @, og y,, et andet Kurvepunkts Koordinater veare

(#, + 42) og (y, + 4y). Man har nu
a’(y, + Ay)* + b*(z, + dz)* = a*b?

0g
: 042‘7/,2 + a”wf = q%?,
altsaa .
a*[(y, + dy)’ —y’] = - b*[(2, + dz)® — 2]
eller

a*(y, ‘_*'dy'*'yx)(yx +dy-y,) = — b¥a, + dz+2,)(@, + Jz—2,)
eller '

. a’(2y, + dy)dy = — b*(2m, + dw)dz ,
folgelig

dy _ b¥2 +dz)
dz a2y, +4dy)’

Gaar man til Grendsen for aftagende dz og Ay, saa

faaes
Ay bz,
hn] ﬂ = - a2y1 .
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Ligningen for en Normal gjennem Punktet (z,, ¥,) er

a® _
Y-y = bTyi(“'—‘zt)w

wl
og Ligningen for en Normal gjennem Punktet (z, + dw,

Yo+ dy) er
_ Yl +dy),
Y=+ dy) = G (ot 42)].
Koordinaterne & og y til disse to Normalers Skjzrings-

punkt findes efter nogle Reduktioner at vere
b*—a® a(z +da)dy
. at oy dz—ady’

- b*—a . yx(.% +dy)4‘_‘”
=g y,dz —z, Ay~

z =

Disse Ligninger giver folgende Form:

g o 0 a@ de) B —a y(y +dy)
a® Az ? b* Ay’
Yidy = Yo ™ M gy

Skal dette Skjeringspunkt vere Krumningscentret, saa
gaar man til Grendsen for aftagcnde 4z og 4y, i hvilket
Fald man har

. . a®
lim=Z =~ 2t eller lim dy = Eég:_ .

Indswttes disse Veardier, og indferer man Storrelsen
¢* = a® - b*, saa faar man Krumningscentrets Koordinater

cﬁm3 ) c2y3

‘”:—a*f’ yz—"bd'

Betegner nu » Krumningsradien, saa faaes, naar denne
udtrykkes i Funktion af Abscissen,

b a2 .~
N R T i O

2
Anmerkning. Sewtter man for Kortheds Skyld % =B
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= @, saa faar Evoluteus Ligning folgende Form

(5 (2 -

Hyperbolen. Kurvens Ligning i retvinklet Koordinat-
system er a’y® — b%2* = a®b?, og man ser let, at man kan
bruge en Fremgangsmaade, som er analog med den under
Ellipsen anforte.

Q| %

Grunddragen af den geometriska kalkylen.

Af G. DILLNER.
(Forts. fr. sid. 179).

Tillimpning p& algebra.

42. Vi bhafva i § 39 antydt, huruledes den algebrai-
ska kalkylen dr att betrakta som ett enskildt fall af den
geometriska. Vi vilja nu ur denna synpunkt lemna en
ndrmare belysning oOfver betydelsen af de i Inled. (1)—(4)
framstilda multiplikationslagarne for algebraiska qvantite-
ter. Dessa lagar fa hir med stéd af (14) foljande form:

a . b, = (ab)o
a, . b, = (ab),
% b7r = (ab)n
2 bﬂ: - (ab)27x

Lio ett tal ¢ grundrigtningen (b,), multipliceradt med eit
tal a och hinfordt till en ny grundrigining, som bildar med
den gamla grundrigtningen vinkelen 0, ger till resultat ett tal
ab © den ursprungliga grundriginingen; .

2:0 et tal © grundrigtningen (b,), multipliceradt med ett
tal @ och hdnfords @l en ny grundrigtning, frin hvilken den
gamla grundriginingen bestinumes of vinkelen n, ger till re-
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sultat ett tal ab i den rigining, som dr motsatt den nya grund-
rigtningen; . ’

3:0 ett tal i den negativa grundrigtningen (b.), multipli-
ceradt med ett tal a och hinfordt till en ny grundrigining,
som bildar med den gamla grundrigtmingen vinkelen 0, ger
tell resultat ett tal ab i den megativa grundriginingen;

4:0 ett tal ¢ den negativa grundrigtningen (b;), multipli-
ceradt med ett tal a och hdnfordt tll en ny grundrigining,
fran hvilken den gamia grundrigtningen bestimmes of vinkelen
7, ger till resultat ett tal ab ¢ den nya grundrigtningen.

43. Det dr nu pa samma sitt mdjligt att i 6fverens-
stimmelse med denna tolkning och med stéd af (20) nar-
mare belysa betydelsen af den algebraiska multiplikations-
lagen for binomer och polynomer. Siledes, om &, k&, A
k, beteckna hela tal eller noll, erhalles :

(am +b) (G + d’faﬂ') =0 ey T bc(k. iy T Oyt bd(k, T

hvilken formel uttrycker, att summan (c, . +d, ), multipli-
cerad med modylen for summan (a,, +b, ) och reducerad
tdl ny grundrigtrning formedelst den senare swmmans argu-
ment, ger till resultat en summa, hvars termer bildas genom
att multiplicera hvarje term i den forra summan med hvarje
term ¢ den senare.

44. Vi hafva i § 39 antydt, huruledes den algebrai-
ska kalkylen #r att betrakta sdsom ett enskildt fall af den
geometriska. Hvad vi hos den algebraiska qvantiteten kal-
lat positiv och negativ sdtining (jfr Inled.) utgdr hos den
geometriska positiv och negativ grundrigining; aft reducera
tll ny, sittning sammanfaller saledes med a#t reducera til
ny ghundrigtning formedelst argument af formen kn (k = 0
eller ett helt tal). Likasom man enligt den Cartesianska
grundsatsen riknar med positiva och negativa tal sasom
betecknande lingder 1 motsatta rigtningar, sa att, da t. ex.
+ 3 betecknar en lingd i en rigtning (grundrigtningen), sa




e

211

betecknar — 3 samma ldngd i den motsatta rigtningen, li-
kasd kunna tal, tecknade med argumenten 0, 7, 27 etc.,
i en rdkning beteckna algebraiska qvantiteter af motsatta

sattningar, si att t. ex. 3,, 32” etc. kan beteckna en for-

dran, pd samma ging som 3_, 3; etc. betecknar en lika

stor skuld o. s. v., di nimnligen i begge fallen savil teck-
net + som argumentet k7w hufoudsakligen afser -att gifva
den talbetecknade qvantiteten en additiv eller subtrakiiv ka-
rakter. Den invéndningen, att den geometriska kalkylen,
sasom uteslutande grundad pa geometriska begrepp, icke
vore tillimplig pa qvantiteter in abstracto, bemotes med
den erinran, att geometriska talférhillanden stindigt till-
lampats pa qvantiteter, som blott haft det gemensamt med
de geometriska att kunna med tal unttryckas. Att t. ex.
dela en summa penningar, en virmemé#ngd, en vigt o.s. V.
efter »aurea sectio» (Eukl II: 11), forutsatt att det pa
konstruktion grundade geometriska forhallandet &r i tal
uttryckt, #r utan tvifvel en bide sund och rimlig tanke;
lika sundt och rimligt tinkt &r det ock att i en réknefor-
mel, hvilken ursprungligen giller for talbetecknade linier
af additiv eller subtraktiv natur (af formen a,_), infora

qvantiteter af hvad slag som helst, blott de kunna fattas
under positiv eller negativ talform. Vi vilja belysa detta
med ett exempel. Enligt den allménna multiplikationsla-
gen ha Vi (ae+bg)(ae + bg+n) = a5, +by5, ., hvilken for-
mel enligt § 38 kan geometriskt konstrueras.  For a = kmw
och § = km erhdlles (a,  +b, Y&, +b, ) =ag +b5 .,
hvilken formel maste vara sann for hvilka positiva och ne-

gativa tal som helst vi behaga infora i stéllet for a, och

b o och foljaktligen for lvilka quantiteter som helst, hvilka
kunna med positiva ellér negativa tal betecknas. Vi kunna
derfore uttala foljande for den algebraiska kalkylen syn-
nerligen vigtiga grundsats: det dr under alla omstindigheter
tll@et och fullt rigtigt att © en rdkneformel, hvars deduktion

dir vent geometrisk och hvars alla typer dro of formen a,_,
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infora hvilka quantiteter som helst, blott de kunna fattas wn-
der form af positiva eller negativa tal. Med stéd af denna
grundsats framsta de i foreg. §§ 42 & 43 framstilda alge-
braiska grundformler med full bevisningsstyrka, om hvars
delvisa franvaro pa rent algebraisk grund de konventio-
nella (!) riknelagarne och de #nda till vara dagar fortsatta
disputerna om de negativa qvantiteternas mer eller mindre
beriittigade plats inom vetenskapen nogsamt bira vittne;
in mer, den algebraiska kalkylen, sedd i sitt intima sam-
band med en &nnu generellare kalkyl, den geometriska,
hvarpd de imagindra symbolerna oupphérligt liksom peka,
framstar hirigenom i ett nytt ljus och med nya resurser
att hifva de oldgenheter, som #nnu vidldda honom. -

Tillimpning p& trigonemetri.

45. Genom att sida med sida multiplicera de tva lik-
heterna

1, = Cose + Sin e, och 1_, = Cose~ Sin .
~ erhalles

1=Cos?’e+ Sin®e ........ (25).

Detta multiplikations resultat kan ‘enligt § 38 kon-
strueras pa foljande sitt. Vi lita de tvd anférda likhe-
terna representeras af trianglarna OBP och CEF (fig. 35).
Genom att pd OB- och BP konstruera med CFE likfor-
miga och homologt beldgna trianglar OBG och BPG er-
halles vigen OGBGP, hvilken, reducerad till O som ny
grundrigtning formedelst argumentet —e, ger till resultat
OP = OG+ GP, d. v. s. 1 = Cos?%e + Sin %a.

46. Genom att addera och subtrahera de tva anforda
likheterna erhalles

Cosa = (1o +1—0)

Sin @, = T(la—~1_0)

I fig. 36 representeras 1.+ 1_, af vigen OBP samt

—1_, af vigen OBP,, hvilka vigar dro respektive lika

.. (26)

]a —u
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med 2 Cose och 28ine, da saledes de af perpendiklarne

fran B afskurna linierna OC och OD éro Cos ¢ och Sin .

47. Om vi sida med sida multiplicera de tva likhe-
terna
1, = Cosa + Sine,, och 1p = Cos g + Sin g, ,
erhélles ‘
1,,5= CosaCosf+CosaSing, -+ SinaCosﬂ‘.ﬂ-'rSinaSinﬁ”',
hvilken likhet efter projiciering sonderfaller i f6ljande kénda
formler:
Cos (@ + ) = Cos a Cos - Sin a Sin §
Sin (@ +p) = Cosae Sin g+ SineCos 8 )
Detta multiplikations rvesultat kan enligt § 38 kon-
strueras pa foljande sitt. Vi lata de tvd multiplicerade
likheterna vepresenteras af trianglarne OBP och CEF
(fig. 37). Genom att pA OB och BP konstruera med CFE
likformiga och homologt beligna trianglar OBG och BPH
erhilles vigen OGBHP, hvilken, reducerad till OG som
ny grundrigtning férmedelst argumentet §, ger till resultat
OG- GI (GI# HP) i grundrigtningen samt GB + BH i
den vinkelrdta rigtningen, hvilket ofverensstimmer med
formlerna (27).

.. @D,

48. Genom att sida med sida multiplicera likheterna
1, = Cosa+Sine, och 1_p=Cosf~Sinf,
erhalles
1, = CosaCosff— CosaSinﬁhﬁ SinaCosﬁM + Sine Sin g,
‘hvaraf de kdnda formlerna:
Cos (e—g) = Cosa Cos §+ Sin e Sin g
Sin (¢ —f) = — CoseSin g + SineCos B
Detta multiplikations resultat kan pa enahanda siitt
konstrueras genom att lata de tva multiplicerade likhe-

terna representeras af frianglarne OBP och CEF (fig. 38).
Man konstruere pa OB och BP med CFE likformiga och

14

... (28).
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homologt beligna trianglar OBG och BPH, hvaraf erhil-
les vigen OGBHP, hvilken, reducerad till OG' som ny
grundrigtning formedelst argumentet — 8, ger till resultat
OG + HP i grundrigtningen samt — G:B + BH i den vin-
kelrdta rigtningen, hvilket ofverensstimmer med (28).

49. Genom att qvadrera och kubera likheten 1, =
Cosa + Sine,  fis

(Al Qin 2
Cos 2a = Cos?« ‘Sm @)L 29),
Sin 2e¢ = 2 Sine Cos &

Cos 3¢ = Cos®*a—3 Cos a Sin?a (30)

Sin 3e¢ = 3 Cos?aSina — Sinda o )

Det forra multiplikations resultatet (29) representeras
i ofverensstimmelse med (27) af vigarne OG—HP och
GH (fig. 39); det senare multiplikations resultatet (30) ater
representeras af vigarne O — K1, och IK— TP

Genom att upphdja likheten 1, = Cosa + Sine, till
ml dignitet ar det pa enahanda sitt mojligt att uttrycka
Cosma och Sinmea i digniteter af Cosa och Sina (Moi-
vre's teorem). Saledes dr

m e m—1 m( ) -2
Tna=Cos™a + - i 2 Cos a(Sine, ) +— 13 Cos a(Sma, Bh
mm—1)(m—-2) .. s
+ —Tg—g Cos a(Sin aw), + ey
hvaraf '
Cosma = Cos ""a—ﬁ(;n—_z—l)Cos”"‘% Sinla +... l
: ‘ (31).

. Mmoo L mm—1)m—2)
Sinmu = i Cos a- 9.3

Enligt ofvan gifna antydan kunna vi steg for steg ge-
nom koustruktion folja denna dignitets utveckling.

Cos™3¢Sin % +.. J

50. Genom att qvadrera likheterna (26) erhalles
Cos?e = (lg, +2+19,) = +(1 + Cos 2¢)

) 1 1 * (32)
- Sin?e = $+(lge —2+1_34) = 3(—=1+ Cos2e)
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Denna qvadrering belyses enligt § 38 genom foljan-
de konstruktion. Vi lata den forra likheten (26), satt
under formen 2Cose = 1,+ 1_,, representeras in duplo
af trianglarne OBP och CEF (fig. 40). Genom att pd OB
och BP konstruera med CFE likformiga och homologt be-
ligna trianglar OBG och BPH fas vigen OP = vigen
OGBHP, hvilken likhet, multiplicerad med 2 Cosea, ger
till resultat & ena sidan 4 Cos®c¢ och 4 den andra 1y, + 2
+ 1 _g,, hvaraf ofvan anférda resultat (32) omedelbart f5ljer.

Genom att ater lata den senare likheten (26), satt un-
der formen 2 Sin = 1, — 1_,, representeras in duplo af

trianglarne OBP och CEF (fig. 41) och genom en analog
konstruktion fas vigen OP = vigen OGBHP, hvilken lik-
“het, reducerad till ny grundrigtning OI formedelst argu-
mentet 37z och multiplicerad med 2 Sin &, ger till resultat
a4 ena sidan Sin®e, och a den andra 1, —2 + 1_s,, hvaraf
ofvan anforda resultat (32) omedelbart foljer.

Genom att hdja likheterna (26) till tredje, fjerde digni-
tet etc. kunna vi pa enahanda sitt uttrycka tredje, fjerde
digniteten etc. af Cosa och Sina i forsta digniteten af
Cos och Sin for multipla bagar af a.

51. Emedan e=i(e+f)+3(e—p) och f=1(a+p)
— t(a—P), sa ir :
Lotlsg = 1 - ety T 1y} =1yesn 2Cosz(@—f),
hvaraf genom projiciering A
Cosa + Cos B = 2 Cos 3 (e + §) Cos +(¢ — B)
Sin @ + Sin g = 2 8in (¢ + B) Cos (¢ —p)
P& samma sitt erhdlles

1——4(0@—3)} L iy .28in; (a- [

s .. (33)

1,-1g= L atmy: )~
hvaraf genom projiciering
Cos @ — Cos B = — 2 Sin +(e + B) Sin 3 (e —f)

Sin a-—Sinﬂ= 2005—;—(a+ ﬂ)SIH%(a—ﬂ)g . (34).
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De i foreg. §§ 45—51 utvecklade formler utgéra nu
den plana trigonometriens grundfmmler och vi se, hurule-
des denna del af matematiken pa ett hogst enkelt och na-
turligt sdtt sd att siiga framspringer ur den geometriska
kalkylens férsta och enklaste operationer, addition och mul-
tiplikation, med dertill horande konstruktioner..

Tillimpning p& triangeln.

52. En triangel ABC (fig. 42), hvars sidor betecknas
med a, b, ¢ och vidstdende yttre vinklar med e, 8, y, re-
presenteras, da linien @, eller BC tages till grundrwtnmg,
af foljande likhet

a0+b‘5+cﬁﬂ,=0.... ..... (35).

Genom att multiplicera denna likhet med 1, eller, som
ar detsamma, genom att reducera henne till 4B som ny
grundrigtning erhédlles likheten

O+ b gt Cuipiy =0,
hvilken ock kan tecknas
G +bap+ =0 ... ....(36),
hvaraf foljer, att - : ’
e+f+y=2n..... L. (3D

Die+B=p+C=7y+ A=, sd maste A+B+C
= 7 (jfr Eukl. I: 32), ‘

Genom att multiplicera likheten (36) med 1, eller re-
ducera henne till CA som ny grundrigtning erhalles en
analog likhet, hvilken vi lemna asido sasom obehoflig vid
vara deduktioner.

53.  Genom att taga de vinkelrita projektionerna af
(35) och (36) erhalles
bSinf +c¢Sin(8+7) =0 och aSine+bSin(e+p) =
hvilka likheter, efter utbyte enligt (37) af 8+ y och ¢ + 8
mot respektive 27 — & och 2w - y, kunna sittas under
formen

b - -




a b ¢
Siny  Sine Sing b (38),

der 4 4r en gemensam beteckning for de lika qvoterna.

54. Genom att sitta (35) under formen
a, = 1@.([)0 + C(),)
erhdlles enligt §§ 40 och 41
: a? = b*+ ¢+ 2bc Cos y
samt
¢Siny
T — ﬂ = arctg m" .

Analoga formler erhdllas for de ofriga sidorna och

vinklarne. ‘

Likaledes genom att sitta (36) under formen

Agpo = ]‘ﬁ'(ba + c__ﬂ)s

erhalles
bSine—e¢Sin p

gbCosa-ﬁcCo?B
= arct Sin*e¢—Sin?p
= arcte Sine Cosa+Sin g Cos

m+a—f =arc£

[enligt (38)].

55. Genom att multiplicera (36) med 1_,(, 4 fis
U(ap) * Vy(ayp) ¥ Cmi(wrp) = 0o
hvaraf genom projiciering
aCost(@—B)+(b+c)Cos t(a+p) =10,
aSint(e—@)+(b—c)Sini(e+p) =0,
eller ock omedelbart enligt § 41

‘ b—e¢
7r+§(o;-,3) = arctgmtgé(aJrﬁ) e (39).

Vi kunna genom konstruktion belysa dessa formler pa
foljande sitt. Lat ABC {fig. 43) vara den af likheten (36)
representerade triangeln, hidnférd till AB som grundrigt-
ning; tag vidare A till medelpunkt och rita en halfcirkel
DCE, forena DC och drag DF// BC. A BDC bevisas -
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nu litteligen vara = L(e+p) (jfr sid. 69), da saledes en
multiplikation med 1_;,, ) innebér en reduktion fran AB
till DC som ny grundrigtning, med hvilken rigtning sale-
des sidorna a, b, ¢ bilda resp. vinklarne 1 (¢ —g)[= A FDC],
(e + B) och -—(a+ﬂ) I ofverensstimmelse med den tri-
gonom. satsen pa sid. 69 ha vi saledes

c=b _FC_ _tg3(@=fp)
c+bd  EC tgln—1i(e+p)’
hvilken formel 6fverensstimmer med (39).

Vi se saledes, huruledes vi, genom- denna enkla ope-
ration pa triangelns likhet (36) [multipl. med 1_’}(a+ﬂ)],
omedelbart hinvisas till den & sid. 69 gifna konstruktionen
pd »den tredje triangelhdndelsen », hvilken konstruktion
utan tvifvel dr den enklast mdjliga.

Genom att multiplicera (36) med 1, erhilles med stod
af (37) _
Gopyy + by + 6y =0,
hvaraf enligt § 41

-b
7r+a+2y—-arctg btgz,
hvilken formel for »tredje hindelsen» omedelbart ger vir-
det pa @ samt belyses i enlighet med foregaende af fig. 43,
endr den nya grundrigtningen AG (blsektrlcen till y) &r
/] DC.

56. Det skulle nu std oss Gppet att ur (35) hirleda
nya trigonometriska relationer for triangeln likasom ock
att ur likheten for en manghérning i allmédnhet hirleda de
for honom gillande trigonometriska samband mellan sidor
och vinklar; men vi vilja stadna vid de redan gifna antyd-
ningarna, ofverlemnande at lisaren att pa den geometriska
kalkylens hittills lagda grunder bygga de utvecklingar,
som for honom kunna vara af nagot intresse.
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. Tilldampning pd analytisk geometri.

Koordinat-transformationen.

57.  Transformation frén ett rdtvinkligt Gl ett annat
rétvinkligt system. — Om en punkt P (fig. 44), hinford till

O som origo och OA som grundrigtning och bestimd af

de ritvinkliga koordinaterna OA4 =§ och AP =17, hanfo-

res till en ny grundrigtning OB, fran hvilken des gamla’
. grundrigtningen bestimmes af A «, s& finnes foljande sam~

band mellan punktens nya rdtvinkliga koordinater OB = &
och BP =y och de gamla koordinaterna & och 7:
&+ Yy = la.(§+7]4.7r) e e e (40),
hvaraf fas efter utforandet af multiplikationen
(Cosa + Sine, )& +1,,):
z = ECosa.— nSma
y =& Sine + 5 Cosa.
Vilja vi~ ater -uttrycka & och % i & och Y- sa hafva vi
att multlphcela (40) med 1_,, da
Ery, =1 @ty ) e (41),
hvaraf pi enahanda sitt fas:
& =xm Cose + ySinea,
‘' =—aSina+yCosc.

Denna koordinat-transformation innebdr saledes i forra
fallet en reduktion af végen &+ 7, _ till ny grundrigtning
férmedelst reduktionsargumentet a,ldé’n vigen & + y,  séittes
= den reducerade vigen, samt i sénare fallet en reduktion

~af vigen @ +y, till ny grundrigtning formedelst reduk-
tionsargumentet — @, di vigen & + N, Sttes = den redu-
cerade vigen.

58. Trangfor mation Jfran ett .medmnklzgt tll ett annat
snedvinkligt system. — Om en punkt P (fig. 45), hénford
till O som origo och OA som gruudtigtning och bestimd
af koordinaterna 04 = £ och AP = %, hvilka bilda A g-e,
hinfores till en ny grundrigtning OB, fran hvilken den
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gamla grundrigtningen bestdimmes af A «, sa finnes foljande
samband mellan punktens nya koordinater OB =z och
BP =y, hvilka bilda vinkelen 6, och de gamla koordina-
terna & och 7:
.Z+y9 = la'(§+nﬂ_.a) = —Ea+17‘3 “ e s e (42),

hvaraf fas ~
' z+yCos @ =5%Cosa+ 7 Cosf,

y Sin 6 = £ Sin & + 7 Sin $.
Genom att multiplicera (42) med 1_, erhilles
&g+ = §“—Q+ 1]‘3_9 Ci e e e e e (43),

" hvaraf fas

2 Cos 6 +7 = & Cos (¢ — 6) + 7 Cos (8— 6),
—2 Sin 6 = & Sin (e — ) + 4 Sin (8 — 0).

Genom att multiplicera (42) med 1_ 4 erhélles

hvaraf fas =
ECos(a—p)+7 = z Cos 8 +y Cos (8 — B),
ESin{(e—p) =— @ Sin B +y Sin (6~ p).

Genom att slutligen multiplicera (42) med 1_, erhalles
E+Ng_a=T—gtYp_ g v o> (45),
hvaraf fas -

£+ 7 Cos(B—a) = 2 Cose +y Cos (6 —a),
7 Sin (f—a) = — 2 Sin ¢ + y Sin (6 — ).

Anm. Man jemhf'ﬁre dessa fyra formelgrupper med de
i Géométrie Analytique par Briot & Bouquet férekommande
(§ 51, ed. 4:e).

Det dr nu litt att, i ofverensstimmelse med foreg. §,
ur den geometriska kalkylens synpunkt tolka de i (42)—
(45) forekommande koordinat-transformationerna.

58. Vi forbigh »transformation eller flyttning &Il nytt
origo» sasom omedelbart sammanfallande med var redultion
tll nytt origo.
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Tillimpning pd mekanik.

59. En kraft, sdsom bestdmd till storlek och rigt-
ning, kan representeras af en geometrisk komplex, di
niamnligen kraftens angreppspunkt tages till origo och den
rigtning, hvartill kraftens rigtning &r hénford, tages till
grundrigtning.

60. Om i likheten

Po= Gy + bg,
representerande vigarne OP och OBP, hinforda till O som
origo och OA som grundrigtning (fig. 46), vigstycket by
flyttas utan rigtningsférindring fran liget BP till liget OC,
sa representerar ,, sasom diagonal i parallelogr. OBPC,
resultanten till de af @, och bz betecknade kraftkompo-
nenterna; vidare, om i likheten
Cs;=a, +hgte,,

representerande vigarne OQ och OB‘.PQ (fig. 47), vig-
styckena by och ¢, flyttas utan rigtnirgsfordndring fran 13-
gena BP och PQ till ligena OC och OD), sa representerar

sy, sdsom diagonal i parallelogr. OPQD, resultanten till de
af r, och ¢y, d. v. s. af a,, b‘g och ¢, betecknade kraft-

komponenterna, o. s. v. for en geometrisk likhet af huru
manga termer som helst. Vi kunna derfore uttala foljande
for sambandet mellan mekaniken och den geometriska kal-
kylen synnerligen vigtiga sats:

Om de ritliniga véigstyckena ¢ en geometrisk likhet flyt-
tas utan riginingsforindring, sd att allas begynnelsepunkter
sammanfalla ¢ origo, sd dro de af de sdirskilda membra re-
presenterade krafteffekterna lika; och omvindt: en likhet mel-
lan krafter, anbragia i samma punkt, ofvergdr omedelbart i
geometrisk, dd de wrdita linier, som representera krafterna,
Jlttas wtan riginingsfordndring, s att den efterfoljandes be-
gynnelsepunkt sammanfaller med den foregdendes shitpunkt.

S4 t. ex., om de ritliniga vigstyckena i likheten (35)

eller a,+bg+cp , =0 flyttas utan rigtningsforindring, sa
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att de_tre liniernas begynnelsepunkter sammanfalla i origo,
s& &ar resultanten af de af venstra membrum representerade
krafterna noll, eller de tre krafterna @y, bﬂ, Coyy halla
hvarandra i jemnvigt; och omvindt: om de tre krafterna,
anbragta i samma punkt, halla hvarandra i jemnvigt, sa
kan af de linier, som representera dem, en triangel bildas
genom att flytta bﬂ och ¢, utan rigtningsférandring, sa
att bﬂ borjar, der a, slutar, och ¢p .y borjar, der bﬁ slutar.

6l. Om en kraft 4, eller PQ (fig. 48), hinford till
. P som origo och PX som grundrigtning, hinfores till ett
nytt origo O med bibehéllande af samma grundrigtning OX,
och om vidare det vinkelrita afstandet fran O till kraf-
tens rigtning betecknas med a,—,, och vi sitta

4,=X+Y, och By sy = B+ Y0

si finna vi pa fﬁljande; enkla sitt momentet a4 wuttryckt i-

kraftens projektioner X och Y samt det vinkelrita afstan-
dets projektioner @ och y: vi dndra tecknen f6r argumenten
i den senare likheten (jfr § 40) och hopmultiplicera henne
med den forra, da

A, = (wry_ )X+ Y,)

a&?‘t—_a
ad,, = 2X+yY+@Y-yX),,
hvaraf fas X +yY = 0 samt momenteqvationen

ad =aV-yX .. ... e .. 4B).

Beteckna vi ater den motsatt rigtade kraften PQ (sam-
ma fig.) med 4,, di vinkelrita afstandet blir @, , -, och
vi sasom forut sitta

eller

o4

Ay =X+Y,, och a . ==ty
samt hopmultiplicera dessa likheter efter teckenforandring
vid den senare likhetens argument, sa fas

ad_, = 2X+yY+@Y-yX),,,

hvaraf momenteqvationen
—ad =2Y—yX ....... . . (46).
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Momentet af en kraft, som siker astadkomma en vrid-
ning motsols sdsom i den forra momenteqvationen har der-
fore positiv karakter, di deremot momentet af en kraft,
som soker astadkomma en vridning medsols sisom i den
senare momenteqvation, har negativ karakter.

Pa grund af de i denna och foreg. § framstilda sat-
ser kunna vi nu med tillhjelp af den geometriska kalkylen
utveckla alla de mekaniska lagar, som gilla for krafter i
planet. , «Forts.)

AFDELNING IIT*

Om meteorologiska iakttagelser och den Theorell-
ska registreringsapparaten vid Upsala Ob-
servatorium.

Af RoB. THALEN.

Inom meteorologien, liksom inom hvarje annan empirisk
vetenskap, maste man for att erhdlla tillforlitliga resultat
underkasta sig mddan att samla s& manga och si noggranna
observationer som mdjligt. Sjelfva arbetet vid observatio-
nernas anstillande #r dock for meteorologen férknippadt
med en mingd svarigheter, som vanligen icke forekomma
inom néirsligtade vetenskaper. Under det att fysikern i
sitt uppvirmda kabinet kan i all skons ro anstilla sina
experiment, da tid och ofriga omsténdigheter synas honom
dertill lampliga, och genom #ndamalsenliga anordningar af
sina undersékningar framtvinga direkta svar pa sina fra-

* Figuren 32 & taflan IV horer till den, sid. 181, beskrifna luft-
pumpen af Delenil.
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gor, nédgas deremot meteorologen géra sina -iakttagelser
pa forut bestimda tider och lata dem oafbrutet fortga natt
och dag, hela &ret om, efter den en gang utstakade pla-
nen. Han' far dervid icke sky hvarken regn eller sné, storm
eller kold, och vdgar knapt ndgon enda ging undandraga
sig sitt arbete af fruktan for, att det just under hans -
franvaro skulle kunna intriffa nagot egendomligt fenomen,
som borde tillvaratagas, eller vid hvars tolkning hans ob-
servationer kunde vara upplysande. Det ligger for ofrigti
sakens natur, att meteorologen vid studiet af de atmosfe-
riska fenomenen icke kan #ndra nagot af de vilkor, under
hvilka de uppenbara sig, utan dr inskrinkt till att endast
med sina observationer folja dem, och att detta maste ske
i den ordning, fenomenen sjelfmant visa sig.

Nir det nu &r hans uppgift att lira kinna de fordn-
dringar, som oupphorligen forsiggd i luftens tryck, tempe-
ratur, rorelse, fuktighetstillstind, nederbord och elektriska
beskaffenhet, m. fl., och han for den skull samtidigt och
oafbrutet, pa det sétt vi redan ndmnt, maste observera en
mingd olika instrument, sasom barometer, termometer,
anenometer, psychrometer, udometer, elektrometer, m. m.,
s& inses genast, att en enda persons krafter omgjligen kunna
vara tillrickliga for ett sidant Herkules-arbete. Enda méj-
liga sittet for avigabringandet af dylika sammanhingande
observationer #r antingen att fordela arbetet mellan en
méngd personer, hvilket ater i ett fattigt land, som ej for-
mar aflona en stor observationspersonal, forutsitter ett all-
ménnare intresse hos frivilliga deltagare, &n man kan vinta
med afseende pa de i sig sjelfva just ej sd synnerligen
uppbyggliga meteorologiska iakttagelserna; eller ock att an-
fortro observationsgromalen &t apparater, hvilka i foljd af
sin noggranna konstruktion kunna fullstindigt ersitta en
intelligent observatdrs arbeten.

Visserligen hafva vi hir i Upsala nyligen sett, att bland
den akademiska ungdomen ett dylikt intresse verkligen fore-
funnits, dfvensom att detsamma for utiorandet af de meteoro-
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logiska timobservationerna, kunnat oafbrutet under en sa lang
tid som utéfver fulla tre Ar tagas i ansprak, nimnligen fran
den 30 Maj 1865 till den 9 Aug. 1868; men detta forhal-
lande, hvilket hirstides visserligen icke star alldeles en-
staka *, maste vil i allmdnhet anses sdsom exceptionelt for
universitetsstider. Och mahdnda vi, utan att stéta nagon
bland de 125 deltagarne i detta berdmvirda arbete, kunna
viga antaga, att det gynsamma resultatet &ndock bor till
hufvudsakligaste delen tillskrifvas den outtrsttliga ihérdig-
het, med hvilken D:r Rubenson formatt leda foretaget fran
dess borjan allt intill dess slut, och det pa ett sa fortjenst-
fullt sitt, att af de omkring 28,000 timobservationerna a
hvarje sirskildt instrument nfistan ingen enda gatt forlorad
eller mast sasom oduglig kasseras.

Sadana noggranna iakttagelser af de atmosferiska fe-
nomenen, som vi nyss omn#dmnt, jemte observationernas

~ berikning, dro ur flere synpunkter att anse sasom en sér-

deles nyttig sysselsdttning for den kunskapstkande ungdo-
men. Och att samma uppfattning gjort sig gillande &fven
pa andra orter, visar sig deraf, att det nyligen lirer inom

* de franska skolorna blifvit den studerande ungdomen alagdt

att ofva sig 1 dylika arbeten. Hvilken stor vinst bér kunna
pardknas af manga personers deltagande i de meteorologi-
ska studierna, vare sig inom skolan eller vid universitetet,
ir #fven litt att inse. Ty forst och frimst kommer pa
detta sitt en vil behoflig kunskap i meteorologien att spri-
das bland allminheten, hvilket atminstone med tiden bor
kunna blifva en hilsosam motvigt mot de rent af befingda
asigter om orsakerna till de atmosferiska fenomenen, som

* De jordmagnetiska observationerna enligt Gauss’s system, som
att borja med under flera och sedermera under fyra terminer om aret
hvar femte minut anstildes hirstades fran 1836 ill 1852, utfordes un-
der Prof. G. Svanbergs ledning till storsta delen af #ldre studerande
vid universitetet. (Namnda cbservationer publicerades &rligen af Gauss
och Weber i tidskriften: Rc-altate aus den Beobachtungen des ma-
guetischen Vereins, sa linge deuna tidskrift utkom.)
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nu si ofta gora sig gillande. Vidare, och med sirskildt
afseende fistadt pd vart vidstrickta land, bor det ofvan-
nimnda intresset for meteorologisk verksamhet blifva frukt-
bringande afven for vetenskapen sjelf, derigenom n#mnligen
att tillforlitliga iakttagelser fran olika orter framdeles kunna
med ldtthet anskaffas, en fordel si stor med hinsyn till
den moderna meteorologiens nuvarande riktning, att den
icke kan nog hogt uppskattas. Men oaktadt det saledes
bade for enskildt och allmint gagn ar hogeligen att onska,
att tillfille till undervisning i denna vetenskap sdsom sir-
skildt ldroimne matte fortfarande beredas de studerande
vid universitetet, synes oss likvil den fordndring for fram-
tiden bora ega rum, att sjelfva arbetssiittet eller formen
for undervisningens meddelande gores mindre betungande
savil for observatdrerna som for den person, hvilken skall
tfvervaka deras arbete. Vi kunna derfore icke annat #n
gilla den redan vidtagna atgérden, att medelst sjelfregistre-
rande instrument till hufvudsaklig del * stka vinna sam-
ina resultat, som timobservationerna hittills afsett.

Det hade ocksd sedan lang tid tillbaka varit patinkt

att vid Upsala observatorium inféra sjelfregistrering for
meteorologiskt behof, men svarigheten var att gora ett godt
val bland den méingd apparater, som for nirvarande verk-
ligen finnas i bruk vid flere af de stdrre meteorologiska
anstalterna inom Europa.

De for ifrdgavarande d@ndamal hittills' inventerade ap-
paraterna kunna grupperas i tvd hufvudklasser: de fotogra-
fiska och de mekaniska. Till den forra klassen hora de i
Greenwich, Oxford och Kew begagnade; de i Miinchen och
Rom deremot till den senare, till hvilken sistndmnda grupp
dfven horer den af Docenten Zheorell konstruerade appa-

* Det gifves nimnligen en mingd atmosferiska fenomen af den
art, att de svarligen kunna iakttagas annat in genom observatorens per-
sonliga uppfattning. Dit rikna vi fornimligast de optiska fenomenen,
sasom vadersolar, regnbagar, norrsken, zodiakalljus, luftens polarisa-
tion, himmelens och molnens utseende m. m, -
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rat, som vid Upsala observatorium blifvit antagen och der
sedan Augusti manads bérjan arbetar. Vi skola i det fol-
jande, s langt utrymmet medgifver, stka att i allmidnna
drag lemna en beskrifning pad densamma.

Theorells registreringsapparat.

‘Denna apparat registrerar angifvelserna hos barometern
och tva termometrar, af hvilka den ena har torr, den an-
dra fuktig kula, och denna registrering verkstilles medelst
elektricitet. Hvart och ett af dessa tre instrument star
namnligen genom sin qvicksilfvermassa i ledande forbindelse
med en galvanisk stapel, derigenom att en i glasviggen in-
l6dd -platinatrad blifvit férenad med stapelns ena pol. Eme-
dan barometern #r en vanlig hifvarebarometer, och dess
ror saledes har formen af ett U, samt termometerréren dro
i sin 6fra #nda ppna, inses omedelbart, att om man i na-
got af dessa ror nedsiinker den andra poltraden fran sta-
peln, sa sker stromslutning i samma dgonblick, som denna
poltrad kommer i metallisk bersring med qvicksilfverytan *.
Den salunda alstrade strommen genomldoper nu en elektro-
magnet, hvilken medelst ett stift vid sitt rorliga ankare
inhugger ett mirke i det papper, som beklider ytan pa en
med konstant hastighet roterande cylinder. Om man si
vill, kan denna del af apparaten liknas vid en vanlig elek-
trisk telegraf af Morses konstruktion; telegrafnyckeln skulle
da forestillas genom den rorliga poltriden, skrifapparaten
genom den hir befintliga elektiomagneten och den lépaande
pappersrimsan genom cylinderns med papper beklidda yta.

Ifall elektromagneten stdndigt stode stilla, skulle de pa
papperet inhuggna mirkena naturligtvis komma att bilda en
rit linie, af hvilkas ligen man dock icke kunde sluta nagot

* Engelske fysikern Wheatstone har forst foreslagit denna metod
for registrering af temperaturen, och pater Secchi i Rom har ifven
for. detta #ndamal anvandt densamma i sin meteorograf,
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till instrumentens angifvelser. Vore magneten deremot, rorlig
i vertikal led och parallelt siledes med cylinderns rotations-
axel, sasom verkligen &r hdndelsen, samt denna rérelse vore
liktidig och lika stor med rérelsen -hos den poltrad, som
nedférdes till qvicksilfret, s& maste mirket tydligtvis kom-
ma att inhuggas hogre upp eller ligre ned péa papperet,
alltefter qvicksilfverpelarens egen storre eller mindre hojd i
roret. I foljd af dessa bada mot hvarandra vinkelrita ro-
relser hos cylindern och magneten komma mirkena att ligga
pa en mer eller mindre komplicerad kroklinie, och deras
afstand fran nagon rét linie sdsom utgdngspunkt (abskiss-
axel) maste da direkt angifva instrumentens stand vid re-
gistreringsogonblicken. ‘

For astadkommandet af denna samtidiga och lika stora
rérelse hos poltrdden och elektromagneten, ha de blifvit
fastade i hvar sin dnda af en likarmad hifstang, liknande
en vanlig vagbalans, sd att, da den ena ror sig t. ex. en
decimallinie nedat, den andra gar ett fullkomligt lika langt
stycke uppat. Ville man mangdubbla den enas vdg i for-
~ hallande till den andras, s& behofde man, sisom sjelfklart
ir, endast forindra forhallandet mellan lingderna hos hif-
stingernas armar, och detta har hdr verkligen skett vid
barometern, emedan nivaindringarne, som der i allminhet
dro synnerligen sma, vil behofva for afldsningens under-
littande forstoras vid registreringen.

Af apparaten erfordras for undvikandet af atskilliga
oldgenheter, hvilka det blefve for onxsténdligt att hiar be-
skrifva, att den nedgdende poltriden ej fir doppa sin #nd-
punkt djupt under qvicksilfverytan, utan tvirtom dgonblick-
ligen stadnar, s snart kontakt dem emellan egt rum, och
strommen saledes blifvit sluten. Huru detta skall verkstil-
las, inses litt, d& man forst erinrar sig, att magneten, hif-
stangen och poltrdden bilda ett sammanhiingande system
och saledes samtidigt hejdas i sin rorelse, samt vidare
att magneten medelst en sena fasthinger vid ett med
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ett lopverk 4 (fig. 49)* forenad hjul, hvilket lopverk i
sin tur regleras af den elektriska strommen. Ty denna
loper ej blott genom det meteorologiska instrumentet och
den rorliga magneten, utan &dfven genom en fiz elektro-
magnet, hvars ankare vid stromslutningen spirrar nyss-
namnda lopverk och dermed #fven allt, som med detta star
i forening.

Sedan registreringen pa det ofvan angifna siittet for-
siggatt, skall hifstingen vickas tillbaka for att vara i ord-
ning till néista observation. Men innan detta far ske, mé-
ste ytterligare en sak iakttagas. D& poltraden utgar ur det
meteorologiska instrumentets qvicksilfvermassa, skulle un-
der vanliga forhallanden strommen afbrytas, och en elek-
trisk gnista der uppstd, hvaraf den oldgenheten dock blefve
en nodvindig foljd, att qvicksilfverytan vid metallens for-
branning skulle fororenas, och stromslutningen siledes med
tiden omdjliggdras. For att hindra detta, afbrytes derfor
strommen pa annat stélle i ledningen, snnan poltriden hun-
nit lemna qvicksilfret 1 instrumentet, och detta sker helt
enkelt derigenom, att den fixa magneten far upplyfta en
liten hake %, hvars spets varit neddoppad i en med qvick-
silfver fyld och i strombanan insatt kopp. Nagon gnistbild-
ning eger derfor aldrig rum i det meteorologiska instru-
mentet, och deri ligger kanske ett af de stdorsta foretrd-
dena hos denna apparat framfor de nérsligtade.

Den tillbakagdende rorelsen hos hifstingen astadkom-—
mes genom samma hjal, som ofvan sades uppbéra den ror-
liga magnetens sena s. Men hjulet, som forut rort sig i en
‘led, har nu blifvit utlost fran lopverket A4 och deremot
koppladt vid. ett annat i motsatt led gdende lopverk B,
hvilket frigjordes i samma 8gonblick och genom samma fixa
magnet, som det forra stadnades.

* Ehuru den bifogade schematiska figuren pi intet vis gbr’ an-
sprak pa att vara en afbild af apparaten i dess néirvarande form, torde
den likvil for lisaren kunna vara tjenlig for bibringandet af ett unge-
firligt begrepp om det sitt, hvarpd apparaten opererar,

' 15
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For lattare Sfversigt skola vi nu, innan vi g vidare, '

sammanfatta det redan sagda. Vid hvart och ett af de tre
instrumenten forekommer en vickning hos hiifstangen, forst
it ena sidan, da poltraden nedfores i qvicksilfret, och se-
dan 4t den andra, d& han derifrin uppdrages. Dessa bida,
- af hvar sitt lépverk astadkomna, rorelser medfora dess-
utom en samtidig upp- eller nedgaende rirelse hos elektro-
magneten. Pi mellantiden mellan dessa bdda rivelser,
just i det Sgonblick da strommen slutes, hugger den rorliga
magneten sitt mérke i papperet, medan den fixa afbryter
strommen samt ej blott stoppar det ena lopverket, utan af-
ven frigér det andra.

Det aterstar for oss att nimna, att apparaten dr for-
sedd med ett urverk, som haller cylindern i jemn rorelse
och derjemte pa vissa forutbestimda tidsdgonblick genom

tryck med sina minutvisare mot en sparrande fjederhake 7

losslipper en ldttrérlig balans, hvilken i sin ordning vid
hvarje observations borjan frigér det vid poltradens nedga-
ende rorelse verksamma lopverket 4. Knir uret har sex
pa lika afstand fran hvarandra stilda minutvisare, kommer
hvarje instrument saledes att afiiisas hvar 10:de minut,
hvilket utan tvifvel &r for behofvet mer #n tillrdckligt,
synnerligast som noggrannheten hos observationerna synes
vara sdrdeles tillfredsstillande *.

Vid slutet af hvarje observation vickas barometern at’

sidan och aterfores derifran till sitt lodrédta lige nagra mi-
nuter fore nista observations bdrjan. Afsigten med denna
skakning pa barometern &r den, att qvicksilfrets adhesion

vid kdrlviggarne hos instrumentet ej skall menligt inverka -

pa barometerns angifvelser.

Pa det att regn och snd ej ma intringa i de Gppna

* T forbighende m3 anmirkas, att jemforelser mellan apparatens an-
gifvelser och direkta observationer! vissa tider pa dagen anstillas, for
att derigenom dels utsfva en nodvindig kontroll ofver apparatens gang,
dels erhalla sikra utgingspunkter vid observationernas aflisning & cy-
lindern.
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termometerrdren, #ro de dfre delarne af dessa instru-
ment instingda 1 ett snart sagdt lufttitt skap af zink,
hvilket derjemte skyddar héfstingerna och poltradarne vid
deras rorelser fran den perturberande verkan, blasten eljest
skulle utdfva.

Allt detta dr nu sérdeles enkelt, och apparaten skulle
ej heller behdft nagot tilligg, derest man at hvart och
ett af de tre instrumenten velat anskaffa ej blott, sasom
nu verkligen &r hiéndelsen, en sirskild héfstang, poltrad
och rorlig elektromagnet, utan derjemte tvd ldpverk, sa-
dana som de redan ndmnda, forutom sirskild stréom och
fix magnet. Men detta hade naturligtvis varit ett allt for
stort sloserl. Apparaten inrittades derfor pa det sitt, att
de bada lopverken successiwvt fa tjenstgdra vid hvart och
ett af de tre instrumenten, och hiirpa beror det, att appa-
raten i sitt ndrvarande skick forefaller askadaren temligen
komplicerad. Sma forindringar eller omstéllningar maste
namnligen oafbrutet forsigga i hjulverket, ett sorts vakt-
ombyte skall der ega rum, hvarigenom den fram- och ater-
gaende rorelsen kommer att repeteras hos hvarje hifsting,
och strommen att inledas just i den elektromagnet, som
for tillfallet skall arbeta.

Visserligen kunna vi ndmna, att dessa operationer
verkstillas genom lopverket B och dess tillbehér. Men
skulle vi fullstindigt beskrifva hela den vidlyftiga meka-
nism, som i apparaten verkligen férefinnes, nodgades vi
trotta lasaren med redogtrelsen for en mingd hifstinger,
muffhjul, kuggar, fjedrar, nabbar, hakar och excenterskif-
vor m. m., hvilka gripa in i hvarandra och utféra en miangd
komplicerade rorelser. Och emedan det sannolikt icke skulle
Iyckas oss att utan tillhjelp af fullstindiga teckningar gifva
annat &n en ofullstindig idé om beskaffenheten hos denna
del af apparaten, fa vi i stillet hidnvisa dem, som intres-
sera sig for ett detaljeradt studium hiraf, antingen till
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‘sjelfva apparaten, eller till Tr Theorells egen derd lemnade
beskritfning *.

Dessa rent mekaniska anordningar dro for 6frigt i sin
niirvarande form icke helt och hallet vésendtliga for regi-
streringsapparaten,; utan skulle méjlicen dnnu kuona be-
tydligt forenklas. Redan det, att jemte uret begagna tvd
lopverk, dr, enligt Hr T:s egen utsago, nira nog tva Iop-
verk for mycket, men dylika forindringar och forbittringar
komma nog med tiden, om Hr T. blir satt i tillfille att
ytterligare leda utforandet af dylika apparater.

Hittills har Hr T. latit forfirdiga fyra apparater af
angefirligen enahanda beskaffenhet, n#mnligen hvar sin for
de meteorologiska stationerna i Stockholm, Képenhamn och
Upsala **, samt ett exemplar for expositionerna 1866 i
Stockholm och 1867 i Paris, hvilket vid bada dessa till-
fillen forskaffat honom prismedaljer.”

* K. Vet. Akad:s Handl. Stockh. 1868.

** Den vigtigaste oliklieten mellan de for Kopenhamn och Upsala
konstruerade apparaterna bestdr i formen pi de till térmometrama ho-
rande hifstingerna. I Upsala befinna sig dessa instrument jemte den
omgifvande skyddande buren pa temligen stort afstind frin viggame af
den observationslokal, inom hvilken regist.reringsapparaten ar uppstald,
hvarfor hifstingerna hafva erhallit foljande form:
) b

'al

I |

Hela denna hifsting befinner sig i horizontalplanet. Viclningen
forsiggar kring lingdriktningen hos st?mge_n aa', och i hvar sin af punk-
terna b och ¢ hafva poltraden och elektromagneten blifvit placerade.
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AFDELNING IV.

Anmilan af tio stycken riknebdcker.

Elowson. Elementarlirobok i aritmetik. Upsala 1868. Schultz.
289 sidd. Inb. 2 rdr.

Svenson. Raknelira enligt den algebraiska metoden med bihang.
. Kongsbacka 1867. Zachrisson. 68 och 24 sidd. 1,50.

Ljungzell. Réknetabeller. Stockholm 1865. 66 sidd.

Wiemer. Forsta grunderna i rakneliran. Kalmar 1866..98 sidd.
0,60.

——— Exempel for fning 1 arithmetik. Kahmar 1866. 56 sidd. 0,40.

Smedberg. Skolarithmetik, omfattande sa vil muntlig som skrift-
lig rikning. Forra kursen. Stockholm 1868. Samson och
Wallin, 244 sidd. Inb. 1,75.

Cederblom. Exempel till arithmetiken, algebran och plana tri-
gonometrien. Forsta haftet. Arithmetik. Lund 1868. Glee-
rup. 93 sidd.

Guldberg. Opgaver i praktisk regning. Christiania 1865. 46 sidd.

Nordlund., Rékneofningsexempel for skolor uppstilda med afse-
ende pa den heuristiska metodens anviindande. Hiftet L
hela tal. 56 sidd. Haftet II. Brik. 46 sidd. Stockholm.
Inb. 0,80. .

Sievers. Forsta ofningshoken i rikning. Stockholm 1867. See-
ligmann. 138 sidd. Inb. 0,85. ' _

Hansen. Billed-regnebog for smaabsrn. Kjobenh. 1868. Schu-
bothe. 32 sidd. 8 sk.

En blick pa ofvanstiende nistan samtidigt utgifna arbeten i samma

wmne ar livorik i flere afseenden. Deras mingd visar, att sadana boe-
ker #ro en kurant vara, nigot som litet hvar behofver. Ar 1867 ut-
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kommo icke mindre &n 18 riknebocker *. P3 hela 1600-talet utgafvos
knappt flere. P3 hundra ar kommo di i dagen ungefir lika manga
som nu pa ett ar. Enligt denna berikning skulle bildningen § Sverige
nu vara 100 ginger si stor som for tvh hundra &r sedaw. ¥lan behof-
ver dock ej g s& langt tillbaka for att finna detta antal (8} siort.
Endast for ett eller tvenne tiotal ar sedan var utgifvandet af en arit-
metik visst ingenting vanligh. I hela riket hade man nog af en enda
larobok i detta dmme — Zweigbergks larobok i réknekonsten. Den
ansigs oofvertrifflig, foreskrefs for examina och fordras #nnu i.dag for
atskilliga sidana **. Denna oerhérda framging *** kan ej forklaras af
annat an deraf, att boken var skrifven enligt den tidens pedagogiska
grundsats, att den riknemetod #r bist, som lir att med min-
sta anstrangning af tanken utrikna ett problem. Derfore
hette det t. ex. vid division i brik: *vind upp och mned pa divisorn ¢
0. 8. v.; vid regula de tri: “sitt orsakerna i forsta och andra rummet
samt verkningarne i tredje och fjerde  m. m. P2 hvarje riknesitt foljde
en massa exempel. Om man begrep forfaringssittet, betydde foga. Huf-
vudsaken var att svaren pa alla exemplen blefvo rigtiga och att riknin-
gen var vig. En examen efter denna metod utfoll ock vanligen mycket
lysande. De mest invecklade exempel pa sammansatt regula de tri 15-
stes med storsta litthet.

Men “allt ar ej guld som glimmar €. Hvad hinde? Denne yngling,
som nyss visat sig kunna rikna de svaraste exempel, fastnade, da han
kom ut i lifvet. Hir behtfde han en ging stka, hvad 2 af 12 rdr ut-
gjorde. Nu skulle han anlita sina aritmetiska insigter. Forsta tanken
var: “hvad riknesitt skall jag anvinda? ¢ Instinkten sade honom: “na-
turligtvis division, ty de. 12 riksdalerna skola sonderdelas.® Alltsa:
vind upp. och ned divisorn o. s. v. Han réknade enligt sin regel och
fick till svar: 16 rdr. Vi vilje hoppas, att hans forstind slutligen ledde
honom ritt. Sikert &r dock, att han ej hade den i rikneboken foljda metoden
att tacka derfor, om han lyckades. Detta ledsamma resultat framkallade
slutligen mot hela metoden en protest, hvilken forst framtridde i Ot-
terstroms i satirisk ton hallna riknebok och sedan fortsattes i Ny-
stroms, Bergii, Siljestroms m. fl. riknebocker. Ofvanstiende tio
arbeten #ro samtlige ocksi en protest mot samma metod. Numera #r
man allmint ofverens derom, att man bor begripa, hvad man Iir. Men
indock finnas stora skiljaktigheter i lirobickerna, ytterst harflytande af
tvenne olika asigter om den aritmetiska undervisningens dndamal.

Enligt den ena asigten har Gen aritmetiska undervisningen till mal

* Se sista sidan af denna tidskrifts andra hifte.
# T, ex. for intride till farmacevtiska institutet.
**% 1 fjol utkom 22:a upplagan af denna larobok.
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att lira eleven klart inse lagarne for de aritmetiska operationerna.
Larjungen &r hir foretradesvis receptiv.

Enligt den andra asigten bor den aritmetiska undervisningen afse
att uthilda elevens formaga af tankearbete pa aritmetiska uppgifter
och derigenom indirekt #fven pa fragor inom ofriga delar af mensklig
forskning. Har #r lirjungen mera produktiv.

I larobocker hérande till den forra stindpunkten framstilles regeln
firdig genast, och beviset kommer efterat. Sedan eleven fatt regeln
bevisad, riknar han mekaniskt. I larobocker, som std pa senare stind-
punkten, g&r man frin enklare till littare exempel, tills man finner re-
geln.  Exemplen vexla ofta, for att larjungen stindigt skall tvingas till
eftertanke. Fornimste representanten bland véra tio hir i fraga varande
forfattare for den forra asigten #r Elowson, till hvilken ock Svenson sy-
nes ansluta sig. I spetsen for den andra asigten std Nordlund och Ce-
derblom. Med dem st Guldberg, Sievers, Hansen och Ijungzell i for-
bund. Formedlande mellan bida std Wiemer och Smedberg. For var
del ansluta vi oss obetingadt till den asigten, som anser tankeverksam-
heten for hufvadsaken, alldenstund detta ar skolans syfte i allménhet.
Vid akademien eller vid de hogre klasserna af elementarskolan anse vi
deremot att afven den andra metoden kan komma i fraga. — Med un-
dantag af Elowsons och Smedbergs lirobscker hafva alla de ofriga den
stora fortjensten att vara korta.

Efter denna allménna ofversigt ga vi att yttm mgla ord om hvarje

_ arbete sirskildt,

1. Elowsons aritmetik.

Sésom vi nyss antydt, anse vi denna bok, tagen i sin helhet, vara

 skrifven for ynglingar pa ett hogre stadium, alldenstund alla riknelagar

framstillas 1 vidlyftiga regler, hvilka sedan stringt bevisas pa grund af
foregaende definitioner, och emedan tillika forf. ofta ror sig med vidlyf-
tiga tal, hvilket allt forutsitter en mognare alder. Visserligen siger E.,
att man ej skall foreligga ynglingen eller barnet de storre talen, innan
det lart sig fatta dem. Men sjelf foljer dock E. i sin Kirobok ej denna
grundsats. Se t. ex. sidan 48. Harmed vilja vi ej forneka, att delar
af boken, t. ex. hufvudrikningsexemplen passa for ligre stadier.

E:s bok ar temligen fullstindig. Den sonderfaller i tvenne delar,
en teoretisk del, lirvan om hela tal och brik, samt en praktisk del,
utgrande tilimpning af den forra delen pd sorter, regula de tri, bo-
lags-, intresse-, alligationsrikning m. m., allt 8tfsljdt af en synnerligen
rik exempelsamling. For att gifva ett begrepp om den noggrannhet och
fullstindighet, som E. iakttager, vilja vi framhalla ett par af de satser,
som han bevisar vid division i enkla tal:
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+<Om vid multiplikation den ena faktorn multipliceras eller divideras
med ett tal, si blir derigenom produlkten s ménga ginger stirre eller
mindre som det multiplicerande eller dividerande talet innehaller enheter.

Om vid multiplikation den ena faktorn multipliceras och den andra
divideras med ett och samma tal, sa blir produkten of¢rindrad.<

Teorien for storsta gemensamma divisorn, for tals delbarhet, m.m. -

allt har blifvit fullstindigt framstildt med bevis. Regula de tri-fragor,
1oser forf. medelst analogier, sedan han forut bevisat, att produkten af
de yttersta 4r lika med produkten af de medlersta, och sedan han redo-
gjort for sammansatta och omvinda forhallanden. Han tilligger dock,

att hithorande exempel &fven kunna riknas ut derigenom, att man verk- -

staller de rikneoperationer, som betingas af sambandet mellan de tre
gifna och den stkta, samt att det for nyborjaven ar bist att gora pa
bada sitten.

Sarskildt std vi i forbindelse till forf. derfore, att han gjort klart,
hvad det menas med att en storhet &r proportionel mot en annan. Obe-
kantskapen med denna punkt hindrar ofta nybouare att forstd fysiska
och astronomiska skrifter.

" I den rikhaltiga exempelsamlingen finnas bland annat exempel an-
giende de i de dagliga tidningarne forekommande borsuttrycken: *fran-
ska 3-procentsrintan noteras 70, engelska consols 80 ¢ o. s. v.

I fsljande punkter dela vi'ej forfms asigter.

1, Forf. har pa division foljande definition: <division #r det rikne-
sitt, som anvindes, da man vill dela ett gifvet tal uti ett uppgifvet
antal lika delar; feller division #r det riknesitt, som anvindes for att
finna, huru méngd ganger ett tal &r storre &n ett annat; eller slutligen
division #r det rikuesitt, som anvindes for att finna, hura minga gin-
ger ett tal innehalles uti ett annat?}:

Af detta skulle en nybdrjare trb, antingen att divisionen anvindes
vid tre olika slag af riknefragor eller ock vid endast ett slag af sadana;,
ehura man kan betrakta dem pa tre olika sitt eller atminstone uttrycka
dem pa tre olika sitt. Nu #ro, som bekant, de till division horande
uppgifter af tvifaldig natur: antingen skall man dela ett gifvet tal i ett
visst antal lika stora delar, eller ock skall man undersoka, hurn ménga
ghnger ett gifvet tal innehalles i oth annat gifvet tal. Dessa béda slag,
hvilka aldng kunna sammanblandas, har forf. ocksd mycket rigtigt an-
fort i de tva forsta momenten. Det tredje momentet i forfis definition
ar Dbloth ett battre sitt att uttrycka det andra. Men att si uppfatta
definitionen r ej gerna mojligh for den som laser den samma. Divisio-

nens dubbla natar blir klar af foljande enkla exempel:

12 rdr #r lika med 4 ganger 3 rdr.
T denna af tre storheter bestiende likhet lumma tva vara gifna och
den tredje obekant. Aro storheterna 4 och 3 rdr gifna, och man vill
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soka, hvad 4 ginger 8 rdr 4r, har man multiplikation. Ar deremot 12
rdr och endera af de ofriga gifna, har man division. DA 12 rdr och ta-
let 4 #ro gifna, d. v. s. da man vill dela 12 rdr i 4 lika delar, har man
division af forsta slagct ar deremot 12 rdr och 8 rdr gifna, d. v. s. d&
man soker huru manga ginger 8 rdr innehalles i 12 rdr, har man det
andra slaget af division.

PA grund af denna 3tskilnad anse vi forfins pastende sid. 39 “egent-
ligen #r division ingenting annat in en upprepad subtraktion ¢ behéfva
nagot forindras. Detta pastiende #r nimnligen sannt endast for det
senare slaget af division. Ty tag exemplet: “tolf rdr skall delas i 4
lika delar.© Hvad skall subtraheras? Nippeligen lir vil forf. vilja frin
12 rdr subtrahera talet 4. Hela forfins bevis for division omfattar blott

‘det andra slaget af division. “Det grundar sig visserligen pi den san-

ningen, att produkten af divisorn- och qvoten skall vara lika med divi-
denden, men denna sanning &r ej visad annat #n for det senare slaget
af division.

2. Vid redogtrandet for ytmatt och rymdméatt sidd. 129 och 130
siger forf., att qvadratmattets indelningar finnas derigenom, att man
qvadrerar, och kubikmittets derigenom, att man kuberar motsvarande
lingdmétts indelningar utan att pa ndgot stille angifva och bevisa ski-
let hartill. S3 vidt jag kunnat finna, har forf. ej pd ndgot stille bevi-
sat satsen for beriknandet af en rektangels yta, ej ens da sidornas Isngd-
matt kunnat uttryckas med hela tal. Forst mot slutet af boken sidd.
274 och 275 nimmer forf. s& vil denma sats som en mingd andra till
planimetrien hérande vigtiga satser, men utan att lemna bevis for ndgon
af dem. Det ar hardt att eleven si linge skall forblifva i ckunnighet
om dessa i praktiskt hinseende si vigtiga satser.

3. 84 rikhaltig forfins aritmetik #n ir i afseende pd exempel, ir
den dock ofullstindig derutinnan, att forf. ej upptagit ens sadana pro-
blem, som vanligen forekomma i vara algebraiska larobscker Sasom exem-
pel pa forsta gradens eqvationer eller pa aritmetiska serier, ehuru en

mingd af dessa exempel dro vida lattare att utrikna &n en mingd af

dem forf. upptagit. Hvarfore skall aritmetiken nodvindigt vara inskrinkt
till endast sidana exempel, som Zweigbergks riknebok har? I vara ald-
sta raknebocker finner ej forf. nigot stod for sitt forfarande, ty 1 dessa
forekomma, som bekant, under “regula falsi< de numera under 1:sta gra-
dens eqvationer behandlade exempel.

4, TForfns rikedom pi exempel anse vi verka trottande pa eleverna.
Battre #r snarare ett for litet antal exempel, der eleven i stillet kan

rikna om igen exemplen, ifall s& skulle behofvas *,

* Anghende denna punkt se Bergii fortratflign afhandling i Aulins
pedagogiska tidskrift, angustibiftet for i dr.
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Om jag bortser frin vara olika asigter i pedagogiskt hanseende,
kan jag ej underlta att erkinna forfns bok sasom synnerligen framsta-
ende genom sina stringa pd definitioner grundade bevis for de aritme-
tiska satserna. '

2. Svensons rikneliira.

S. behandlar alla de i vira vanliga lirobocker forekommande upp-
gifter enligt eqvationsliran. Hans lirobok sammanfaller derfore med
laran om forsta gradens eqvationer med en obekant. Alla frigor be-
handlas pa nistan samma sitt. Den enkla och littfattliga metoden sit-
tor eleven hastigt i stdnd att r3 pd de forelagda problemen, och lifvar
honom, — den erbjuder onekligen stora-fordelar och kommer derfore utan
tvifvel att motse en Jang framtid. I sjelfva verket ir det denna metod,
som frén forstorelse raddat oss, som lart att rikna efter den gamla for-
vinda metoden.

3. Ljungzells riknetabeller.

Dessa synnerligen praktiska tabeller utgora till antalet tio med flere
underafdelningar. Man finner p& dem numeriska exempel ofver hela
aritmetiken fran och med tals uppskrifning; man far hir gora bekant-
skap med eqvationer af forsta, andra, ja till och med tredje graden
med en obekant. Man far hir tillfalle att brottas med uppgifter
af synnerligen vexlande innehdll: de rora sig kring bokhélleri, mekanil,’
akustik, optik, virmeldra, sammansatta rintor, planimetri och stereo-
metri. Tabellerna #ro synmerligen limpliga sasom en repetitionskurs i
matematikens och fysikens forsta element.

4. Wiemers rikneliira.

Denna lirobok har den stora fortjensten att vara liten med enkla
regler i korthet forklarade. Utom de vanliga raknesatten upptager forf.
liran om regula falsi med bevis. Vid regula de fxi begagnar han bada
metoderna, men foredrager dock den att g& till enheten. Borsproble-
men #ro ypperliga. Arbetet slutar med en liten proportionslira.

Vi tillita oss att mot boken gtra ett par anméirkningar.

1. Forklaringarne #ro ofta for knapphiindiga:. Vi vilja t. ex. .§ 19
pa sid. 14. Har siger forf.: <Vill man bringa ett helt tal till form af
brak med en gifven nimnare, t. ex. 8 till 5:te-delar, si multiplicerar
man det hela 8 med 5, hvaraf 40, och skrifver 5 sisom nimnare under
40, hvaraf £, som maste vara — 8, emedan man forst femfaldigat 8
och derefter af mangfalden tagit %, di talet 8 méste Aterkomma <. Rik-
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tigheten af detta forfaringssitt ar oméjlig att inse, derfore att forf. ur-
aktlatit att forut omnsimna och bevisa att ett brik kan uppfattas pd
tvinne sitt. Braket 4% t. ex, kan tolkas dels sisom fyratio femtedelar,
dels som femtedelen af 40.

2. Division bestimmer forf. sid. 9 endast att vara en delnings-
division. Vid utrikningen deremot behandlas detta slag af division
blott i forbighende, och vid redogorelsen for sittet att dividera siger
forf. i exemplet 329778 : 18 foljande: <Talet 18 i de tvd forsta siffror-
nas tal 82 gir 1 gang® o. s. v. utan att hafva férut pipekat detta slag
af division. I likhet mied Elowson pastar forf. division vara en fortsatt
subtraktion, oaktadt detta ej passar in pa annat #n det senare slaget af
division. I forfins séirskildt utgifna exempelsamling sidan 7 réra alla
de konkreta exemplen delningsdivision. Intet finnes pa det andra sla-
get af division. Vid liran om brdk deremot upptager forf. exempel pa
bada slagen af division.

5. Sme(ibergs skolaritmetik.

Denna lirobok forutsitter eleverna nagot for sig kommna i rikning,
innan de borja den samma. Bokens titel ifvensom exemplens natur an-

" tyda detta. Den har foljande pedagogiska fortjenster:

1. Forf undviker de manga reglerna, hvilka vanligen doda lusten
for studiet och for ofrigt latt glommas.

2. Exemplen #ro till stérsta delen konkreta och praktiska. S be-
réra somliga bodrilmingar, andra bergspringning, processer, intecknin-
gar, premielan m. m.

3. Nastan hilften af exemplen #ro hufvudrikningsexempel. De
skriftliga exemplen anser han bora i sin helhet tecknas, innan nigon
del af dem utriknas. .

4. Porf. skiljer skarpt mellan de tvd olika slagen af division, af

hvilka han"kallar det ena delningsdivision, det andra innehalls-
division*® .
) 5. Liran om decimalbrdk behandlar forf. i full dfvarensstimmelse
med den om hela tal. S& t. ex. vid division bestimmer han - & ett latt-
fattligt sitt siffrornas virde i qvoten utan att reducera divisorn till helt
tal eller gora den likndmnig med dividenden.

I foljande punkter skilja sig vira &sigter frin forfattarens.

1. En yngling har svirt att fa nagon ofversigt af de exempel som
kunna forekomma inom aritmetiken. Han skall mdjligen komma i for-
tviflan, d& han ser de ménga olika slagen. Forf. har nimnl. forst hela
tal, s& “sorter €, derpd decimalbrak och vanliga brak. Kommer si ett

* Nammnet hirledes af “innchalles“ ¢j af innehall.
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bihatig, innehillande} regula de tri-* och dermed besligtade frigor.
Vidare lofvar forf. att i en senare kurs behandla de efter sorter i vara
vanl. larobscker forekommande exempel.  Men ej nog hirmed: atskilliga
exempel anser han bora uppskjutas till den algebraiska undervisningen.

Dé nu forf. tagit till sin uppgift att behandla foretradesvis konkreta
exempel, och d4 fragor horande till sorter och regula de tri ej #ro an-
nat #n tillimpning af hela tal och brik pd métt, mal och vigt, si hora
“sorters“fragorna till hela tal och regula de tri-fiigorna till braklaran.
- Forf. behandlar saledes sorters-rikning pa tva stillen, dels i liran om
brak och dels sirskildt. Den yngling, som vill erdfra det aritmetiska
omradet, kommer derfore att med forf. till ciceron forestilla sig det
aritmetiska omradet minst dubbelt s stort som det i verkligheten &r.

2. Forf forvisar ur rikneboken exempel, som i vara algebraiska

lirobocker losas medelst eqvationer af forsta graden, oaktadt desse ocksd
ej &ro annat &n enkla tillimpningar af hela tal och brik, ofta littlostare
an de enkla regula de tri-exemplen.
8. Forf. har genom ett skarpsinnigt resonnemang reducerat delnings-
divisionen till innehalles-divisionen och derigenom undvikit nagot séir-
skildt behandlingssitt af det forra slaget division. Vi anse det for yng-
lingen littfattligare, om forf. behandlat ndgra exempel pé hegge sitten.
T. ex. Talet 468 skall divideras med 2.

Delningsdivision. Halften af 400 #r 200, hilften af 60 ar 80
0. 8. V.

Innehdlles-division. Tvd i fyrahnndra gir 200 ganger, tva i
60 gir 80 ganger o. s. v. I laran om brak med obenimnda tal behand-
~las delningsdivisionen , sisom om den #fven har kunde reduceras till in-
nehalles-divisionen, utan att forf. genom nigot resonnemang visat mij-
ligheten héraf.

Enligt hvad vi ofvan ndmnt utgtr forfattaren en formedlande brygga
mellan de bada i vér ofversigt omtalade standpunkterna. Vi anse myec-
ket utrittadt, om pd denna brygga anhiingarne af den asigt, der recep-
tiviteten foretriidesvis tagas i ansprak, lockades att ofvergd ill den an-
dra sidan **,

6. Cederbloms aritmetiska exempelsamling.

Denna omfattar hela tal och brik, forsta och andra gradens eqva-

* Forfns sitt att 1osa dessa fragor dr enkelt. Sa t. ex. skulle han
pa foljande fraga: “om fyra #pplen kosta 9 ore, hvad kosta 37¢ svara:
3 af 9 ore = 7 = 6% ore.

** Smedbergs raknebok dr fordelaktigh beddomd i julinumret af svenska
laroverkstidningen for i ar.

i’
;
;
i
;
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tioner med en och flere obekanta, logaritmer, plani- och stereometi.
I denna tidskrifts andra hifte forekomma nagra uppgifter (satserna 77—
80) ur denna aritmetik. Som man ser, &ro de synnerligen originella.

 Hans uppgifter berora frigor ur det praktiska lifvet, fysiken, kemien

m. m. . .
For att gifva ett begrepp om forfins pedagogiska stindpunkt gora vi
ur foretalet foljande utdrag.

«<«Pour bien instruire, il ne faut pas dire tout ce quon sait, mais
seulement ce qui convient 3 ceux qu'on instruit. € — — — D3 #nda-
malet med undervisningen icke far anses vara att lata lirjungen p& moj-
ligast korta tid genomgé ett visst antal exempel, utan i forsta rummet
att utbilda hans férmaga af eget tankearbete, att vicka hans intresse
for den vetenskap, hvari han undervisas, meddela honom lust och for-
méga att pi egen hand gi framit i demsamma, och anvinda den pa Ios-

‘ningen af fragor ur naturen och lifvet, s& bor ¢j kunna ifrigakomma att

uppstilla liroboken i form af korta reglor, uttryckta i ord eller formler,
for exemplens uppstillning och utrikning, hvilka derfore grupperas i vissa
afdelningar (“ex. pd enkel regula de tri€, “ex. pa intresserikning <
0. 5. V.), bvarje afdelning foregingen af en dylik regel. FEtt sadant sy-
stem bidrager mera att doda &n vicka lirjungens sjelfverksamhet, och

~ vid den matematiska undervisningen spelar denna en si vigtig rol, att

undervisningens gagnelighet for larjungens sjilsutveckling helt och hal-
let beror pa hwuvida liraven lyckas framkalla denna verksamhbet. Man
kan undervisa s&, att man ordentligh och fullstindigt ger besked i allt,
hvad till #mnet horer, si att lirjungen ej har annat att gora &n forhalla
sig passiv, da han utan sin forskyllan far i sig en hel hop vetande, om
han blott icke rent af undviker att hora hvad Iiraren yttrar. (Hura
mycket virde ett sadant inhemtadt vetande eger lemnar jag derhin.)
Men man kan afven undervisa pa ett annat sitt: man kan lemna alla
divekta forklaringar asido, och i stillet genom antydningar och fragor
forma lirjungen att sjelf uttinka dem; han blir d& ej langre en blott
passiv mottagare af lirarens tankar och idéer, utan han far vara men-
niska, far vara produktiv. Endast pd detta sitt blir hans vetande hans
eget, emedan det #r hans eget verk, om ocksd tillkommet under en
annans ledning. Francoew's yttrande, “T'auteur en disant tout ce qu'il
pense empéche le lecteur de pemser lui-méme #ger sin tillimpning ej
blott pa forfattaren och lisaren, utan dfven pd liraren och lirjungen.
Att lararen dock alltid maste yttra tilliickligh for att larjungen skall
kunna reda sig #r tydligt: han skall utveckla det gryende anlaget, men
¢j ‘taga det innu outvecklade i ansprak, som vore det den utbildade for-
magan: det vore att qvifva sjelfva mujligheten af en kraftig utveck-
ling.© — — —
Vi pnska forfattarens bok all mojlig framgang vid vara Liroverk,
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7. Guldbergs Opgaver i praktisk regning.

Boken, som trycktes redan 1865, omfattar uppgifter horande till
regula de tri, enkel- och sammansatt rinterikning m. m. samt opgaver
til 6velse i at opstille formler. Det &r intressant att se, huru denne
produktive och framstaende forf., som utgifvit lirobdcker i astronomi,
mekanik, nyare virmeteori och i ndstan alla delar af elementarmatema-
tiken, som lemnat flere bidrag till Tychsens danska tidskrift, och som
ar hufvudredaktor for Norges polytekniska tidskrift, i pedagogiskt hin-
seende hor till den skolan, der lirjungens sjelfverksamhet tages i ansprék
sa mycket som mojligh. Regula de tri-fragorna utriknar han medelst
att gi till enheten. Pa opgaverne til Gvelse i at opstille formler an-
gifva vi endast ett exempel. '

«“En skive har o inddelninger og er forsynet med to visere; den
ene tilbagelegger m delstrege i timen; den anden tilbagelegger n del-
strege i timen; hvor ofte delkke de hinanden?

Svar: hver time.

m—n

Det bor vara kirt for oss att blifva bekante med vart broderlands

ypperliga alster. o

8. Nordlunds riknesfningsexempel.

Denna bok anse vi vara ett pedagogiskt misterstycke. Den forra-
der i forf. en man, som satt sig in i barnets och ynglingens sitt att
tinka, #nda in i de minsta detaljer. Forf. borjar med att foresld en
sirskild ‘aritmetisk noga specificerad undervisnihgsmatriel, bestdende af
kulor, stickor, vigter, fotmatt, slantar, sedlar forestillande penningar
m. m., allt for att eleven stéindigt skall ha for sig saken hvarmed han
riknar, i stallet for att han annars ofta rikonar med tecknen (siffrorna,
bokstifverna). Hans exempel borja med uppgifter, som skola lira ath
uppfatta talen och sirskildt dekadsystemet. Léngre fram forekomma
uppgifter &fven angiende andra talsystem. Exemplen fortga fran enklare
anda till de sviraste exempel af forsta graden. Alla exempel &ro huf-
vudrakningsexempel. Taflan anlitas forst nir hufvudet ej riacker till até
sammanhalla de i uppgiften och derpd foljande berikningar forekom-
mande tal. Vid division har forf. uppgifter horande till begge slagen
division, s3 val vid hela tal som vid brak. Vid tals delning har han
uppgifter om delning i lika stora delar (vanlig division) och i olika de-
lar (hvartill hora bland annat de under namnet bolagsrikning vanligen
rubricerade exempel). Exemplen #ro ofverallt konkreta och praktiska,
bersrande frigor i lifvet (t. ex. rikningars uppstillande) och i naturen.
Sarskildt framhaller forf. vigten af att 13ta lirjungen sjelf hitta pd ni-
gra exempel af samma natur som dem han under lirarens ledning nyss
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genomgatt. For att gifva ett prof pd forfms metod, anfora vi foljande
fragor (se sid. 16 haftet 1):

“Huru ménga pappersark, hvilkas lanO'd och bredd #ro 1 fot atgd
for att ticka

a) ofre ytan af en bink, som #r 1 sting lang och 1 fot bred?

by ....... etbbord, ................ 2 fot bredt?

c) ett golf, som ar 1 sting 2 fot lingt och 9 fot bredt? <

Bland exemplen forekommer bland andra foljande (sid. 44 haftet 1):

“Forklara huru det &r mojligt att med blott 4 vigter, nimnligen
en ett-skalpundsvigt, en.tre-skalpundsvigt, en nio-skilpundsvigt och
en tjugusju-skalpundsvigt, viiga kroppar, som viga jemnt ett helt
antal skalpund fran och med 1 skalp. till och med 40 skilp.!<

- Detta intressanta exempel har jag forsta gngen sett i Gemma,
Friesii ar 1598 utgifna rilmebok. Der var det dock modifieradt sh-
lunda: »

“Uppgif fyra si beskaffade vigter, att med dem kan vigas
hvarje vigt frén 1 till och med 40; fem sidane, att med dem kan
vigas hvarje vigt fran 1 till och med 121; sex sidane, att med
dem kan viigas hvarje vigt frin 1 till och med 364 ¢, o. s. v.
Nordlunds bok forutsitter undangjord rakning med talen mellan 1

och 100, dr lamplig att begagnas i folk-, slojd- och elementarskolor.
Den &r, vi upprepa det #nnu en gang, ett pedagogiskt masterstycke.

9. Sievers riaknebok.

‘Denna bok, en bearbetning af Sass’ danska riknebok, ir enkel och
klar. Den ar indelad i 4 kurser.
Forsta kursen (9 sidor) omfattar fningsexempel pa talen 1—10,

andra . ... (B8SAA) L. e et e 1100,
tredje . . .. (ALSIAA) « v it 1—1000,
forde . . v (30 SIAA) vt vt e 1—10000.

Boken #r ammnad for nyborjare, ror sig omkring hela tal med till-
lampningar, innehdller inga regler. Redan sjelfva uppstallningen af bo-
kens hufvaddelar #r pedagogisk. Sivers’ metod att forst studera talen
mellan 1 till 10, att forst rikna addition, subtraktion, multiplikation
och division och tillhorande praktiska exempel med dessa sma tal, vin-
ner allt storre falt. I Stockholms folkskolor begagnas metoden. Jag
kiinner en privat, i pedagogiskt hinseende synnerligen framstiende, un-
dervisningsanstalt, hvarest for ett ar sedan de nyinkomna eleverna en
hel hosttermin i aritmetik sysselsattes med uppgifter, som rérde sig med
tal liggande eridast mellan 1 och 10. For den vinvigde synes det hardt
nir omojligh att sysselsitta elever si linge pi ett si litet omride, och
dock voro dessa lektioner genom lararinnans omvexlande och lattfattliga
exempel for lirjungarne i hog grad underhallande,
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- Sasom prof pa Sievers” metod anfora vi foljande:

Sid. 1. €141=2 Sid. 5. «3—=1x2+1

3+1=72¢ 9—92+24 ¢

Sid. 128. <Om Luudberg har for en hiist hafre nog for 28 veckor,
i huru ménga dagar har han d3 for 14 histar?

Boken innehaller kanske for minga abstrakta exempel i forhallande
till .de konkreta. Att Sievers #r en frimling, forrider han pi nagra
stallen i sina pluralbildningar. 83 siger han (sid. 62) 8 val i st. £. 3
valar, (sid. 66) ett halft skock, (sid. 132) 6 skock i st. f. en half skock,
6 skockar. )

Boken #r god.

10. Hansens billedregnebog for smaabsrn.

For att gifva begrepp om talet 1, har forf. uppritat ett streck, en punkt, en
tupp och en hast.

fre e e e 2, e 2 streck, tva punkter,
tva hastar.
......... e e B, .. bstreck, handens 5 fin-
gi‘ar, 5 svin, 5 blom-
) krukor.
................. 10,......... 10streck, enruta=dessa

streck tillsammantagne,
alla tio fingrarne.
Medelst sidane figurer meddelar forf. undervisning i de fyra rikne-
sitten. )
Efter hvad jag hort, lir en svensk forliggare vara betinkt pé att
utgifva en bearbetning af denna lilla glidtiga jbilderraknebok. Vi tnska

boken god afsittning.
F. W. HurmMax.
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AFDELNING 1.

Svenska aritmetikens historia.

; Af F. W. HULTMAN.
¥ : (Forts. fr. sid. 154).

3. AEGIDIUS AURELIUS*, Upsal

Af denna aritmetik hafva utkommit atminstone 8 upp-
lagor, en pa latin och 7 pa svenska. Den forsta har till
. titel: Arithmetice practice libri duo, studio et opera Aeg.
t - Aurelii Upsal., quibus isagoge numeri figurati, logistices
: sexagenari@, praxis italice ad scientiam motuum ceelestium
i; ~ mnecessarie adjecta est; mec non quastiuncul® varie, quibus
v “tam integrorum quam fractorum numerorum usus exacte .

L et

* Ur Biografiskt lexikon meddela vi foljande om denne man:

Vi kéinna om denne for sin tid mirklige skriftstillare blott det, att
han var uppsaliensare, blef forst rector schole i Upsala, sedan syndi-
cus i Stockholm. Han synes ha lefvat under Johan IIls, Sigismunds,
Karl IX:s, Gustaf Adolfs och Kristinas, kanske in i Karl Gustafs rege-
ringstider. Hans arbeten utgora hufvudsakligen virderade lirobscker fran

- och med 1614 till och med 1647; de omfattade flere undervisningsgre-
: nar, sésom aritmetik, retorik, grammatik och religion. I afseende pﬁ
¢ den sist namnda synes han aktat uppbyggelsen mer &n begreppsinskiirp-
: ningen.

Hans utgifna arbeten #ro:
b 1. Arithmetica, minst 8 upplagor (1614—1705), tryckta 5 i Up-
sala, 2 i Stockholm och en i Strengnis.

16
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ostenditur. Ups. 1614. Deraf utkom en ofversiittning i
Upsala samma ar. Der utkommo ock upplzigorna af 1628%*,
1633 och 1642. - Upplagan af &r 1655 &r utgifven i Stock-
holm, den af &r 1671 i Strengnds samt den af 1705 (ut-
gifven af Joh. Fr. Ulrik) i Stockholm. De fem upplagorna
af dren 1633—1705 hafva till titel: Arithmetica eller Rik-
nebook, medh heele och brutne Taal, pé nytt 6fuersedd och
medh lustige och skdne Exempel forbittrat af Aeg. Aure-
lius Holmens. Secret. 11 ark 8:0 utan paginering. Alla
hafva de pa titelbladet foljande motto p& daliga hexame-
trar:

Ad Oedipum.
Ter tria sunt septem, septem sex, sex quoque tres sunt:
Octo dant quatuor: quatuor faciunt tibi septem.
Hec bene si numeres, faciunt tibi milia quinque **,

Petri Rami forelasningar). ‘
3. Then Tydska Theologia forsvenskat.  Upps. 1617 (med Luthers -
foretal).
4. Grammatica Tideri, aucta appendme syntaxeos et prosochaa
Stockh. 1635.
5. K. David Penitenz eller the 7 Penitenzpsalmerna. Stockholm
1620 och 1640. .
6. Barna Biblia. Stockholm 1642. Synes ock ha blifvit utgifven, .-
pa latin, tyska och finska. 3
7. Calendarium novum cconomicum 1644—64 (om Gudi téckes -,
med verldens #nde s& lange fordroja), til Stockholms horizont - +
stalt. : -
8. Phosphorus, thet #r: En ritt Leedsagare til then sanna Chri-
stendomen. Stockh. 1647. ; ;
* Upplagan 1628 finnes pa Skara bibliotek. Denna upplaga, upp-
lagorna af 1655 och 1671, #fvensom de bada af &r 1614 har jag al-
drig sett. De tre ofriga upplagorna deremot har jag studerat pa.K. bi-
blioteket 1 Stockholm.
**# Tller pa svenska: <3 ginger 3 &r 7; 7 #r 6, men 6 Hr ocksd
3; 8 gifver 4, och 4 gor 7; om man vil riknar detta, erhdller man
5000.¢ — Jag skulle vara sypnerligen tacksam, om nigon af tidskriftens
lisare kunde gifva mig Iosningen pa demna gita.

Lo 4,2: \"

~t
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2. Audomaci Talei Rhetorica Ramma. Sthlm 1615 (troligen enli“g T
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Inunder dessa versar férekommer féljande lilla tafla:

> w

1
.b.
9

N~ &

Upplagan af 4r 1633 &r tillegnad borgmistare och rid
samt kopménnen och borgerskapet i Stockholm.

Ofvan staende hexametrars bet;delse har jag fafangt
skt utgrunda och har ej i boken pd nagot stille funnit
ens en-antydan derom. Hvad ater figuren eller taflan un-
der dem betriffar, loser den det problemet att uppstilla
siffrorna fran 1-till och med 9 i 3 rader under hvarandra
sé, att siffrornas summa i hvarje rad, tagen vagritt, lod-
ritt eller snedt fran horn till hérn, utgor 15.

Alla upplagor efter 1633 dro i det nirmaste ofdrin-
drade. Forandringarna bestd endast i nagra religiésa be-
traktelser, tillsatta hidr och der. S& t. ex. inledas i de se-
nare upplagorna addition och subtraktion med foljande
vers: :
Hvad en flitig fader adderar,
En olydig son det subtraherar.

Multiplikation och division hafva till ingangsvers:

Fastin en menniskas dgodel blifver multiplicerad,
'_Ar ej Guds vilsignelse hos, si varder den dividerad.

Aurelius &r den forste, som utgifvit en riknebok pa
vart modersmal. Hans bok blef ock derfére med sadan be-
garlighet mottagen och fortfarande bibehallen, att hon un-
der ett- helt sekel begagnades sasom lérobok i Sveriges sko-
lor, en #ra som knappast tillfallit nagon annan liroboks
forfattare. Att boken under en si liang tidrymd kunde
gvarsta som ldrobok och ej uttringdes af bittre under se-
nare hilften af 1600-talet utgifna, ar si mycket mirkvir-
digare, som de senare upplagorna ej tillegnade sig de fram-
steg som rikneliran under detta tidehvarf gjorde. Icke
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heller 4r hans bok i pedagogiskt hinseende utmérkt. Langt
derifran! I henne sparas ej ens ett bemodande att forklara
de i sig sjelfva ytterst knapphindiga och svarfattliga reg-
lerna. Sjelfva mottot pa boken — de hemlighetsfulla ver-
serne — hintyder pa rikneldran sasom nagot synnerligen
underbart, i det den ldrer att lsa sa obegripliga gator och
hvilka dertill tyckas innebdra motséigelser. Men, sdsom
nyss dr nimndt, bokens ovanliga framgang kom sig deraf,
att hon var den forsta pa, svenska utgifna ridknebok. 1
stillet for att vara forfider i Rami, Buscheri-Bothvidi,

Gemmas, Clavii och Bures ridknebdcker fingo rikna med

coronatk, franci, joachimici, grossi, gyllen m. m. patriffade
de hir sina gamla bekanta daler, mark,.6ren, fyrkar; hir
fingo de rikna med skalpund, lod, kannor, kast, dussin,
ris m. m., kortligen: de fingo réra sig med sidana matt,
m&l och vigter, hvilka forekommo i deras hvardagslif. Der-
till hade Aurelius i sitt arbete upptagit liran att riikna
medelst rdknepenningar, hvilken rdkning genom sin hand-
gripliga enkelhet ersitter det bristfilliga i begreppsbestim-
ningar, forklaringar och uttryck.

Aurelii riknebok karakteriseras for ofrigt bist, da j Jag
siger, att han f6ljt Ramus * i det hufvudsakligaste, ehuru
han.saknar Rami reda och skdrpa. Han har ett nytt rik-
nesiitt, kalladt regula cacis sew virginum, hvilket sedermera
forekommer i flere svenska riknebocker under detta namn.
Hit hora sadana exempel, der antalet obekanta &r stdrre
in motsvarande uppgifter och der deras bestimmande mdj-
liggéres endast derigenom att de obekanta skola vara hela
tal **.  Orsaken till namnet »jungfruregeln» kénner jag ej,
om ej namnet kan hirleda sig af det forsta exemplet, som
behandlas i detta slag af rdkning, hvilket till nagon del

* Rami inflytande pa tidehvarfvet och sirskildt hans auktoritet for
Aurelius visar sig bland annat ocksd deraf, att Aurelius utgifvit Rami
forelasningar i retorik.

** Man kallar numera de eqvationer, medelst hvxlka. man loser s~

dana fragor, diofantiska,
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handlar om jungfrur. Vi skola nedanfire anfora detta exem-
pel. Hans bok afslutas, liksom Gemma Friesii, med »kon-
stiga, lustiga och kortvilliga fragor, hvilka man ibland
sillskap bruka kan», Bland dessa férekommer ett bekant
exempel om en skeppare, som vid en storm genom lottning
stilde sa till, att alla om bord befintlige judar blefvo ka-
stade 6fver bord. Efter denna allminna redogorelse vilja
vi framstdlla nagra exempel ur Aurelii aritmetik.

Subtractio eller Subductio. Hon larer, huru man ett
tal af det andra aftaga eller afkorta skall, p& det man
kan fornimma, hvad som rester eller ofverblifver.

Ex. En apotekare koper ett skepp af en indiansk
kopman med allehanda speceri och dyrbara kryddor och
gifver derfore 3452 daler 29 dre 2 fyrkar. Nu hafver han
bade skepp och gods enom androm kopman igen forsalt for
7989 daler 5 6re och 1 fyrk. Huru mycket hafver han
derpd vunnit? Facit. 4536 daler 7 ore 3 fyrkar.

Aurelius utfér rikningen medelst rdknepenningar pa
féljande sitt:

Q
—0-0 — |~0~0-0-0-}]—]—| l~0-0-0-0 _
o [=} o
—0-0-0—0 —~0-0-0-0-|——
=] : [=]
—0-0~0 —0-0-0—|—|—| |—o-0-0o—]—/|—
° ° o o o °
-0-0-0-0 o~ '-0-0-0-0 '——0-! '—o0-0 0—
—-0—0-0-0 —0-0-0-0
[=] [=]
—0—0—0—} — —0-0-0
o (=} =] (o]
0 0-0-0 —0 —0 0-0 0-0-0—

Man har att iakttaga, att 1 daler = 32 ore, en* Gre
4 fyrkar. I denna tafla forekomma efter hvarandra talen

* Liasaren behagade mirka, att det pa demna tiden hette en ore,
tva ore, ej ett ore, sasom nu for tiden.
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(7989, 5, 1), (4989, 5, 1), (4537, 5, 1), (4536, 8, 1),
(4536, 7, 3). Som man ser, skiljer sig Aurelius frin Si-
liceo derutinnan, att han bérjar med de stora talen och
slutar med de sma. Siliceo gér tvirtom.

Multiplikation larer huru man ett tal mangfaldigt gora
skall. :

Ex. TUti en by bo tillsamman 9 bénder, hvardera har
8 ‘hanar, hvar hane hafver 9 hdnor med sig, och hvar héna
hafver 16 kycklingar. Nu vill jag gerna veta, huru minga
kycklingar der #ro. Facit 10368.

Division larer huru man ett tal ritt afdela och utskifta

skall. : :
Ex. En begir veta, huru manga daler 1340 mark

gora. Facit 335 daler.
Anm. En daler ir 4 mark.

Med rdknepenningar utriknas exemplet enligt f6ljande

schema:

—0-0-0—| |~0-0-0—| 0-0-0— —0-0-0—|—0—

—0—0—0-0- 0-0-0-0-|, |—————|-0-0-0-0~

| ' I
-0-0-0—|—o——| [|[-0—0-0—}———| |—0-0-0—f— !
|
—0-0-0—}-0-0-0-0~| |—0—0-0—|]—0-0—| [—0-0-0— |
[=]

hvarest man efter hvarandra finner talen: (0, 1340), (300,
1340), (300, 140), (330, 140), (330, 20), (335, 0).

Med siffror utférd ser rikningen ut pd foljande sitt:

12
1340 (335
444
1220
12
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Divisorn 4 #r uppskrifven 3 séirskilda ganger under
dividenden 1340, partialprodukterna 12, 12, 20 std nedan-
for divisorn samt resterna 1 och 2 ofvanfér dividenden. Se
for ofrigt Ramus och Clavius.

Brak. Det, som blifver 6fver vid division, kallar man
brak eller brutet tal.

Af decimalbrak finnes ej ett spar, e¢j ens i upplagan
af 1705,

Regula de tri utfores enligt regeln: »multiplicera det
andra och det tredje talet, och hvad deraf kommer, skall
med det forsta afdeladt blifva.» '

Vidare foljer den afviga regula de tri (regula inversa),
regula dupli, sdllskapsregeln, der vi patriffa exemplet om
Titli testamente till sin hafvande hustru *, de gamles egen-
domliga regula alligationis (se Clavius).

I progressio arithmetica har han tre regler, en for att
finna det yttersta talet och en for att finna »det medlersta»
(s& kallar han antalet). Vi vilja som prof pa hans regler
anféra den sista. ‘

» Det medlersta talet, som midt uti progressionen star,
skall du siledes igen finna: tag det forsta talet af det si-
sta; hvad ofverblifver, skall du dividera med progressionens
skilfaing. Nar du till qvoten 1 adderar, sd hafver du det

" medlersta talet.»

Ex. att finna summan. Sasom en affirdigar ett bud
till Geste ifrin Upsala, deremellan #ro 16 mil; gifver ho-
nom for den forste milen en gammal ortug, for den andre
halfannan &re, for den tredje 2 ore och en fyrk och for
den fjerde 3 6re, och si vidare okades pa hvar mil 3 fyr-
kar. Huru mycket fir han for den ytterste, sasom ock
hvad léper hela summan som han fortjent hafver? Facit.

* Qe under Bothvidi sid. 157. Exemplet forekommer redan hos
Gemma.
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12 6re for den ytterste milen, summan &r 3 daler och 6
ore. R
Regula excis sive virginum.

Utan vidare forklaring borjar Aurelius salunda:

»TUti denna regula skall man siledes procedera. Sitt
mantalet vid den venstra handenm, och hvad fértirdt #r
skall sdttas vid hogra handen. Item, midtuti skall hvar
person sidrdeles samt deras utlagde penningar sittas. Se-

dan skall man resolvera alla utlagde penningar till det

minsta myntet som man hafver; derndst skall man ock
multiplicera det mindre myntet med personernas summa;
hvad deraf kommer, skall subtraheras af de fortirda pen-
ningar, det 6friga skall sittas afsides. Sist skall du alltid
subtrahera det minsta talet fran det stdrsta; och det som
dr ofver skall vara delaren. Nir det skedt dr, sa tag det
ofverblifna talet och dela det i ndgra vissa delar, hvilka
du jemnt afdela kan med de smi delarne, si att der intet
brutet tal vidhénger, eljest star det snopligt, att man halfva
personer framstilla kan.» "

Efter denna regel, hvilken i afseende pa tydlighet in-
galunda 4r nagot misterstycke, kommer foljande exempel,
som handlar om jungfrur:

»Uti ett virdshus gista 30 personer tillhopa, de hafva
fortdrt 6 mark ringare * 2 6re. Nir en mansperson lagger
ut b ore, sa gifver en hustru 3 6re och en piga 1 ére. Nu
spdrs hir, huru manga mén, hustrur och pigor i synnerhet
uti samma virdshus varit hafva.»

Utrskningens ging enligt nyss nimnda regel &r fol-

jande:
»46 5 | 4 personer 2 min,

30 32 . 30 4 qvinnor,
16 1 24 pigor.
Sig alltsa: en gdng 30, det &r 30, dem subtrahera af

* Af sammanhanget framgar, att hirmed menas: minskadt med
(minus), alldenstund 6 mark ringare 2 gre — 46 ore = (6.8—2) ore.
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46 Ore, rester 16. Det &r det tal, som delas skall. Se-
"g~ 1 af 5., restex 4. Ttem 1 af 3, rester 2. Dessa

oL tva aro’ “delare. Ta(r hu de forre 16 och dela honom uti

tva delar, s att du Jemnt dividere kan med 4 och 2, li-
kasom ‘8 ‘och &; det forsta dela med 4 och det sista med
2, s& finner en 2 min 4 gvinnor.»

Vi anféra pa jungfruregeln dnnu ett exempel:

»En man vill gora brollop &t sin dotter, sédnder sin
dring ut med 100 daler. Derfore skall han kiopa 100 styc-
ken bosl’{ap, oxar, svin, far och giss. For en oxe gifver

~han 4 dalel, for hvart svin 2 daler, for ett far 3 mark

- oul for en godd gds 2 mark. Nu spérs, huru manga styc-
“af hvart: ~slag bekommit hafver. Facit. 10 oxar,

400 .200 . 4 | 14 100

200 2| 6 4
RS 3| 1 400
5 _

Géngen &r: 2.100.=.200; 400 — 200 = 2004 200 delas
i 3 delar, s& att den forsta kan delas med 14, den andra
med 6, den tredje med 1, t. ex. 140, 24, 36.

Vi vilja-stka forklaringen till detta forfaringssiitt.

Lat hvarje person i grupperna 4,, A4,, ... 4,
gifva ut respektive .. ....... Qs Gyy o o v Oy,
och lat grupperna vara ordnade si, att @, #r minst. Lat
vidare antalet personer i dessa grupper vara respektive

: . Zyy Zyy o oo Tny
samt summan af alla personerna = N och summan af alla
utgifterna = S. D& har man enligt uppgiften:

C By + By Oy + TyOy F s F 0, = S,
T, +& @ F...t+@, = N
G‘renom eliminering af @, erhalles:
' ; av‘—ai)+ +xn(a,, a)=8S— a1

; att’ ﬁnnalde (n 1) obekanta Loy Ly oo Tny skall
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man saledes sonderdela S-am i (n—1) delar, hvilka #ro
delbara med respektive

Ay— @y Ag— Gy o oo Gy— 0,
hvilket just &r den regel, som Aurelius i dunkla ordalag
uppgifvit.

Tillimpa vi denna regel pad det forra exemplet, si
finna vi, emedan 16 ldinpligen kan uppdelas i 16 och 0,
12 och 4, 8 och 8, foljande mdojligheter:

I vérdshuset hafva varit antingen 0 min, 8 qvinnor, 22 pigor,
eller 1 » 6 » 23 »

eller 2 » 4 » 24 »
eller 3 » 2 o> 25 »
eller.4 » O » 26 ».

Tillimpas ater regeln pa det senare exemplet, erhallas
icke mindre &n 177 méjliga system, af hvilka vi blott upp-
taga tvenne: :

1) 0 oxar, 33 svin, 2 far och 65 giss,
2) 7 » 2 » 90 » » 1 gas.

Efter jungfruregeln foljer rotutdragning och regula falsi
med ett och 2 antaganden, hvilka losas pd samma sitt
som hos Clavius sid. 64. Hir forekommer exemplet angé-
ende Alexander och Klytus, vidare det om Hieros krona,
hvilket vi nu framstilla: '

Ex. 1. pd regula falsi *. Vitruvius beréttar i det tredje
kapitlet ‘af sin nionde bok, att konung Hiero beslutit gifva
sina gudar en krona af rent guld. Han uppdrog &t en
guldsmed att forfirdiga den. Men denne tog, sasom ofta

* Exemplet #r framstildt sidant det forekommer hos Gemma Frie-
sius (¥ 1555). Vi se af hans antaganden angiende det vatten, som
flot ofver kanten, d& guld och silfver nedsinktes i ett karl fullt med
vatten, att han ej hade begrepp om guldets och silfrets egentliga vigt.
Enligt hans uppgifter skulle guldets egentliga vigt vara £ = 1,67 och

silfrets 15;: 1,11 i st f talen 19,26 och 10,47. Enligt Aurelius skulle
T

forhillandet mellan guldets och silfrets egentliga vigter vara sisom 8
till 2.
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hinder, en del guld och tillsatte i stéllet lika mycket silf-
ver. Utan att skada den redan férdiga kronan upptécker
syrakusanaren Arkimedes stdlden pa foljande sdtt. Han
skaffade sig en massa rent guld af samma vigt som kro-
nan, likaledes en ‘massa rent silfver. Sedermera nedsinkte
han dem den ena efter den andra i ett kirl fullt med vat-
ten och viigde pa det sorgfilligaste det afrinnande vattnet.
Hiéraf upptickte Arkimedes, huru mycket guld och huru
mycket silfver kronan innehsll. Vitruvius siger ingenting
vidare.

Vi vilja antaga att kronan vigde 5 #; att, di guld-
massan nedséinktes, 3 & vatten flot 6fver kanten, men d§
kronan nedsinktes 31 ¢, samt d& silfret nedsinktes 4% .
Svar 4‘ @ guld och & & silfver.

Ex 2. En ung person méter nagra jungfrur tillsam-
man, helsar dem sédlunda: gar i frid, I hundrade tillsam-
mans! Svarade en af dem och sade: vi dre icke sa manga,
utan om vi #nnu vore hir till s& manga och en halfpart
och + och 12 dertill, si vore vi alle 67. Nu spérs hir,
huru manga jungfrurna voro, Svar: 20.

Aurelii.bok afslutas med sju s. k. korollarier (»lustiga
sillskapsfragor»). Vi framstilla en:

En venedisk kdpman fraktar ett skepp till Neapolis,
till honom komma 15 kristne och 15 judar och fortinga
sig med honom &6fver hafvet. Nir de kommo ut, da vixte
en hufvudstorm i sjon, att skepparen begynte tvifla om de-
ras vilfird, och sa framt mesta delen af godset och half-
parten af folket icke 6fver bord kastades, da maste de alla
samtlige i grund forgds. Hér begynna de radsla och stilla
uti skepparens magt, att han dem uti en ring stilla skulle
och hvar nionde person &fver bord kasta, och lite honom
sa begynna att rikna pa hvilken han forst ville, till dess
15 voro utkastade. Den fromme* skepparen ville gerna

* Kursiveﬁngen ar gjord af den, som skrifver historiken.
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skona de kristne, hvar méjligt vore, och laga sé, att lot-
ten alltid foll pa judarne, att hvar 9:de, som utkastades,
skulle vara en jude. Och blefvo saledes alle 15 judar om
halsen och de kristne behallne. Nu ma en gerna veta,
huruledes han dem i ordning stillt hafver. :

Svaret finnes af vokalerna i minnesversen:

Populeam virgam mater regina ferebat,
hvarest a=1, e=2, =3, o=4, u=25. . »

Man skall saledes uppstilla forst 4(= o) kristna, sedan
5(= u) judar o. s. V. »

Skulle hvar tionde hafva kastats Gfver bord, skulle de
hafva uppstalts enligt vokalerna i minnesversen;

Rex Paphi cum gente bona dat signa serena. :
(Forts.)

Satserna 56 och 59 (E. Lundberg) samt 36_(K. Wicksell),

losta af E. M. FRYKBERG.
Elev vid Teknologiska Institutet.

. 5 5 » 5 ...
56. Los eqvationen /1 =32®++/362°—1 = 3/27,
5 '
Genom att ofverallt dividera med. /z* erhélles
5 —_— b .
1 1
Ve R EE RV

Sitter man hir
. . 1
VERTE %

[ —

» N33 — 2% = 3—z. »
Upphojes denna eqvation till b' digniteten, fas
2 =62+ 18— 272 + 14 = 0.

blifver
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Genom att ligga 2> till hvardera ledet, blir det ven-
stra en jemn qvadrat, och man erhaller foljande eqvation:

(=34 9 = 2

eller, genom rotutdragning ur bada leden,

22=3z+ 4 = =%,
hvaraf
2 1 35
z={1 - , och saledes — ={ 4 -
1§324/19.4/-1} 1§39+ 594/19-4/-1},

hvilka vérden tillfyllestgéra eqvationen.

59. Lat KA vara utdragen till O, gér 40 = OE och

sammanbind O med B och C, och lat AF raka BI och
BC i M och N. Emedan AO # CE, si ir CO// AE, och
emedan -A ENC= A BNM och A AEC = A IBC, si ir
A BMN = A ECN = R; alltsd BI vinkelrittmot AE och
saledes dfven vinkelrdt mot CO.
. Pa samma sitt bevisas att CF &r vinkelrit mot BO.
OL idr ocksd vinkelrit mot BC. Foljaktligen sammanfalla
linierna BI, CF, OL med de tre héjderna i triangeln
BOC; och saledes maste BI och CF rakas pa perpendikeln
AL. H. s. b

36 *. Lat punkterna E, D, F vara tagna pa sidorna

AC, BC, AB i A ABC sa, att AE—--—AC CD—lBC’

och BF = —AB 1at v1dare AD réka BE i G och CFi

H, och lit CF och BE raka hvarandra i 1. Drag EK//
BC tills den rakar 4D i K.

- Emedan EK //CD, saér CD: EK = AC: AE =n:1;
vidare 4r BD:CD =n—-1:1, alltsa BD: EK = BG: EG

* Denna sats #r ifven lost af P. W. Almquist,
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=n(n—1):1, hvaraf foljer att BE: EG=1+nn~-1):1
= A ABE: A AEG och sadledes

1 1 1
P4 samma sitt bevisas att A CDH och A BFI aro
1 1
hvardera = i+—n(ﬁ:-f) v A ABC.

Vidare dr A GHI = A ABC— A ABE — A ACD
— ABCF + AN AEG + A BFI + A CDH = A ABC

3 . 3 1 - |
- A ABC + e A ABC v A GHI
_ =27
= Tinmo1) A 4BC

Sittes n = 3, s& blir A GHI =+ A ABC.

Satserna 44—b51 (A. E. Hellgren), 77 (J. E. Cederblom),
samt 98 (C. E. Lundstrom), |

losta af lojtnant P. W. ALMQUIST.

44. Emedan vinklarne ADE och B tillsammans ut-
' gbra 2 rita, si kan en cirkel uppritas, som gar genom
alla fyra punkterna A4, B, E och D, och de tangenter,
som fran C kunna dragas till de bigar af denna cirkel,
hvilka std pa styckena AD och BE, #ro lika stora. Men
alla tangenter, som kunna dragas fran C till cirkelbagar
pd AD é&ro sins emellan lika stora, emedan de alla dro
medelproportionaler till AC och CD, och alla tangenter,
som dragas fran C till cirkelbagar pa BE &ro medelpro-
portionaler till BC och CE, och siledes dfven sins emellan
lika stora. Alla de férra tangenterna &ro derfére ocksa
lika med alla de senare, h. s, b,
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45% TLat A och B vara de gifna medelpunkterna.
Emedan tvenne cirklars gemensamma (yttre) tangent (styc-
ket mellan tangeringspunkterna) &r katet i en rédtvinklig
triangel, hvars hypotenusa #r afstindet emellan medelpunk-
terna och hvars andra katet utgdr skilnaden emellan cirk-
larnes radier, sa& upprita pd 4B en halfcirkel och aptera
i densamma fran A en korda AC af samma ldngd, som
den gifna gemensamma tangenten, si blir afstindet BC
lika med skilnaden emellan de sdkta cirklarnes radier. Ut-

drag nu BC at C till D, sa att BD blir lika med samma

radiers gifna summa, och skir CD midt i tu i &, sa
blifva BE och ED de sokta radierna.

Anm. Emedan tvenne cirklars gemensamma inre tan-
gent (stycket emellan tangeringspunkterna) &r katet i en
ratvinklig triangel, hvars hypotenusa #r afstindet emellan
medelpunkterna och hvars andra katet utgér summan af
cirklarnes radier, sa finner man ock litt 16sningen till det,
problem, som erhilles, om i denna sats or§et »summa».
utbytes mot »skilnad».

46. Lemma. Att pd en gifven rdt linie finna en punkt
sd beligen, att’ skilnaden emellan dess afstind frin tvenne
gifna punkier dr lika ned én-gifven rdt linie.

For korthetens skull antaga«vi, att losningen af denna
sats dr kind **, '

" % Sats 45 ar Hfven 1ost af Erik.

** Denna sats reduceras litt till foljande: att konstruera en cirkel,
som har sin medelpunkt pd en gifven rit linie, gir genom en gifven
punkt och tangerar en gifven cirkel ; hvilket &ter 16ses pa foljande enkla sitt.

Upprita en godtycklig cirkel, som har sin medelpunkt pa den gifna
linien, som gir genom den gifna punkten och som skiir den gifna cir-

* keln, samt uppdrag dessa bida cirklars gemensamma korda. Drag vi-

dare genom den gifna punkten en rét linie vinkelrait mot den gifna L-
nien. och tag skirningspunkten mellan denna linie och den nyss dragna
gemensamma kordan, samt drag frin denna skirningspunkt en tangent
till den gifna cirkeln. Tangeringspunkten emellan denna tangent och den
gifna cirkeln &r tillika tangeringspunkt emellan den gifna cirkeln och
den stkta, hvilken derefter latt uppritas.
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B

Lit di 4 och B vara de begge gifna medelpunkterna

~och uppdrag en rdt linie CD, som &r parallel med 4B

och hvars afstand fran AB 4r lika med halfva lingden af
den gemensamma kordan, si maste de stkta cirklarnes ena
skdrningspunkt infalla pA CD. Emedan vi vidare kénna
langden af den gemensamma (yttre) tangenten, sa ir ock
skilnaden emellan de sbkta ecirklarnes radier kind. (Se
losningen af foregdende sats). Tag derfore pa linien CD
en punkt F, sa beligen, att skilnaden emellan dess af-
stand fran de gifna medelpunkterna #r lika med skilnaden
emellan de sdkta cirklarnes radier, sa 4r % den ena af
dessa, cirklars skdrningspunkter,

47. Vi antaga sdsom kéndt, att tvenne cirklars gemen-
samma korda delar den gemensamma tangenten midt © tu.

Lat da A och B vara de begge gifna medelpunkterna
och upprlta kring den ena af dem (lat vara A) en cirkel,
hvars 1adale@r lika med det gifna afstandet, si maste den
i satsen omtalade vinkelspetsen infalla pa denna cirkel.
Upprita sedan pa AB en halfcirkel och aptera i densamma
frain 4 eller B en korda, hvars‘ vmkel med AB &r kom-
plement till den gifna vinkeln, $& dr denna korda sida i
en rektangel, hvars motstaeﬂt&é sida’ utgoéres af den gemen-
samma tangenten. Skix® grfore denng korda midt i tu och
drag genom skérningspunkien, &t motsatt sida om kordan
i forhallande till 4B en rat linie, som #r vinkelrdt mot
kordan, sd maste denna linie 4fven skira den gemensamma
tangenten midt i tu, och gar derfore genom den i satsen
omnidmnda vinkelspetsen, hvilken saledes sammanfaller med
skdrningspunkten emellan denna linie och den kring 4 upp-
-ritade cirkeln. Drag sedan genom denna skirningspunkt
en Tt linie parallel med kordan, si &r denna linie de sokta
cirklarnes gemensamma tangent, hvarefter cirklarne Ilitt
uppritas.

48. - Upprita pad 4B en halfcirkel och aptera i den-
samma frin B eén korda BF, hvars lingd ar lika med

s
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CD, samt utdrag denna korda at B till @, si att BG
blir lika med DE. Drag genom G en rit linie vinkelrit
mot B@Q, s& skir denna linie linien AB i punkten E, och
drag sedan genom [ en rit linie parallel med FG, s& &r
denna linie de stkta cirklarnes gemensamma tangent, hvar-
efter dessa litt uppritas. :

49 *, Afsitt fran A pa vinkelbenen styckena AC och
AD, si att AC #r dubbelt sa stor som AD, si delas li-
nien CD af den gifna vinkelns bissektrice i tvenne sddana
delar, att den ena delen &r dubbelt si stor som den an-
dra. Inpassa sedan linien B parallelt med CD, sa delas
ifven B af bissektricen p& samma sitt.

50.. Afsitt fran spetsen A & det ena.vinkelbenet ett
godtyckligt stycke 4B och upprita en cirkel med 4B till
diameter. Utdrag AB &t 4 till C, sa att AC blir hilften
af AB, och upprita pd BC som diameter en cirkel, som
skir det andra vinkelbenet i D). Linien BD skires da i
punkten £ af den pd AB uppritade cirkeln i tvenne sidana
delar, att den ena delen #r dubbelt sa stor som den an-
dra, och om punkten £ sammanbindes med A4, s& &r vin-
keln AEB rit. Inpassa sedan den gifna rita linien pa-
rallelt med BD, sa ar den ocksd vinkelrit mot AE och
skidres af honom i tvenne sadana delar, att den ena delen
dr dubbelt si stor som den andra.

51. Betecknas den sokta sekantens hela lingd med @
samt lingden af den tangent, som kan dragas fran den
gifna punkten till den gifna cirkeln med [, sa &r

eller -
z? = 2%

hvaraf hirledes foljande konstruktion.

* Afven lost af Erik.
17
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Lat A vara den gifna punkten och drag fran A till
den gifna cirkeln en tangent AZB samt genom tangerings-
punkten B en rit linie BC vinkelrit emot och lika stor
med AB. Tag sedan A till medelpunkt och drag en cir-
kel, som gar genom C och skir den gifna cirkeln i D,
sd #r AD den sékta sekanten.

77. Lat W vara den vattenmingd, som rymmes i
dammen, V den vattenmingd, som tillflodet medfsr per
timme, v den vattenmingd, som hvarje histkraft forbrukar
per timme, samt x det stkta antalet spindlar, s& har man

féljande eqvationer :

1 L
—’——=’W+6.2§
v v
+w 1 w Vv
b = =
v 170
* _ ¥
100 v

I de tva forsta eqvationerna angifva begge membra
det antal histkrafter, som erfordras for drifvande af alla
de gamla verken, och den tredje eqvationen uttrycker, att
det antal hastkrafter, som erfordras for drifvandet af det
nya spinneriet, icke dfverstiger det, som lemnas af tillflo-
det ensamt, hvilket dr nodvindigt, for att spinneriet skall
kunna ga oafbrutet. Ur dessa eqvationer kunna qvantite-

w Vo .. .. .
terna — och — eliminineras, hvarigenom man far
v v

= 4000.

98. «) Ar C den gifna vinkeln, 2p perimetern och
k? arean, sa #r

i - V/<p @@®>

¥ =plp-9p-0p-9 .




263
Haraf fas

eller_
p-C¢ = —7x

Gor nu linjen 4D =p och A DAE = §C samt drag
DE 1 mot AD, sa ar
: DE = ptg+C.

Afskir vidare af DA linien DF = k samt af DE li-
nien DG =k, och drag GB// EF tills den rakar 4D i
B, sa ar
kﬂ

BU = yro=r-°

samt
AB = ¢

och siledes d&r AB den sidan i den stkta triangeln, som
star emot den gifna vinkeln C.

Sok vidare den tredje proportionalen AL till 4B och

“ k, sa dr AL hilften af den mot 4B vinkelrita hojden i

den sokta triangeln. Gor slutligen AM ;| mot AB och
lika stor med 24L, drag MC// AB samt konstruera pa
AB ett cirkelsegment ACB, som innehaller den gifna vin-
keln O, sa blir ACB den sokta triangeln.

p) Lat AB vara den gifna sidan och m det gifna for-

‘hallandet. Tag pd linien AB de begge punkterna D och

E, hvilka #dro s& belidgna, att

AD  AE

BD ~ BE
samt upprita en cirkel pi DE sisom diameter. Emedan
det &r bekant, att denna cirkel utgor locus for alla de punk-
ter, hvilka &ro si beldgna, att deras afstand fran 4 och
B hafva till hvarandra det gifna forhallandet m, si maste

den sokta triangelns tredje vinkelspets vara beldgen pa denna
cirkel,
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Emedan vidare den sokta triangelns area #r kind, sa
kdnner man ocksa storleken % af den.mot 4B vinkelrita
hgjden i samma triangel. Drag derfore linien CC'// AB
pa afstandet %, s& dr ABC eller ABC' den sokta trian-

geln.

AFDELNING IL

Om brakexponenter.
Af lsjtnant P. W. ALMQVIST.

Om z é&r en algebraisk gqvantitet hvilken som helst
samt m och n hela positiva tal, sa betecknar, sisom be-
kant,

zm
den mfe digniteten af z,
1 1
2 = ()"

den principala n% roten ur z, samt

1
(@)X _
hvar och en af qvantitetens z alla n% rétter. Deremot ir
det icke af beteckningssiittet sjelft tydligt, huruvida ut-
trycken

&= (@ och ()"

skola beteckna mZ digniteten af resp. den principala nf
roten och af hvarje n% rot till 2z, s att man har

]

= @ = G

@ = 1@

E]

z

e (A)
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eller om samma uttryck skola beteckna resp. den prinéipala
n¥ roten och hvarje n% rot ur 2™, i hvilket fall man skulle
hafva

m
n

)" = ()*

Vi vilja forsoka att i nedanstaende uppsats ndgot nir-
mare belysa olikheten emellan dessa begge uppfattningssitt
af brakexponentens betydelse.

Antaga vi da, att » dr modylen och z principal-argu-
mentet for z samt % ett helt positivt eller negativt tal el-
ler ock noll, sa har man, sisom bekant,

2™ = ¢™(Cosmz + ¢.Sinmz) ...... (D,
1 n 1
o= e = n(coslﬂ'.smi) (@),
) n . n

T+ 2kn . . T+ 2knm
+ ¢.Sin

@ = s =+ (Cos ). ®),

1 hvilken senaste formel hogra membrum dr kapabelt af n
olika vérden, hvilka erhédllas genom att tilldela & » kon-
sekutiva védrden hvilka som helst, sasom 0,1, 2,...(n—1).
Emedan vidare modylen » alltid &r en reel positiv qvanti-
tet, s& har man stidse

1 1 m .
(7-”)"‘ = (,’,m)n =P% i e e e ] (4)
och saledes blir
1

1 m m
() = [ﬁ (COS% + z‘.Sin%)] (COS MY . i.Sin —) ®),

[((z))%]m = [r%<Cos T AT Skﬂ& 7. Sin ? +n2k7r>]’”

= 9‘7(008?1—(’[-;—2]“—1-) +4.8in ﬁ(”—;&’)) . (6).

T
g T oo e £ o e I
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Ar nu 7 det oférkortliga brak, som #r lika med %,
n

s& ar ocksa -
Tg = 7’% .
For hvilket virde som helst pa & &r dessutom
m(@ + 2kn) _ m(z + 2%km)
n n
och saledes blir enljgt (5) och (6)

1 1 m : .
"y = (& + r'F(Cos%,T + 7. Sin m;—,f) (N,

1

()= Oy = 1 (Gos ZEXZINTL ;50 T2 8)

For att tvenne virden ¥ och & & k skola tilldela
hogra membrum i formeln (8) ett och samma virde, &r nu
nddvéndigt och tillrickligt, att skilnaden K'm — km' ar en
multipel af 7, eller att braket

m'(k'— k)

’

n

ir ett helt tal. Men emedan m och # sins emellan &ro
primitiva, s& #&r hirtill nodvindigt och tillrdckligt, att
¥ —k 4r en multipel af n. Gifver man derfore at & i
formeln (8) n' konsekutiva virden hvilka som helst, sasom
0,1, 2,...(— 1), s& erhdller denna formels higra mem-
brum #' olika virden, men alla 6friga virden.a k atergifva
it samma membrum nagot af de forut funna vérdena.
Man finner saledes hiraf, att quantiteterna

1 1.
(z"y" och [(2)"]"
forblifva oférindrade, om braket —7;—2 Jorlinges eller forkortas,

samt att den senare stidse har sd@ mdnga vdrden, som utvi-
sas af samma brdks minsta mdjliga ndmnare.




I formeln (8) kunna vi ock sitta

km' +_]c'_
- q nr ]

n
- der ¢ #r ett helt tal eller noll samt % ett helt tal, som &r
mindre &n #', hvaraf fas

2km'ne 2 -

_ = 297r + T ’

o 2k . . o
och om detta uttryck pa ;nn inséttes i formeln, sa kan

termerna 2¢n bortkastas. Men det #r bekant, att om
m och n' #ro sins emellan primtal, samt n' konsekutiva
multiplar af m', sdsom km, (k+1)m', (k+2)m,...(k+7-1)m,
divideras med #’, sd blifva alla resterna olika och utgéras
i ndgon viss ordning af talen 0, 1, 2,...(# — 1). Formeln
(8) kan derfore ocksa erhilla utseendet

' 1 1 m! ’ ' ' ‘ '
T = [ = (Cos PR 4 g W) g)

7
n

der ¥ &r hvilket som helst af talen 0,-1, 2,...(n'— 1),
och hvaraf éfven synes, att hogra membrum ir kapabelt af
inalles n" olika virden, hvilka alla hafva samma modyl och

. ~ . . o 1 .
hvilkas argument differera sins emellan pa —7—,—del af pe-
. ‘
riferien.
Beteckna vi nu med %, principal-argumentet for 27,
83 ér enl. (1)
"« Sint, = Sinmz och Cosz, = Cosmz
och saledes
Tp = mMT + 2u7,
der w &r nagot visst helt tal, positivt eller negativt, eller
ock noll: Vidare &r
o om, z
(@m® = rm <Cos —~ + 4. Sin —"i)
7 n
m
n

’ 1
(@) = r7 <Cos I *nzk—-” +1.8in

T + an)
n
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och siledes blir

me + Zfz,u,-i- k)n+z'.Sin

mT + 2(u ﬂ)

1 m
(™)™ = r® (Cos
m " . o - m
eller om ol det oforkortliga brak, som ar lika med e

m!

1 r
(zm); = "‘[Cos (7—:;—7 + 2‘;’7) +¢.8in (——T + 2_@@)] (10)

((zm))n—rn'[‘ (n (“;k)”) z'.sm(’:‘: 2(“”“)”)](11)

I den senare formeln kan nu talet (u + k) genom olika
vérden pa k erhdlla hvilket helt tals virde som helst, po-
sitivt eller negativt, eller ock noll. Denna formel kan der-
fére ocksa erhalla utseendet

S Lom mt 2kn mt 2kw
)" = » [00s(7+—;)+2 Sin (n - )J (12)

der £ &r ett helt tal hvilket som helst, positivt eller ne-
gativt, eller ock noll.. Hogra memwbrum i denna formel &r
derfore kapabelt af inalles n olika valdrer, hvilka erhallas
genom att tilldela £ n consekutiva virden hvilka som helst,
sasom 0, 1, 2,...(r—1), och alla dessa virden hafva
samma modyl, men deras argument differera sins emellan

pé %-del af peuferlen
Af formeln (10) finner man, att gvanm'tetén
' 1
(z")"
icke forblip qfé‘mfndmd , om brdket % Sforlinges eller forkor-

tas, annat dn i den speciella hindelsen att
p=0,
hvartill erfordras, ott man har

T >MmMT > —~7T
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eller att v dGr numeriskt mindre dn it I denna Lindelse

dr ock .
ES X
e =
Af formeln (12) finner man vidare, att betydelsen af
tecknet

3

1
(COR
alltid Jordndras, ndr brdket ﬁ Jorldnges eller forkortas, samt

att detta tecken alltid har sd@ mdnga vdrden, som utvisas af
samma bréks ndmnare.

Ar % ett oforkortligt brak, sd &r

!

m =m och n=n

och i sddant fall blir hogra membrum af formeln (12) iden~
tiskt med hogra membrum i (9), men #r

, m=m.d och =n =1n.d,
der d #r ett helt tal, som &r stérre dn 1, s& blir hogra
membrum i formeln (12) lika med négot af virdena & sam-

ma membrum i (9) sd ofta, som £ i (12) &r en multipel af
d, d. v.s. for de n Kk-virdena 0, d, 2d, ...(n—1)d.

’

§ m o . o
Man finner hidraf, att om w dr det oforkortliga brik, som
. m o .
dr lika med rE sa dr

((z)) Im = ((z)) ((zm‘))”'

samt att alla de n' olika virden, som tillkomma hvar och en
af dessa tvenne quantiteter, dterfinnas jemnt fordelade bland
de n olika virdena of quantiteten

(@
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Af ofvanstaende undersékning &r nu klart, att om be-
tydelsen af tecknen '

&" = ()" och ()"
skall forblifva oférandrad, nir braket —— forlinges . eller
n :

forkortas, sa maste betydelsen af dessa tecken bestimmas -
enligt formlerna (A), eller si, att de anses beteckna mZ
digriteten af resp. den principala ns roten och af hvarje n rot
wl z. ' : '

Grunddragen af den geometriska kallylen.

Af G. DILLNER. .
: (Forts. fr. sid. 223).

Hirledning af liniers eqvationer™

62. Emedan en linie forst da kan sigas vara till alla
delar fullt bestimd, da vi ega hvarje hennes punkt bestdimd
i forhallande till gifna grundbestimningar, sa inses, att de-
finitionen pa en linie maste sammanfalla med angifvandet
af den lag, enligt hvilken en fordnderlig komplex tinkes
successivt eller punkt for punkt beskrifva henne. En sd-
dan definition uttryckes under form af eqvation, och att
ur en linies definition héirleda hennes bestdmningar sam-
manfaller derfore med att enligt kalkylens lagar ur hennes
eqvation utveckla de geometriska egenskaper, som tillhora
henne. Vi hafva hirmed i korthet antydt den analytiska
geometriens metod, och vi skola genom nedanstaende exem-
pel visa, huruledes denna metod omedelbart framtrider sa-
som en hdgst enkel och naturlig foljd af de grundbegrepp

* Denna rubrik, ehuru horande till hufvudrubriken tillimpning
Pa analytisk geometri, sid. 219, har, for undvikande af brytning,
fatt sirskild plats i detta hifte.
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vi hittills utvecklat for vara geometriska komplexer, da
nimnligen dessa betraktas hir sasom jfordnderliga, d. v. s.
icke sasom fixerande blott en enda punkt, utan sasom fixe-
rande successivt en kontinuerlig foljd af punkter.

Rita linien.
63. Def. Rita linien dr en kontinuerlig foljd af punk-

ter, hwilka fizeras af en fordnderlig komplex med konstant ar-
gument. »

Om g, utmérker den foranderliga komplexen i forhal-
lande till O som origo och O4 som grundrigtning (fig. 50),

sa sammanfaller den rita liniens definition med eqvationen

6 = konstant . ......... 47).

Om vi nu med bibehallande af samma grundrigtning,
0A4// O,BC, reducera g, till ett nytt origo O, formedelst
vigen h+k, (b= 0B, k= B0), och om vigen till ea af
o0, fixerad punkt 7 i forhallande till det nya origo O, ir
z+y,, (z = 0C, y=CP), sa ega vi att sitta

wty,, = htk +og ... (48),
hvilken likhet genom projektion sonderfaller i foljande
tvenne

z—h=90Cosa,
y—k=¢Sine.

Owm tgo sittes = m, der m saledes dfven &r konstant,
sa erhalles genom att dividera sida med sida dessa sista
likheter ’

’ y—k=m(@-nh) ......... (49),
hvilken likhet sdledes representerar den rita linie, som gar
genom punkten O (k, k) och bildar med grundrigtningen
A o, hvars tangent ar m.

Enir m icke forindras, om ¢ tkas med 7z, s& inses,
att (49) dr eqvationen for den riita linien, utstirckt 4t 6mse
sidor om O.
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Anm. Vilja vi uttrycka linien i snedvinkliga koor-
dinater med en axelvinkel A, s§ hafva vi att i (48) i stal-
let for argumentet 7 mf’ora, 4, da projektionerna blifva

(@=h)+(y—k)CosA = ¢ Coso,
(y—k)8inA = ¢Sino,
hvaraf fas genom division och efter 1sning i afseende pa
y—k:
m in ¢

Yk ST mGosa @ = slf e CatOR
hvilken likhet siledes representerar samma rita hme i sned-
vinkliga koordinater.

64. Vilja vi finna eqvationen for den rita linie 0Q

(fig. 51), som &r vinkelrdt mot ¢, och gir genom punkten

O samt dr hinford till O, som origo och O,CB// OA som

- grundrigtning, sa hafva vi att sitta vigen O,CQ = viigen

O0,BOQ eller, dd O,C==, (Q =y, O,B=4h och BO="F
samt 0Q = r: '

w+ylﬂ=h+lc L . (50),

hvilken likhet efter ofverﬂyttnmg af h och k, ~samt mul-

tiplikation med 1 _yp DIir . . ’

(.z h)_ ,ﬂ+(y k)"'as
hvaraf fas genom prOJektlon
y—k =rCoso,
—(#—%) = rSino,
da slutligen

hvilken likhet saledes representerar en rit linie som &r vin-
kelrit mot den af (49) representerade rita linien och gar
genom punkten (A, k).

Antaga vi OQ bilda en vinkel & med o, 1 stillet for
en rit vinkel, si hafva vi att i stillet for (50) siitta

EAY, =htk, +r,
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hvilken likhet efter ofverflyttning af % och £, samt mul-
multiplikation med 1_, blir

(z=h)_, + (y-—]c),}n_a =r,,
hvaraf genom projektion
" (@-RCosa+(y—k)Sine = rCosa,
—(x—h)Sine +(y—h)Cose = rSinoc,
da slutligen ,
o y--k=11‘;;tfg";(w B i . (5]

blir eqvationen pi en rit linie, som gir genom punkten
(h, k) och bildar A « med den af (49) representerade rita
linien.

65. Vﬂja. vi uttrycka rita linien CP (fig. 52) i for-
hallande till O som origo och OBA som grundrigtning for-
medelst. perpendikeln OC eller p och dess A a med grund-

rigtningen, s& ha vi att sitta vigen OBPF = vigen OCP

eller

A Y = Pyt Tagym + v . (63),

da namnllgen OB=u, BP= y och CP=r. Genom att
multiplicera’(53) med 1_  fis

Tt Yy SPF Ty
hvaraf grundrigtningsprojektionen blir

e 2Cosa+ySine=p.... ... (64,
hvilket siledes 4r den begirda eqvationen i rétvinkliga ko-
ordinater for rita linien CP. ‘

Anm. Sitta vi i (53) ¢, i stillet for z+y, ~och
multiplicera med 1_, s& f& vi omedelbart gerom projek-
tion

0Cos(c~a) = p,
hvilket saledes #r eqvationen i polarkoordmater for den
ifrdgavarande rita linien.

66. Vilja vi slutligen uttrycka det vinkelrita afstan-
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det QP (fig. 53) eller d fran en kiind punkt Q till en gif-
ven rit linie OP eller g,, hénford till O, som origo och
0OA /] O,BC som grundrigtning, si hafva vi att sitta viigen
0,0Q = vigen O, BOPQ eller

P+, =h+ k,‘,'n + 0, + d0+é1z .....
der betydelsen af de ingdende bokstifverna ir sjelfklar pa
grund af figuren. Genom ofverflyttning af % och k,, samt
multiplikation med 1_, erhalles

(p—h)_.a"'(q_k;,r = 9+d|7r,
hvaraf fis genom projiciering
(g—%)Sinc + (p—£)Coso = ¢
(g—#%Coso + (p—7)Sine = d
Genom att infora tg 0 = m blir den senare llkheten

_g=-H-mp-%
d = iy e (BD),

.. (56).

en vilbekant formel.

Anm. Den forra af likheterna (56) ger oss afstdndet
fran punkten O eller (%, k) till perpendikelns fotpunkt P.
For det fall, att QP bildar en A v hvilken som helst med
OP, hafva vi att i (55) inféra d i stillet for d

samt for ofrigt forfara pa analogt sitt.

o+v TO+iw

: Koniska sektionen. :

67. Def. Cirkeln dr en kontinuerlig foljd af punkter,
hvilka flxeras af en forinderlig komplex med konstant modyl.
Om ¢, utmirker den fordnderliga komplexen, si sam-

manfaller cirkelns definition med eqvationen ,
o=konstant. .. ........ (58).
68. Def.. Ellipsen Gr en kontinuerlig foljd of punkter ,
hvllka fizeras of tvd fordinderliga, fran hvar sitt origo ut-
gdende, komplexer, hvilkas modyler bilda en konstant summa.

Om r, och ¢, utmérka de tvd foridnderliga komplexer-
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na, utgaende fran hvar sitt origo A4 och O (fig. 54) och
fixerande punkten P, sa sammanfaller ellipsens definition
med eqvationen '

r+0=2a ..... ... .. 59,
'd3 2a utmirker en konstant. »

Om AO sittes = 2ae och namnda linie tages till grund-

rigtning, sa erhalles den geometriska likheten

Py =20+ 05 4 uu i (60).

Genom att i denna likhet taga modylerna & mse si-
dor fas :
“r* = 4a’e® + 4aep Cos o + o2,
hvaraf foljer, om man med hjelp af (59) eliminerar. r:

_a(l-e) '
‘ 1+eCoso ’ .
hvilket saledes dr ellipsens eqvation, uttryckt i ¢ och .

69. Def. Hyperbeln dr en kontinuerlig folid af punk-
ter, hvilka fizeras of tvd jfordnderliga, frén hvar sitt origo
utgdende, komplexer, hvilkas modyler bilda en konstant skil-
nad.. -

Om ¢, och 7, utmérka de tva forinderliga komplexer-
na, utgdende fran hvar sitt origo O och A (fig. 55) och
fixerande punkten P, sa sammanfaller hyperbelns definition
"med eqvationen,

P—=0=2a ... (62),
da 2a¢ utmérker en konstant,

Om OA sittes = 2ae och ndmnda linie tages till grund-
rigining , s erhalles den geometriska likheten

0 =206 +7; . ..... .. .. (63).

Genom att ofverflytta 2ae och taga modylerna a 6mse

sidor fas
0*—4aep Cos o + 4a’e® = r?,

hvaraf foljer, om man med hjelp af (62) eliminerar »:
_ a(e*—1)
" 1+¢Coso *

.. (64),
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Sitta vi i stillet for (62) ¢—» = 2a, da ¢, ch e
fixera en punkt af liget 7', si erhalles efter eliminering
af »: ‘

- —a(e®-1)

¢ = T—¢Coso

hvilken eqvation fds ur den forra genom att &ndra tecken
for a och e, d& saledes ¢, beskrifver hyperbelarmen P el-
ler P, allt eftersom ¢ &r bunden vid ¢ genom relationen

(64) eller (65).

70. Def. Parabeln Gr en kontinuerlig fslid af punkter,
hvilka fizeras af en fordnderlig komplez, hvars modyl dr = .
den fizerade punktens vinkelrdta afstind frin en gifven linie.

Vi lata den fordinderliga komplexen g, utgd frdn O
som origo (fig. 56) ‘och vara hdnford till den mot den gifna
linien AB vinkelrita linien OA som grundrigtning. Om
vi sitta O4 = p, si sammanfaller parabelns definition med
eqvationen

¢ =p—opCoso,
hvilken pa samma ging uttrycker.sambandet mellan ¢ och
¢ och vanligen férekommer under formen

71, Eqvationerna (58), (61), (64) och (66) kunna sam-
manfattas under den allminna eqvationen

o(l+eCose)=p......... (67),

hvilken saledes for e = O representerar cirkeln, for e < 1
ellipsen, for e>1 hyperbeln och fér e =1 parabeln. Vi
kalla derfor (67) for den allminna equationen for en konisk
sektion.

72. Vi lata ¢,, hinford till O (focus) som origo och
OA (axeln) som grundrigtning (fig. 57), enligt (67) be-
skrifva en konisk sektion AP. Vilja vi nu uttrycka denna

:
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koniska sektion i rétvinkliga koordinater i forhallande till
ett nytt origo O, och en ny grundrigtning O,CD // OB,
dd A BOA = a och vigen O,CO = h+k, , s& ha vi att
sitta

.1:+g/!,r,,r=7z,+]c,,£,l,l,+l&.g,I ...... (68),

da saledes & (= OD) och y (= DP) dro de ritvinkliga ko-
ordinater, som i forhallande till de nya grundbestimnin-
garna fixera samma punkt P pa den koniska sektionen som
Qg

Genom att i (68) dfverflytta A och k,  samt taga mo-
dylerna & 0mse sidor erhalles '

SN/ gy (69).

Om vi efter namnda, ofvelﬂyttnmg multiplicera (68)
med 1_,, erhalles

@=R)_, +(y=Bypo = €
hvaraf grundrigtningsprojektionen blir
0Coso =(x—-RA)Cosa+(y—k)Sine. ... (70)

“Genom att addera likheten (69) och (70), efter den se-
nares multiplicering med e, fas med stod af (67):

N(@=R)+(y—k)* + e{(x—h) Cos @ + (y—k) Sina} = p (70),
hvilket saledes r den allménna eqvationen i ritvinkliga
koordinater for en konisk sektion, hvars focus &r bestimd
af de rédtvinkliga koordinaterna % och % och hvars axel
(rigtad fran focus till ndrmaste punkten pa sektionen) &r
bestimd af A .

Anm. Genom att hyfsa (71) erhalles en fullstindig
.andre grads eqvation af formen
Aa?+ Bay+ O+ Do+ Ey+ F = 0,
der kosfficienterna A, B,...ZF innehdlla @, e, &, k och
p.' Om nu en andre grads eqvation mellan' & och y af
formen

Alx"'"-&- By + Cy*+ Dyx+ Eyy+ Fy, =0
18
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ir gifven, sa kunoa vi af likheterna
A B, C D, _E F

AB”C'DEF’

berikna de fem konstanterna e, e, &, k och p, hvaraf sa-
ledes inses, att eqvationen (71) i sig innebér hela teorien *
om den koniska sektionen.

" Cykloiden.

73. Def. Den linie O, P (fig. 58), som beskrifves af
en punkt P pd en cirkels omkrets, under det denne rullar
utan att glida pd en rdt linie O, A, kallas cykloid.

Lat O vara cirkelns medelpunkt och A hans tangent—
punkt med O,A4; lat vidare OP, hinford till OA som
grundrigtning och beskrifvande negativa argument, utmir-
kas med komplexen ¢_,; vi hafva da att reducera ¢_,

forst till 0,4 som ny grundrigtoing formedelst 1, och

* Vi kunna icke underlita att l:‘ér rigta en anmirkning mot ebt
temligen gingse forestillningssitt rérande karakteren af den ligre geo-
metrien (Euklides) och den hogre eller analytiska geometrien (Cartesius):
man har nimnligen kallat den forra syntetisk i motsats till den se-
nare sasom analytisk, viljande dermed antyda den logiska skilnaden
mellan begges utvecklingsmetoder. Af det foregaende torde redan kunna
inses, att vi hir likasom i den ligre geometrien utgd fran definitioner
(eqvationer) och allminma grundsatser (riknelagar), d3 vi ur dessa hafva
att steg for steg (formedelst kalkyl) hirleda de konkretare bestdmningar,
som tillhora det definierade begreppet. Den logiska gingen #r siledes
hos begge geometrierna i grunden densamma, nimnligen den syntetiska.
Hela skilnaden mellan dessa bada geometrier beloper sig saledes huf-
vudsakligen dertill, att, di den ligre utvecklar sitt innehall ur defini-
tionerna genom vanligt rasonnerande, s& betjenar sig den hogre for sam-
ma #ndamal af ett sirskildt for det matematiska risomnementet uthil-
dadt teckensprak, kalkylen, hvarigenom det blir for denna senare mojligt
att med lika latthet och ledighet behandla de mest komplicerade krok-
linier, som det #r for den forra att behandla cirkeln. Afser man &ter
med ordet analytisk sjelfva verktyget for risonnementet, kalkylen el-
ler, som den ock kallas, analysen, si &r benimningen analytisk (kal-
kylerande) hir fullt egentlig.
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derpa till O, som nytt-origo formedelst viigen O, A0=h+g, -
Vi f4 sdledes likheten !
r+y . =hte, + L0 g «vvn. (72),

da namnligen z och y utmirka de réitvinkliga. koordinaterna
O,B och BP.
Om slutligen till (72) fogas vilkoret O, 4 = bagen AP

eller
h=p.0 ... ....... (73),

~ s& erhilles genom att eliminera ¢ mellan (73) och likhetens
(72) projektioner -
£z ="~L—g¢Sing,
y=9—eCm6,
foljande uttryck
& = arccos L% o LA o=y e (74)

' sé’msom‘cykloidens eqvatlon i@ och y.

Epicykloiden.

74. Def. Epicykloiden dr den linie, som beskrifves af
en punkt pd.en cirkels omkrets, dd -demne rullar uton att
glida pé yitre sidan af en gifven cirkel.

Vi lata O,C eller ¢, (fig. 59) vara den gifna cirkelns
radie, hvars forlingning gar genom den rullande cirkelns
medelpunkt O; vi lita vidare OP eller ¢, vara den i po-
“sitiv led beskrifvande radien samt ligga genom P2 begyn-
nelselige D pa den gifna omkretsen var grundrigtning
O,DB.. Vi hafva da att reducera ¢, frin begynnelserigt-
ningen OA till vir grundrigtning O, B formedelst 1, samt
derpé till det nya origo O, formedelst (¢+¢),, hvarfore
var uppstdlloing blir

Tty =C+e),+l .0 oo (75),
da namnligen z och y utmirka de ritvinkliga koordina~
terna OB och BP. Om till (75) fogas vilkoret ¢.y = g¢(d—y)
eller, som #r detsamma;"

(c+o).7v=0.0 .........(76),
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s& fis efter eliminering af ¢ mellan (76) och projektionerna.
af (75) foljande eqvationer
' w=(C+Q)COS}’—QCOSf—t~€-)’ |
| N - (70,

=(c+g) Siny—p Sin 27 ¢

Y

sasom representerande epicykloiden.

Hypocyklloiden.

75. Def. Hypocykloiden dr den linie, som beskrifves
af en punkt pd en cirkels omkrets, dd denne rullar utan att
glida pd inre sidan af en gifven cirkel.

Vi lata O,C eller ¢y (fig. 60) vara den gifna cirkelns
radie, pa hvilken befinner sig den rullande cirkelns medel-
punkt O; vi lata vidare OP eller ¢_, vara den i negativ
led beskrifvande radien samt ligga genom Ps begynnelse-
lige D pa den gifna omkretsen var grundrigtning O,BD.-
Enir ¢_ £ begynnelserigtning OA sammanfaller med var
grundrigtning O, B, si hafva vi blott att verkstalla reduk-
tion till det nya orlgo O, férmedelst (c—g)y, da vi fO]J—
aktligen fa

T4 Yy = (c—e)y+e_,, e (78),
der @ och y dro de ré’ttVininga koordinaterna O, B och

BP. Om till (78) fogas vilkoret ¢.y = g(0 +y) eller, som
dr detsamma:

c~0).7r=0.0 ..., - (79),
sa fas efter eliminering af ¢ mellan (79) och prOJektlonerna
af (78) foljande eqvationer
— e ]

x = (c—y)Cosy+gCosc

s

’ l} ... (80),
J

¥ =(c—g) Siny-¢ Sinc;Q

sdsom representerande hypocykloiden.




Lemniskatan.

76. Def. Temniskatan dr en kontinuerlig foljd af punk-
ter P (fig. 61), hvilka jizeras af tvenne frin hvar sitt origo
O och A utgdende fordnderliga komplezer v, och u, , hvilkas
modyler bilda en konstant produkt.

Om vi sdtta O4 = 2a och lata frin dess midtpunkt
B en komplex g, #fven fixera P, sa ha vi att sitta lik-
heterna ' '

ry= Gt Qg ,

| P 81),
‘hvartill bor fogas vilkoret

" ru=Ikonstant . .. ....... (82).

‘ Fér att nu uttrycka linien i ¢ och o, ha vi att (81)
taga produkten af », och w, , d& :

(w4 = (€ + D)oo —a) = (00— . ... (83),
hvaraf foljer, di modylerna tagas & omse sidor:

(ru)®> = o* + a*—2a%* Cos 27,

eller, da i (82) ru efter vanligheten sittes = a?

, 9= 2aCos20 . .... o .. (84),
hvilket sdledes ir lemniskatans eqvation i ¢ och o .

Vilja vi ater uttrycka lemniskatan i ritvinkliga koor-
dinater, sa ha vi att i (83) sitta QU = &+Y, samt taga
modylerna & dmse SIdor da

= (2 —y*—a*® + 42%
eller
@+ = 2% -y . oo (85).

77. Vi-vilja belysa vir geometriska metod genom
foljande exempel, hvilket visar, huruledes man genom nagra
enkla konstgrepp kan med synnerlig litthet 15sa uppgifter,
hvilka annars erbjuda icke obetydliga svirigheter.

En triangel med konstant bas a dr gifven; finn i rdt-
vinkliga koordinater egvatzonen Jor den af spetsen beskrifna
linden, dd
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@) den yitre vinkeln dr = n génger den inre,
B) den ena basvinkeln dr = n gdnger den andra,
7) den ena basvinkeln dr = n gdnger vinkeln vid spetsen.

De geometriska likheter, hvilka motsvara dessa tre

fall, dro

O = ATy, « v v v v v o e e (@),
0o = GF Ty g « v v vvn e ®),
@ =aFr o e ().

Genom att multiplicera (@) med (¢_,)* erhélles
Q*e_ )"t = alo_o)" + 7"
eller, da vi sitta ¢; = # +y, . och foljaktligen ¢_, = z—y, .,
utveckla efter binomialteoremet och taga de vinkelrita pro-
jektionerna a omse sidor:

REE S n—1)(n-2)(n-3) _
(w2+y)3~ T 22/+( )1(.2._1)%( a 4y3_'”§
. _]limn_ly+”(”1‘.12)§’33‘_2)mn~3y3*...g e (@)

Genom att &ter multiplicera (8) med (g,)" erhalles
(Qa)n+1 = a(Qa)n +o". Tw
eller, da g, ersittes af Z+y, ., binomen utvecklas och de
vinkelriita projektionerna sittas lika: '

n+l — (a+Dar-1)
1 .xy—— T 5 5 2"+

nn-Dn~-2)
1'23—}.@' S+ b . (B)

=a %m“—ly—

Genom att slutligen i (y) "6fverﬂyt.ta a och multiplicera‘
badda sidorna med 1_(0+10) fas ' ‘

- a = p
Q_%a "'(‘H‘%a) ?
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hvilken likhet genom upphdjning till n dignitet och efter
en enkel anordming blir ‘

n@—DA

Qn—l' (9_0)" iag"“3 . (9_0)2+ 1. 2““2Qn_5 '(9_0)3" e =0,

Da i denna likhet ¢_, ersiittes af Z—Y,,» binomen
utvecklas och de vinkelrdta projektionerna sittas lika, s
blir, efter bortd1v1dermg af Q, den sokta liniens eqvation
folJande.

g n g4

@yt (=) - —a(m“y’) P (= 2ay)

n(n-1) , : | :

T a*(x? +J)2 (= 3xy+y) =000

For n = 2 representera eqvationerna (), (8) och (y)1i
ordning cirkeln, hyperbeln veh Pascals snicka *.

78. Om komplexen g, beskrifver nigon linie, si be-
skrifver komplexen £, ., , der k, = konstant, en Lkformig
(homotetisk) linie med ett begynnelseliige, som i forhallande
till den férras dr bestimdt af A ». Vi vilja nu genom ett
exempel visa, huru vi ega att behandla uppgifter rorande
dylika linier.

En tll formen oférinderlig triangel BCD (fig. 62) dr
med en af sina spetsar fistad 7 en gifven punkt B. Om den
andra spetsen C ror sig pd en gifven linie AC, sd fragas
¢fter equationen i rdtvinkliga koordinater for den af den tredje
spetsen D beskrifna linien.

Om, i forhallande till O som origo och 04 // BC som
grundrigtning, OB utmirkes med ¢, BC med ¢,, BD med

* Den anforda vinkelegenskapen hos dessa tre linier leder, som man
litt finner, till losning af den vidtberyktade uppgiften, ©vinkelns tre-
delning ¢, dock, ssom af sig sjelf forstds, med konstruktions-postulat,
som ligga utom den elementdra geometrien (jfr N:o 229 af Todhunters
Ofningssatser till Euklides [F. W. Hultman, 1 uppl] jemnte Tychsens
Tidskrift for matematik, 1868 Aug.—Sept.). '
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koy 4y, OC med 7, och OD med u,, si ha vi att sitta

likheterna

r

=¢,+0, och wu, =¢ +k .04,

9
da triangeln dr af ofordnderlig form, sa snart &, dr konstant.

Genom att eliminera ¢, mellan dessa eqvationer fas
A . c e .. (86),

hvilken likhet, s& snart eqvationen for den gifna linien #,

ir bekant, ger oss eqvationen for linien u, i rétvinkliga

koordinater « och y, da ndmnligen u, sittes = z+y, .
+7T

u, = ¢ +k,.r—k,.c

Om r, antages beskrifva en konisk sektion
r(l+eCos@)=p .. ...... . (87)

med O som origo och OA som grundrigtning, sd elimine-
ras 7 och 6 mellan (87) och (86) i enlighet med det i § 72
angifna forfaringssittet, di den stkta eqvationen blir

N{z—cCosy+keCos(y +v)}2+ {y—c Sin y + ke Sin (y + v)} 2
+efxCosv+ySinv—cCos(y—v)+keCosy} = kp..(88)*

78. De i det foregdende utforda hirledningar af li-
niers eqvationer dro till sin uppstillning ytterst grundade
pa geometriska likheter af formen w = a + b . v, der de in-
gaende bokstdfverna representera komplexer eller deras pro-
jektioner, och der % och v dfvensom stundom & &dro forin-
derliga. Det innehdll, som later utveckla sig ur denna
enkla funktionsform, berdr, som vi sett, hela den plana
analytiska geometriens omrade, sadant detta for ndrvarande
dr begrinsadt. Den utvidgning, som detta omrade maste
vinna, da vi Ofvergd frin denna enkla funktionsform till
en funktionsform af hvad slag som helst 7, = f(g,), bor
icke blifva mindre #n den, som algebran vunnit, di man
inom henne ofvergatt fran forsta gradens eqvationer till

* Formedelst denna eqvation kan man losa uppgiften att ligga en
triangel af gifven form s&, att han stodjer en af sina spetsar pa en ko-
nisk sektion och de tvd ofriga pd hvar sin af tvi gifna linier.
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eqvationer af hogre algebraisk eller ock transcendent form.
Vi blifva ock, som vi skola se, allt framgent i tillfille
att, vid stodium af komplexernas funktionsteori, besanna
rigtigheten af detta analogislut, hvarvid skall visa sig, hu-
ruledes man genom den geometriska kalkylens enkla och
viga metoder med litthet kan ligga i dagen geometriska
sanningar af djup och stor betydelse, hvilkas atkomlighet
pd annan vig knappt later tinka sig som mojligt.
(Forts.)

AFDELNING IIL

Enkla pendeln.

Af RoB. THALEN.

Foljande elementira hérledning af formeln fér den enkla
pendelns sviingningstid torde fértjena att bli allménnare
kind *. Den grundar sig derpd, att svdngningstiderna for
en vanlig enkel pendel och fér en konisk ** af samma lingd
iro lika stora.

1. L&t [ beteckna pendelns lingd,
g tyngdkraftens acceleration, samt
o den vinkel, pendeltrdden hos den enkla pen-
“deln gbr med lodiinien i det dgonblick han
véander. ’
Antag vidare, att pendelkulan i sistnimnda Ggonblick
erhaller en stot, 1 vinkelrdt rigtning mot det ursprungliga

* Vi hafva hemtat densamma frin Prof. A. J. f&ngstrams fore-
lasningar i allmén fysik.

** Som bekant hirleder sig namnet konisk pendel deraf, att
denna pendel under en hel omsvingning alstrar en kon-yta. Den van-
liga enkla pendeln, som under sin svingning alstrar en plan sektor,
borde i enlighet med denna benimning kallas plan sektorpendel; — men
vi bibehalla den en ging hifdvunna terminologien.
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svingningsplanet och sa afpassad till sin styrka, att kulan
kommer att beskrifva en cirkel i horizontalplanet, sa maste
samtidigt intrdffa, att traden beskrifver en kon i rymden,
att vinkeln « stdndigt forblir densamma och att kulans ha-
stighet i banan dfvenledes blir konstant. Att hastigheten
i ndrvarande fall verkligen forblir komstant, beror derpa,
att, sasom vi genast fa se, ingen accelererande kraft verkar
lings banans tangent. Det 4r saledes endast i foljd af sin
»troghet», kulan i ndmnda rigtning framhirdar i sin ro-
relse, och detta sker med den hastighet, hon genom stdten
en gang erhallit.

I hvarje Ggonblick verka nu ¢wd krafter pa kulan,
ndmnligen tyngdkraften i lodrit rigtning och spdnningen 1.
traden. Om nu tyngdkraften sonderdelas i tvenne kompo-
santer, den ena lings tradens rigtning, hvilken kraft ge-
nom spinningen i traden upphifves, och den andra lings
cirkelradien, sa blir det just denna sistnimnda kraft, som
tvingar kulan att beskrifva den cirkulira banan och derfor
utgor den s. k. centripetalkraften.

En uppritad figur (63) ger pa grund hiraf eqvétionen

centripetalkraften
tyngdkraften -

Om nu r betecknar kulans horizontela afstdnd fran
lodlinien, ldngs hvilken traden stiller sig,
da han dr i hvila, '

v kulans konstanta hastighet i banan, samt

¢ tiden for hennes rorelse under ett halft hvarf,

2 .

erhalles vid insdttning i (1), enér Y 4r mattet pa centripe-
r

talkraftens acceleration *,
1)2
o
2

v o 0
* Ett enkelt bevis for, att —- ir mattet pa centripetalkraftens ac-

celeration, skola vi mahinda en annan gang fa tillfille att anfira.
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Men enligt definitionenr pa konstant hastighet maste

och ur figuren erhalles omedelbart
p = lsine,

i foljd hvaraf, efter eliminering af v och » ur (2), den ezakia
formeln for svingningstiden hos en konisk pendel blir

Antages pendeltriden gora en liten vinkel med lodli- |
nien, kan cos @ approwimativt utbytas mot 1, hvarigenom

.t=7r\/§ ........... (5)

blir uttrycket pd den tid, som en konisk pendel, under of-
van gjorda antaganden, behifver for att genomlopa ett halft
lwarf af sin bana.

2. Denna formel (5) giller dfven for den i ett och
samma plan svingande enkle pendeln, ty man kan bevisa,
att tiden for den koniska pendelns rorelse under ett halft
hvarf i dess cérkuldra bana #r precist lika lang, som tiden
for en enkel svingning hos en med den nyssndmunda lika
ling vanlig pendel i dess sasom rdtlinig ansedda bana,
hvarvid vi naturligtvis antaga utslagsvinklarne vara ytterst
sma; eller, hvilket biir detsamma, att den férra pendelns
kula hinner tillryggaldgga 180° of cirkelperiferien pa samma
- tid, som den sednare ror sig lings diametern i en lika stor
cirkel. '

Giltigheten af nyssndmnda pastdende kan inses pd den
grund, att rigtningen hos den plana pendelns ursprungliga
svingningshastighet #r vinkelrdt mot rigtningen hos den ha-
stighet, som genom stoten blifvit meddelad, i foljd hvaraf
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denna senare icke kan inverka storande pa den férra. Visser-
ligen kommer kulan att nu réra sig i en cirkel, men som
denna rorelse uppkommit genom sammansittning af tvenne
ritliniga och af hvarandra fullkomligt oberoende rorelser,
nimnligen lings diametern och vinkelritt deremot, maste
hon ock kunna tinkas ater uppdelad lings samma rigt-
ningar i tvenne samtidiga och rétliniga rorelser, hvilka
alltsa, med afseende pa sina hastigheter, maste vara af
hvarandra oberoende. Hastigheten lings den ursprungliga
svingningsriktningen i pendelplanet méaste foljaktligen efter
stoten forbli densamma, som den.var fore stotens med-
delande.

Genom ett enkelt experiment kan man &fven finna detta
forhallande bekriftadt. For detta dndamal upphinger man
tvenne likadana pendelkulor pa lika langa tridar och un-
dersoker, genom att lata dem ndgon tid svinga bredvid
hvarandra, huruvida deras svdngningstider #ro lika stora.
Antages detta vilkor vara uppfyldt, och man sedan i det
dgonblick, da de bada kulorna befinna sig pa sina storsta af-
stand fran de respektiva lodlinierna, &t den ena af dem ger
en st6t, pa det redan omndmnda sHttet, vinkelrdtt mot
svingningsplanet, hvarigenom en cirkelformig rorelse hos
kulan uppkommer, si finner man dervid, att denna kula
behofver lika lang tidslingd for sin rorelse lings periferi-
en, som den andra fram och ater i sin bana. '

Ett annat bevis fé6r samma sak erhalles, om den kon-
stanta hastigheten hos den koniska pendelns kula stnder-
delas parallelt med en diameter i den horizontalcirkel, lings
hvars periferi kulan ror sig. Jemnféra vi nu med hvarandra
rorelserna hos kulan och hos hennes projektion pa diametern,

sd inses omedelbart, att dessa bada punkter maste samman- -

triffa vid diameterns Andpunkter och att de saledes maste
hafva lika langa svdngningstider. Vore nu denna diameter
till sin rigtning parallel med den plana pendelns sviingnings-
plan, och till sin langd lika stor med hela svingningshagen for
sistndmnda pendel, sa kan med litthet bevisas, att den om-
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nimnda hastighetskomposanten till sin storlek &r steg for
steg lika med den. verkliga hastigheten hos den plana pen-
delns kula, hvaraf slutligen foljer, att dfven. svingningsti-
derna for den koniska och den plana pendeln méaste vara
lika stora. : ‘

Ett sidant bevis finnes dfven pa flere stillen medde-
ladt *, hvarfér vi ej anse det nodvindigt att hir atergifva
detsamma.

3. Enpir det vid den elementira undervisningen i fysik
aldrig kan, med afseende pa pendeln, bli frdga om nigon
annan svingningstid &n den, som svarar mot odndligt smd
bagar, torde foregaende deduktion af den koniska pendelns
svingningstid i forening med- ettdera af de ofvannimnda be-
visen for liktidigheten i de bada pendlarnas svingnings-
perioder, kunna anses vara alldeles tillricklig for att inse
giltigheten af formeln (5). P& grund af sin enkelhet sy-
nes den ock bora fa foretridet framnfor de langa och svar-
begripliga hirledningar, som i véra vanliga lirobocker of-

-tast férekomma. Och detta torde si mycket hellre kunna

ske, som sistnimnda kalkyler, oaktadt sin afskrickande vid-
lyftighet, dndock icke ricka till for ett fullstindigt angif-
vande af det i eqvationen (5) gifna uttrycket for den enkla
pendelns svingningstid, hvilket vanligen anféres under slut-
ligt aberopande af »hogre kalkyl».

Satserna 1-6, losta af C. B. S. CAVALLIN **,
elev vid Ostersunds hogre elem.-liroverk.

1. Lat O vara den gifna punkten och 4B den gifna
rita linien.

*T. ex. i Jamins och Miiller-Pouillets lirobicker.

- ** Fullstindiga losningar af dessa satser 1—6 hafva af Hr Caval-
lin blifvit insinda. De erforderliga bevisen #ro dock si nira lika hvar-
andra, att vi ej ansett oss behofva hir intaga flere, #n ett och annat
af dem. For de ofriga satserna antydas endast konstruktionerna,
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Konstruktion. Drag genom O vertikallinien OC, fill
fran O perpendikeln OD mot AB, skir A DOC midt i tu
genom rita linien OF och drag EF//OD.

Emedan EF//OD, s& & A FEO = A DOE, men

A DOE = A\ FOE, siledes FE = FO. Om siledes F
tages till medelpunkt for en cirkel med radien FO, maéste
denna cirkel tangera 4B i E. Sammanbindningslinien
OE ir den sokta linien, utefter hvilken falltiden fran punk-
ten O till linien AB blir kortast.

Bevis. Vore icke OF den sokta linien, sa antag, att
en annan linie OL hvilken som helst, dragen frdn O till
AB, vore det. Emedan OI. alltid kan uppdelas i tvenne
delar, ndmnligen kordan OK och det utanfér cirkeln be-
ligna stycket KL, sa foljer deraf, att falltiden lings OL
maste vara > falltiden lings OK, hyvilken sistnimnda fall~
tid ater, enligt Galilei sats, ér lika stor med falltiden lings

den till samma cirkel hérande kordan OFE. Foljaktligen

maste OF vara den rita linie, lings hvilken en partikel,
utan begynuelsehastighet, faller pa kortaste tid fran O till
AB. S

2. Drag genom den gifna punkten O en horizontel li-

nie OM till den gifna rita linien 4B, afsitt pd 4B uppat.

fran M ett stycke MN lika stort med OM, sa blir NO

den s¢kta linien. For bevisets skull uppritas sedan en cir-

kel, som i O och IV tangerar de bada linierna OM och
MN . ’ '

3. Lat O vara den gifna punkten och 4EDB den gifna
‘cirkeln. Genom O drag vertikallinien OP och genom den
gifna cirkelns medelpunkt C diametern AB// OP. Férena
dessutom O med den nedra #ndpunkten af diametern 4B
och lat sammanbindningslinien dervid skéra cirkelperiferien
i E. Lat vidare en fran C genom E dragen rit linie
triffa OP i F, och tag denna sistnimnda punkt till medel-
punkt for en genom O gaende cirkel, sa inses litt, att




291

denna cirkel maste i E tangera den gifna cirkeln. Med
tillhjelp af Galilei sats finner man sedan utan svarighet,
att OF dr den sokta linien.

4. Sammanbind den ofversta punkten pi den gifna
cirkelns vertikala diameter med den gifna punkten, sa blir
den wufanfor cirkeln beligna delen af sammanbindningslinien
den linie, som soktes. For bevisets skull uppritas sedan
en cirkel, som gir genom den gifna punkten och tangerar
den gifna cirkeln i den punkt, hvarest sistnimnda cirkel
skires af sammanbindningslinien.

5,"6. Konstruktionerna &ro hir analoga med dem,
som erfordrats for satserna 4 och 3 respektive.

AFDELNING IV.

Anmilda Skrifter.

1. Plan trigonometri af Lars Puracytn, lektor vid Orebro ele-
mentarliroverk. Stockholm 1868. Girons forlag. Pris 1 rdr
50 ore. * 100 sidd. 8:o.

Det 4r oss ett kirt noje att hirmed for vara lisare fi presentera
detta goda, gedigna och for sin matematiska skirpa utmérkta arbete.
Det ar intet hastverk. Ingenting deri synes nedskrifvet utan efter mo-
gen ofverliggning.

Arbetet sonderfaller i tvenne kurser: en mindre for latinlinien, en-
dast afseende trianglars berikning, samt en storre for reallinien och for
sidane, som vilja fortsitta sina matematiska studier.

Det utmirkande i Phragméns trigonometri &r foljande:

1. De trigonometriska funktionerna #iro definierade ej sisom linier
uten sisom tal (= forhdllanden emellan tvenne sidor i en ratvinklig
triangel). : '




292

9. Formlerna for trianglars berikning #ro hirledda pa rent geo-
metrisk vig synnerligen elegant. Detta r en stor fortjenst. Man lik-

som ser formeln i figuren. Sirskildt fortjenar framhallas forfattarens

geometriska bevis for de bada formler, som vanligen anvindas vid triang-
lars berikning, d& tva sidor och mellanliggande vinkel eller d3 alla tre

sidorna &ro gifna *,
3. Bevisen for de bada grundformlerna.

Sin(a + b) 7= Sina Cos b 4 Cos a Sin b,
Cos (@ + ) == Cos a Cos b — Sin a Sin b

iro pa ett enkelt sitt medelst projektionsteorien hiirledda och det &3,
att man klart inser deras allmingiltighet for alla mOJhga reella viirden
pd a och b.

4. Utom teorien for de direkta trigonometriska funktionerna har

forf. en teori fér arcusfunktionerna, deri han bland annat visar samman-

hanget mellan mangtydiga och entydiga arcusfunktioner. Silunda bar

han for Arcsinfunktionen formeln
Arcsin ((a)) = k7w + (— 1)k Arcsina.

Vidare lar han, huru man skall sammansld summan af eller skilna-
den mellan tvenne arcusfunktioner till en enda.

5. Forf. har en temligen utforlig teori om hjelpvinklar och om de-
ras begagnande vid Iosning af andra och tredje gradens eqvationer, samt
vid beraknandet af vidlyftiga uttryck, der logaritmisk kalkyl erfordras.

6. Problemen #ro praktiska och intressanta.

7. Resultaten #ro noga utriknade. D2 obekanta storheter erhillas
ur kosinus for smd vinklar eller ur sinus for vinklar nira 909, framstil-
ler forf. andra formler, hvilka gifva noggrannare virden. Tillvaron eller
bristen af ett streck under sista decimalen bestammer ofverallt hela bo-
ken igenom, huruvida sista decimalen i forfis rikneexempel #ir for hog
eller ej, alldeles i likhet med Schron och Schlémilch i deras ta-
bellverk.

* Beviset {6r den forra formeln finnes framstildt i demna tidskrifts
forsta hafte sid. 14. Prof. Grunert, som i sin berdmda tidskrift Ar-
chiv der Mathematik und Physik, hiftet 2 innevarande ar, aftryckt
detta. bevis, siger det vara "iiberaus elegant und zierlich” I for-
bighende torde bdra anmirkas, ‘att ett annat ocksd elegant bevis for sam-
ma formel finnes anfordt pa sid. 69 i var tidskrift under rubriken: trigo-
nometrisk sats af D —g. Detta sista bevis framkommer ock i Dill-
ners anvindning af den geometriska kalkylen pd miangeln, se sid. 217.

Phragméns bevis for senare formeln sammanfaller alldeles med D—gs
sid. 70 i denna tidskrift. Begge hafva dock skrifyit oberoende af hvarandra,
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8. I slutet af sin bok har forf. ett kapitel, hvarest han ur formel-
systemet ’
a = bCos C + cCos B*
eller ur systemet
X a® — b2 4+ ¢ — 2bc Cos 4 *
hirleder de ofriga trigonometriska formlerna.
-9. FEj bor forglommas den eleganta formelsamling, hvarpd forf.
bjuder. Som exempel hirpa anfora vi endast foljande tvenne:

A+B - B+C__ C+4

Sin4 + Sin B + Sin C =48in 3 Sin ) Sin 2 +Sin(4+B+0),

-

hvilken giller for alla mojliga virden pd 4, B och C;
A+B _ B+C . CO+4

in in ,

SinAd 4+ Sin B 4+ Sin €' 4 Sin D =— 4 8in 5 5 5

hvilket giller, d& summan af alla fyra vinklarne utgér fyra rita.

10. Figurerna #ro tryckta i texten pa behoriga stillen. Papper
och tryck @ro vackra.

Som vi se, vittnar allt om gedigenhet. Genom sin skirpa, genom
* sina allméngiltiga bevis och genom forsinligandet af atskilliga trigomo-
metriska formler dr detta arbete egnadt att ligga en siker grundval for
kommande studier.

En friga kan jag dock icke undeilita att stilla till forf. Hvar-
fore uppskjuter Ni &nda till sista kapitlet i Eder till sitt
‘omfing ej obetydliga bok att gora Edra lisande elever be-
kanta med formeln
a? == b2 4 2—2bcCos 4 ?_
Denna formel, sinusteoremet jemnte de hiir ofvan nimnda grund-
d formlerna for utvecklingen af Sin (d+ B) och Cos (A+ B) anser jag som
“ de vigtigsste i trigonometrien. Med inga trigonometriska formler far
man i sina foljande matematiska studier rora sig s& mycket som med
dessa. Dessutom #ro de i forening med definitionerna pa sinus, kosi-
nus, tangent och kotangent fullt tillrickliga for trianglars losning. En
trigonometri for latinlinien skulle derfére enligt min &sigt innehalla just
detta, som jag nu anfort.

For en kommande upplaga vore det nyttigh, om forf. vid andra
hindelsen, sid. 9, der man har gifna tvd sidor och en motstaende vin-
kel, dfven upptoge ett exempel, der triangeln blefve ritvinklig, och ett,
der han blefve oméjlig. I allménhet vore det oukligh, om forf. emel-
lanat haff en och annan uppgift, som ledt till en sinus eller kosinué

* De Ofriga eqvationerna-erhallas genom permutering af bokstifverna.

19
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storre #n 1 eller till en imagindr tangent 0. s. v.  Sidana exempel #ro
mycket upplysande, foranleda mycken reflexion och #ro mycket pikanta.

Jag slutar med att uttala den ofvertygelsen, att detta forfattarens
arbete kommer att blifva till mycket gagn for vart fiderneslands stude-

rande ungdom.
F. W. HurLtmanw. -

2. Den analytiske geometries begyndelsegrunde af
H. G. ZeuvrneN. Kjebenhavn 1867.

Denna lirobok i elementen af den plana analytiska geometrien,
ehuru nirmast afpassad efter danska examensforhillanden, synes, med
afseende pa fullstandighet och tillgodogtrande af de nyaste forskningar
inom geometrien (Salmon, Pliicker), sasom elementarbok betraktad icke
lemna nigonting tfrigt att onska. Afven i virt land torde derfore denna
bok med fordel kunna anviindas vid studiet af den analytiska geometri-

! ens element. '

-

Om den aritmetiska undervisningsmetoden.

1. Diskussion om undervisningen i aritmetik.
) Af lektor Gurpsr. ELowson.
2. Genmile till herr lektor Hultman.
Af Istpor SMEDBERG.
8. Svar pa herr Smedbergs genmile.
"~ Af lektor HuLrMaN.

Savida redaktionen af <Tidskrift for Matematik och Fysik¢ anser
lampligt att diskutera undervisningen i aritmetik, sa tager sig under-
tecknad hirmed friheten inleda en dylik diskussion. Narmaste anled-
ningen dertill &r en i tidskriftens 5:te hifte, sidd. 233-—244, intagen
¢Anmélan af tio stycken riknebocker af F. W. Hultman. Innehallet ;
i nérvarande uppsats kommer derfore att bestimmas med hufvudsakligt g
afseende pé innehdllet i omnimnda <Anmilan .. De Sstora skiljaktig-
heter , som H.* funnit i de anmilda “tio stycken riknebdcker ¢, anser
han hirflyta af tvenne olika asigter om den aritmetiska undervisningens
mal. Olikheten emellan dessa bada asigter angifves. Anhingarne af
den ena asigten vilja <lira eleven klart inse lagarne for de aritmetiska
operationerna ¢, hvilken insigts forvirfvande antydes ske derigenom, att

* Dermed beteckna vi: F. W, Hultman,
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lirjungen forst inhemtar regel, derefter beviset for densamma och slute
ligen, sedan han fatt regeln bevisad, riknar mekaniskt. Den andra
asigtens anhiéingare vilja “utbilda elevens formaga af tankearbete pd
aritmetiska uppgifter och derigenom indirekt #fven pa frigor inom sfriga
delar af mensklig forskning ¢, hvilket antydes skola ske derigenom, att
man later larjungen deducera reglerna for de aritmetiska operationerna
ur en samling af exempel. Sedan de bada olika asigterna silunda blif-
vit karakteriserade, inrangeras jag pa grund af E-L-B. * ibland den
forra asigtens anhingare, hvaremot H. obetingadt ¢ sluter sig “till den
den asigten, som afser tankeverksamheten for hufvudsaken¢. Den dis-
kussion, som jag hirmed velat inleda, bor i ett af sina moment ut-
gora en undersdkning af, haruvida sjelfva punctum questionis #r af H.
rigtigt angifven, alldenstund min personliga &sigt om undervisningen i
aritmetik ir i afseende pa nodvindigheten af lirjungens sjelfverksamhet
alldeles lika med, hvad H. forklarat vara sin 8sigt. H. synes ocksa vilja
‘anse alla de anmilda riknebdckerna, foljaktligen #fven E-L-B., sasom
en protest emot hvarje undervisningsmetod, som méjligen kunde hafva
ndgot annat syftemal &n att “begripa hvad man lir¢. Om giltigheten
af denna sats &ro-vi vil alla lifligt ofvertygade. Den n#rmare utveck-
lingen af mina &sigter anglende undervisningen i aritmetik innehélles
naturligtvis i E-L-B. I saknad af en dylik objektivt gifven utveckling
af H:s pedagogiska asigter i detta imne antager jag honom hylla den
hevristiska metoden, hvaraf vi hafva en representant i X. P. Nordlunds
Riknetfningsexempel, hvilket antagande jag grundar derpd, att han an-
ser dessa riknedfningsexempel sasom ett pedagogiskt misterstycke. Jag
kommer derfore i det foljande att omn#imna dessa rikneéfningsexempel
och beteckna dem med R-0-E. #*

Uti ett kort foretal angifver E-L-B. sasom mél for undervisningen
i aritmetik “en klar och tydlig uppfattning af lagarne for
aritmetikens rakneoperationer samt sikerhet och fardig-
het i dessa rikneoperationers anvindning i enskilda fall®
Dermed angifves detta mal innefatta tre moment, pimnligen 1) en
Klar och tydlig, d. v. s. begreppsmassig uppfattning af lagarne for arit-
metikens rikneoperationer, 2) sikerhet i rikneoperationernas anvéndning
pa enskilda fall och 8) fardighet i rikneoperationernas utfsrande. Lir-
jungen bor saledes komma derhdn, att han kinner betydelsen af de sir-
skilda rikneoperationerna, att han kan i begripliga ordalag redogtra for

* Dermed beteckna vi: Elementar-Larobok i Arithmetik af Guldbrand
Elowson, Upsala 1868.

**) Naturligtvis kan hiar icke blifva fraga om nagon recension af denna
bok, da jag icke kinner ”grundefna for dess uppstéllning, anvisningar och
rad vid deras anvindande m. m.”
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de forfaringssitt, han anvénder vid' operationernas utfosrande, och att han
kan angifva skil for dessa forfaringssitt. Om han t. ex. skall utféra en
addition i hela tal, s& bor han, vare sig rikningen verkstilles ¢i hufvu-
det ¢ eller pa taflan, veta hvad addition &r eller .atminstone hvad som
dermed #syftas; han skall kunna tala om, huru han forfar vid utrik-
- ningen, vare sig han borjar med att sammanligga de i addenderna
férekommande enheter (af 1:sta ordningen), derefter tiotal o. s. v., eller
han forst sammanligger de i addenderna forekommande hogsta enheter
och derefter ofvergar till enheter af nigon hvilken som helst ligre ord-
ning, eller han sammanligger addenderna i deras helhet den ena efter

den andra, och for det forfaringssatt, han verkligen anvénder, bor han-

kunna anfora giltiga skil. Skall han t. ex. taga produkten af 758 och
643, s& bor han kunna redogbra for sitt forfaringssitt, vare sig han fol-
jer schemat ' B

758
643

2274
3032
4548

487394

eller 643 (700 + 50 + 8) eller 643 (700 + 60 — 2) eller hvilket annat sche-
ma som helst, och tillika siga, hvarfore han gtr just s8. Skall han mul-
tiplicera tvenne brék, s3 maste han hafva en klar uppfattning af hvad
denna operation betyder, ty eljest blir hans aritmetiska bildning hogst
bristfallig. Om det saledes &r rigtigh, att lirjungen bér kinna lagarne
for de aritmetiska operationerna och det icke blott si, att han <kinner
med sig ¢, huru han skall forfara, utan pi ett sadant sitt, att han kan
i begripliga ordalag uttrycka forfaringssittet, si synes det vara nyt-
tigt, att uttrycken for dessa lagar, hoc est reglerna, #ro angifna i
laroboken. Deraf foljer dock icke, att reglerna skola inhemtas forst
och derefter rédkningen vidtaga, #nnu mindre, att reglerna skola liras
utantill och rikningen derefter ske mekaniskt, utan reglerna d. v. s.
uttrycken for de aritmetiska riknelagarne bora inliras, under det att
liraren visar och undervisar lirjungarne,. huru den eller den riikne-
operationen skall utféras. Har t. ex. undervisningen fortskridit der-
hén, att en division skall pd taflan utforas, sd synes det mig &ndamals-
enligt, att ldraren forst sjelf utriknar ett exempel och dervid icke blott
visar forfaringssittet med uppmaning till lirjungarne att se efter, huru
han gor, utan dfven med tydliga ord talar om, huru han gér, och, sa-
vidt larjungarnes fattningsformaga kan folja med, hvarfore han gor s&
eller s. Derefter bor nigon af ynglingarne gé fram till taflan och rikna
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ett annat exempel. Han bdr dervid icke allenast uppskrifva den ena
siffran efter den andra, allteftersom hans rikning fortskrider, utan till-
lika “rikna hogt < och med ledning af liraren tala om, hvad den eller
den operationen innebdr, hvartill det eller det leder, hvarfére det an-
vinda forfaringssittet ar berdttigadt o. s. v. Uppfattningen af lagarne
for de aritmetiska operationerna bor i hég grad underlittas, om lirjun-
gen fir i lirobokens regler repetera det pa sadant sitt muntligt genom-
gingna. Vill man ur liroboken taga bort reglerna, d. v. s. innu en
gang uttrycken for de aritmetiska riknelagarne, si synes mig, att man
med samma fog kunde taga bort afven exemplen. Undervisningen
i aritmetik blefve derigenom antingen helt och hallet eller &tmin-
stone ofvervigande muntlig. Lararen finge meddela bade regler och

exempel. )
(Forts.)

Satser,

gifna i skriftliga mogenhetsexamen h. t. 1868.

For latinlinien.
. (2 st. pd 4 tim.)

1. Trenne segmenters bigar dro lika stora dfvensom deras hijder; att
bevisa deras kongruens.

2. An i en gifven quadrat inskrifva en annan, hvilkens diameter har
en gifven lingd.

3. Att upprita en triangel, som dr likformig med en gifven triangel och
har en gifven linie till hgjd.

4. I en gifven cirkel dr en korda apterad och pd denna korda en viss
punkt tagen.. Att upprita en cirkel, som tangerar den gifua cirkeln i kordans
ena dndpunkt och gar gemom den tagna punkten.

d. Fyra rita lnier dro gifna. Att bestimma tvd parallelogrammer,
som hafed till hvarandra ett forhallande, som dr komponeradt af liniernas
forhdallanden.

6. Att upprita en_cirkel, ddé man kinner tvd af dess kordor samt af-
standet dem emellan.

- 7. Bevisa, att dicmnetern till den i en rétvinklig triangel inskrifna cir-
keln dr lika med ofverskottet, hvarmed summan af de bida kateterna Gfver-
skjuter hypotenusan.

8. Upprita en cirkel, hvars periferi ir lika med summan af tvd gifna
cirklars periferier.
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(2 st. p& & tim.)

9. I en aritmetisk serie dr forsta termen = 56 + a, ndst sista ter-
men == a + 2 och sista termen — a — 1. Huru stort ér termernas antal?

10, Ut en plan triangel dr vinkeln A = 54° 30" samt sidan b =
825 fot och sidan ¢ = 1300 jfot; huru stor &r triangelns area?

11. Om ett cirkelsegments hijd = % radien, i hvad forhdllande stir
da dess area till cirkelns area?

12. Om et plan, som ér draget parallell med basen ¢ en rit kon, skir
dvss bugtiga yta i 2 lka stora delar, hury stort @ da afstandet emellan det
skérande planet och basen?

13. Om en lifrinteanstalt drligen betalar 8 procent af det kapital, som
en person insatt vid fylda 55 dr, huru linge bor da denna person lefva for
att dterfa sitt kapital jemnte 6 procent rénta?

14. Huru stor @r den i en cirkel inskrifua, reguliera 20-hsrningens
sida, om cirkelns radie dr r?

15. I en geometrisk serie af 10 termer dr summan of alla dem, som
hafva udda ordningsnummer, 1023 och summan af alla dem, som hafva Jemn
ordningsnummer , 2046. Hvilka dro seriens termer?

16. Solvera egvationen

(logz)t— 7 Logx + 11 —= 0.

For reallinien.
(2 st. p& 4 tim.)

17. At konstruera en triangel, dd man kinner en vinkel vid basen,
hijden och perimetern.

18.  Att konstruera en triangel, dd man kidnner en vinkel, motsvarande
hijd och den inskrifna cirkelns radie.

19. Bevisa, att om man korsvis forenar dndpunkterna af tvenne pa-
rallela kordor medelst rita linier, si blyfoa dessa Lnier lika linga. ‘

20. Bevisa, att summan af quadraterna pd delarne aof tvenne mot
hvarandra vinkelrita kordor &r lika med guadraten pd diametern.

21. At dela en cirkels yta midt i tu genom en annan cirkel, som i en
gifven punkt tangerar den gifua.

22. Att genom en punkt, beligen i en vinkels plan, draga en rit li-
nie, som med vinkelbenen bildar en triangel, lika stor med en gifver' quadrat.

23. Bevisa, att summan af de plana vinklar, som bilda en solid vin-
kel, alltid dr mindre, dn 4 rita vinklar.

(2 st. pd 4 tim.)
24. Skilnaden mellan tvé tal &r 63; skilnaden mellan deras gvadrat-
rétter dr 3; hvilka dro dessa tal?

N
i
3
b
i
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25. Bevisa, att om 4 tal dro proportionela,” sé &r summan af det
storsta och det minsta bland dem stérre, dn summan af de bada andra.

26. En stympad kon, som har den ena bottenradien dubbelt sd stor
som den andra, och hijden lika med summan of dem bdda, skall rymma 50
kannor. Huru stora skola bottenradierna vara?

27. Huru stor summa skall utlinas med rdnta pd rdnta efter 4 pro-
cent om dret, for att den efter 16 dr skall haﬁja samma, virde, som 5000
Rdr, & 6 procent, efier 10 dr?

28. I en triangel dro gifaa: b= 15,5 fot, c == 24,3 fot, A =47°5';
huru stor dr den hijd, som svarar mot sidan a?

29. Ur en sfer, hvars radie = en fot, skall man afskira en sektor,
hvars volym == en kubikfot; huru stor blir da h§jden af det denna sektor
tillhérande sferiska segment? :

30. Tva fixa punkter A och B éro gifna. Begdres locus for de
punkter C, som satisfiera egvationen

— —2
 m.4C0 +n.BC =2,
¢ hvilken m och n belyda tvd gifna tal och r en lnie af gifven lingd.

(1 p& 3 tim.)

31. Huru higt stir solen §fver horizonten, om skuggan af en 5,9 fot
lang karl &r 110 fot ling?

32. Man har en bikonvex lins, hvars fokaldistans dr 9 tum. Huru
ldngt frdn lnsen skall ett foremdl stillas for att af det skall uppkomma en
Jyra gdnger sd bred skenbild?

33. Vid 0° C. rymmer ett kirl 1,527 skalp. qvicksi[}%er, vid 100°
C. rymmer det 1,52596 skdap. Huru stor &r lingdutvidgningskoéfficienten
Jor kirlets gods? Quicksilfrets specifika vigt dr 13,696 wvid 0° C.; dess
utvidgningskoéfficient ér — 0,00018153.

34, En blykulas volym édr 1638 kubiktum vid 81° C. Till hvilken
temperatur. skall hon afkylas for att hon skall innehdlls 1629 kubiktum.
Blyets lingdutvidgningskoéfficient antages = 0,0000285.

35, Tre med luft fylda kéirl hafva respektive volymerna Vi, Vy och
Vs, de inneslutna gasmingdernas motsvarande pressioner dro Hy, H, och
Hy. Om alla dessa kirl forenas med hvarandra genom rirledningar, sd
uppkommer en gemensam spénning hos luften, hvars storlek man onskar veta,
dd intet afseende fiistes vid rirens volymer.

36. Om barometern visar 760 millimeter vid jordytan, men 5,7 milli-
meter mindre, dd instrumentet hijes 200 jot, si skall derur beriknas luftens
tithet, hvilken vi antaga vara densamma hela wigen mellan dessa orter.
Temperaturen anses vara 0% quicksilfrets tithet = 13,596, ock 1 meter ==
3,368 sv. fot.
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37. Vid 4 15 frader: dr basen hos en af kopparplit forgirdigad lik-
bent triangel 3'f, twm ock sidan 5 tum. Huru stort blir ytinnehdllet vid
upphettning til 80°2

Kopparens linlira utvidgningskoéfficient = 0.000017.

38, Huru lingt gdr en vigt af & centner pd 3 minuter, om vigten
utan hinder fir sin rirelse hela tiden dverkas af en 10 skdlp:s drifkraft?

En fritt fallande kropps acceleration antages vara 33 fot.

Kritik af ofvanstdende satser.

De hir ofvan meddelade satserna for den skriffliga mogenhetsexamen
vid slutet af innevarande termin gifva anlednipg till nagra reflexioner.

Vi borja med de algebraiska satserna for latinlinien.

Mot dessa kan man anmirka, att de ej &ro limpliga for andra yng-
lingar dn for sadane, hvilkas insigter kunna utmirkas med ett hdgre be-
tyg 4n godkind. Af de 8 satserna tillhora namnligen tre liran om serier,
en Jiran om logé.ritmer, tvenne planimetrien, en stereometrien och en tri-
gonometrien,

Enligt skollagen #r for hogsta klassens latinlinie i algebra bestimd
foljande kurs:

” Equationer af andra graden med talrika fningsexempel jemnte problem
léran om progressioner och logaritmer samt &faing i logaritmtabellers bruk.”

Som man ser, fordrar skollagen ingen trigonometii, ingen stereome-
tri, ingen planimetri. Halfva antalet af exempel ligga siledes utom det
af skollagen foreskrifna omfinget. Hvad &ter betraffar de ofriga 4 sat-
serna, tillhora dessa uteslutande laran om logaritmer och serier, En yng-
ling, som list forsta och andra gradens eqvationer med en eller flere obe-
kanta jemnte tillhorande algebraiska problem, kan siledes icke forsoka sig
pa nagon af ofvanstiende satser, hura skicklig han &n mi vara inom sin
kurs. Och dock kan denne yngling ganska val hafva godkand mogenhet
i algebran. I den gamla studentexamen kunde pd detta pensum gifvas till
och med betyget med berdm godkind. Att doma af de nu utgifna satserna
berattigar detta pensum numera e ens till betyget godkind. Huru som
helst harmed ma forhalla sig, blir det dock alltid svart att bedoma en
ynglings mogenhet, om han misslyckas pa losningen af satser, hvilka ligga
utom omfanget af hans studier. Vi hafva hirpd ett nira till hands lig-
gande exempel. Af de 10 privatister, hvilka denna ging vid Stockholms
gymnasium skrifvit for mogenhetsexamen pa latinlinien, fanns det en, som
alldeles icke kunde losa ett enda problem; fyra eller fem hade visserligen
losning pa ett problem, men den var felaktig. Skollagen fordrar, som be-
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kant, 1osning af 2 problem. Ménne alla dessa saknade nojaktiga kunska-
per i algebra? Vi for var del 4ro ej ofvertygade derom.

Vi ofvergd nu till de geometriska satserna pd latinlinien.

Dessa synas hafva tillkommit i bradska. Séilunda forekomma i uttrye-
ken Atskilliga skriffel och oegentligheter. I forsta satsen stir tremne ist. f.
tvenne. 1 den andra begagnas ordet diameter i st. f. dz'ag.onal. Som bekant,
menas med diameter en linie, som skiir flere sinsemellan parallela kordor
midt i tn. Denna egenskap har ej diagonalen i en qvadrat. Vi ha hart
omtalas en yngling, som sade sig icke vaga skrifva ofver denna sats, endr
han ej visste, om ordet diameter var cn misskrifning i st. f. diagonal eller
i st. f perimeter.

Uttrycket i satsen 5 & svifvande. Man kan mellan 4 linier hilda 6,
ja, om man sd vill, 12 olika forhallanden. Ar meningen att finna tvenne
parallelogrammer, hvilka till hvarandra hafva ett forhallande, som &r kom-
poneradt af alla dessa 6 eller 12 forhéllanden? Utan tvifvel icke. Derfore
borde det heta: “som ar sammansatt” (vi foredraga det svenska ordet) > af
den forsta liniens forhallande till den andra och af den tredje liniens for-
hallande till den fjerde.”

Uttrycket pa den fjerde satsen ir onodigt langt.

I sats 6 talas om afstindet mellan tvd kordor. Hvad forstds dermed?
Af de nyss omtalta skrifningarna visar sig, att ndgre hafva dermed for-
statt det minsta afstdndet mellan kordorna, andra afstandet mellan kor-
dornas midtpunkter. Andra Ater ha trott, att dermed menas, att kordorna
skola vara parallela. ’

Hvad sarskildt den forste satsen betriffar, &r den ej alltid sann. Det
ar alldeles icke nodvindigt, att éegmentbégarne aro kongruenta, derfore
att segmenten dro lika hoga och bagarne lika langa. Tvertom svara alltid
mot en gifven biglingd och en gifven hojd tvenne olika segment, det ena
med en bage mindre #n halfcirkeln, det andra med en hége storre &n half-
cirkeln. For satsens sanning hade saledes behofts tillagget: “med den in-
skrankning, att segmenten #ro begge samtidigt mindre eller begge samti-
digt storre an halfcirkeln.”

Men ifven salunda rattad @r satsen ej lamplig for skriftlig behandling
vid mogenhetsexamen. Vilja vi nimnligen analytiskt behandla den, leder
den till eqvationen

l
h= 2xSm24—;,

der % ar segmentets hojd, I bagens lingd och z den obekanta radien. Som
denna eqvation #r transcendent, kan den ej losas medelst elementargeome-
trien, sdvida man ej vill infora den hos Arkimedes forekommande grund-
satsen: “af linier, som aro konkava i forhallande till en och samma rita
linie, och hvilka alla hafva samma #andpunkter, ar en inre alltid mindre
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#n en yttre.” Denna grundsats finnes emellertid ej i véra lirobdcker be-
visad for annat fall, 4n di linierna 4ro sammansatta af rita linier. For

kroklinier (sdsom cirkeln) kunde ej ens Arkimedes bevisa den, Det ar oss
ej bekant, om den #nnu &r bevisad stringt for kroklinier hvilka som helst.

Under sddana forhallanden 4r det ej ovantads, att de ynglingar, som for- ‘

sokt sig pa denna sats, misslyckats.

Vi alska att tro, att denna sats dfvensom de oegentliga uttrycken tillkom-
mit genom ett forhastande, och vi vilja hoppas, att den skada for ynglingarne,
som mojligen kunnat uppstd derigenom, att desse utan framghng fatt for-
soka sina krafter pa satser, som varit till sitt innehall origtiga eller till
sina uttryck otydliga, e i verkligheten intriffat, enir deras examinatorer
utan tvifvel insett de ogynsamma forhdllanden, under hvilka de arbetat.

Till slut ndgra ord om satserna for reallinien.

Samtlige de analytiske dro bra. I afseende pd de geometriska bor an-
mirkas, att efter uttrycken kordor i satserna 19 och 20 bor for tydlighets
skull tillaggas orden: "¢ en cirkel”, alldenstund pa reallinien emellanit
forekomma ynglingar, som rent geometriskt behandla afven ellipsen, hy-
perbeln och parabeln, och hvilka siledes hafva hort ralas om andra kor-
dor #n cirkelkordor. Satserna iro for ofrigt goda.

Vid de fysikaliska ater ha vi nagra anmirkningar att gora.

Hvad insigt adagaldgger den, som rigtigt 10st det forsta problemet s&
lydande: ”huaru hogt star solen ofver horizonten, om skuggan af en 5,9
fot lang karl ar 110 fot lang?” Mojligen den, att han visar sig veta,
det ljuset fortplantar sig ritlinigt. Problemet infaller i sjelfva verket an-
tingen pa trigonometriens eller astronomiens omrade.

De ofriga 7 satserna iro temligen ensidiga. Salunda angd icke min-
dre an tre stycken fasta kroppars utvidgning; tvenne hora till aérostatiken,
endast ett ar upptaget pa optiken och endast ett pd mekaniken. Hir fore-
kommer intet exempel om tyngdpunkten, intet om kroppars jemnvigt, intet
om kroppars fall i f6ljd af deras tyngd, intet om speglar, intet om smilt-
ningsviirme eller om egentligt virme o. s. v.

1 egenskap af skollarare och malsman for forsta afdelningen af denna
tidskrift har jag ansett mig skyldig att gira-dessa anmirkningar,

F. W. HurTMax.
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